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Uber die Dichte der Nullstellen der Dirichletschen
L -Funktionen
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1. Das Ziel dieser Arbeit ist der Beweis eines Satzes iiber die Dichte
der Nullstellen aller Dirichletschen IL-Funktionen in der Nihe von der
Gerade o = 1.

Dieser Satz entspricht der Schirfe der Abschiétzung nach, dem be-
kannten Satz von P. Turdn, iiber die Dichte der Nullstellen der Riemann-
schen (-Funktion ([5], Satz XXXVIII).

Bezeichnen wir mit N (4, T) die Gesammtzahl der Nullstellen aller
@(k), I-Funktionen mod% (k > 1) im Bereich ¢ > 9, } <# < 1,0 <t < T
jede mit ihrer Vielfachheit gezéihlt. Wir werden den folgenden Satz zei-
gen:

SaTz. Fiir geeignete positive numerische b, ¢, und ¢, Konstanten gilt
fiir

(1.1) 1—min(b, 1/E¥) <9 <1

und

1.2) T > max(c,, expexpk?)

die Abschdtzung

(1_3) N(’l?, T) < 02k6T2(1—6)+(1——0)1,0810g3(kT) .

2. Zum Beweis des Satzes (1.2) benutze ich die folgenden Sitze aus
der Theorie der Dirichletschen L(s, y)-Funktionen:

L Sei N(T) die Anzahl der Nullstellen aller L(s,y), ymodk in
0<o<], | <T.

Es gilt fir k>1, T >0
(2.1) N(T+1)—N(T) < cgklogk(T'+2),

wo o0y eine numerische Konstante ist ([2], Satz 3.3, 8. 220).
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II. Sei m =2 gane. Bs g¢ibt eine Folge wvon Zahlen T, mit
m < T, < m-+1, fiir welche gilt

2)

/A

L ‘
(2'2) IZE(”i iTmy X) < 04k10g2(k-Tm) ("‘1 So
x

mat von k,m unabhingiger numerischen Konstanie ¢,.

Diesen Satz kann man auf shnlichem Weg finden wie in [2], Satz
4.2, 8. 226.

III. Fir geeignete numerische b, cs,c; und ¢, Konstamien gilt fiir

(2.3) 1-b <o <1, >0

die Abschditzung

(2.4) [T5(s, 2| < o5ttt gerostonsy,
z

wo das Produkt iiber alle Charakiere modk gebildet ist.

Diese Ungleichung folgt aus den Vinogradoffschen Abschétzungen,
mit einer kleinen von Hua [1] stamrnender Verbesserung. Siehe [21,
S. 292-294.,

IV. Sei & >1, ganz. Bei passender numersichen Konstante cg >0
st IJL(S,JC) #0, in

Cy

@2.5) s Tl
M (k,?) = max {logk, log™(|t| 4 3)loglog®* (|t +3)} ,

eventuell ausgenommen die einfache reelle Nullstelle b1, welche Nullstelle
der mit dem Ausnahmecharakter y, defiwierten L-Funltion ist. ([2], Satz
6.2, 295; [3].)

V. Wir bezeichnen mit N(a,T) die Gesammieahl der Nullstellen aller

@ (k) L-Funkiionen modk (k > 1) im Bereich o < ¢ < L, [t] < T jede mit
threr Vielfachheit gezihlt.

Dann gilt
(2.6) N(a, T) < e k*T**~ogd kT

fir 0 <a<1,T>=2 und 0y U8t eine numerische Konstante.

Dieser Satz ist eine Folgerung von [2], Batz 1.1 Seite 299, [3].
Da {]L(s, %) eine Dedekindsche £-Funktion ist, kommt die Frage her-

vor, ob man den entsprechenden Satz gleich fiir jede Dedekindsche
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{-Funktion beweisen kann. Die dargestellte Methode, benutzt aber die
Tatsache, da8 die L-Funktionen modZ% fiir

loglog % (]t +2)

logk([t]+2)
nicht verschwinden und die entsprechende T@tsaehe fiir die Dedekindschen
¢-Funktionen steht noch nicht zur Verfiigung. So entsteht die interessante
Frage, ob man ohne diese Tatsache herauskommen kan und ob nur
die Nullstellenfreiheit in

0 >1—a(k)

ok
logk([t|+2)

ausreichen kann. Auf dieses Problem mochte ich noch zuriickkehren.

o >1

3. Zum Beweis des Satzes (1.2) ist noch ein Lemma nétig das wir
beweisen miigsen.

LemmA, Sei k& eine natiirliche Zahl und sei
1, =n=1(modk),

(3.1 @y, =
) " 0, sonst.

Fiir ¢ >1, & >1 und positive ganze 1 gilt

1 ad(n) - n _ g-e g
6:2) |<l+1)!2 w0~ D

nzé
klog(k-+1)log(3+ Jt])

10 312 )
&

wo ¢ alle Nullstellen von [[L(s, ) in dem Streifen 0 < o <1 durchlaiift.
x

Beweis. (Vergl. [5], 8.190.) Sei s = o4, w = u-+ . Sei weiter

1 £
D =5 —w—,ﬁF(s-l—w)dw,
U=—(a—1)[2
wo
1 I
() = ——— > = (2,%)
p(k) & L7
bedeutet.
Fir Rez >1, hat man wie bekannt
- ap A (n)

F(z) = e

n=l
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Durch gliederweise Integration bekommt man einerseits

D=(- 1)2“”

Andererseits wendet man den Cauchyschen Integralsatz auf das Paralle-
logramm mit den Bckpunkten

b s ®
e

Ty, —%—0%ily

an, wo fiir T\,
3<m< Ty <mitl
und wegen Satz (2.2)

N2 ok i, )| < ouklog (L)

max
—12<a< {o+1)/2

gelten. Wenn m iiber alle Grenzen wichst, 8o gilt
51—3 Z 50——3 1 Ew
Y2 Nt T oo f ey

(1—s8) ~ (0—8) 27t (~1fis )w

Daraus folgt mit [2], Satz 4.3, 8.227, unser Lemma.

D =

F(s+w)dw.

4. Jetzt beweisen wir unseren Satz (1.2) Zur Durchitihrung des
Beweises wenden wir den folgenden Satz an. Die Beweismethode wie
in [5], S.192.

Bs sei 0 < B < 1 vorgegeben, und
(4.1) 1< <
Es set weiter fir T <t <<2T
(4.2) 8 = gp+1t
und v sei eine ganze Zahl, fiir welche
(4.3) 10 < v+1 K logT.

Endlich fordern wir hier fir den Parameter & nur
(4.4) &>t

Damn gilt die Abschditeung

w0 |3

n=g

A(n) 1

1/2—aq

1-ap
—yye 18 :

( 1)v+2-

L1 T PPloglg- (3;/§
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(a, ist mit (8.3) definiert) fiir die s-Werte (4.2) mit Ausnahme einer Menge
D* vom Masse m(D*) mit

(4.6) m(D*) < TflogT.
‘Wir bezeichnen das Intervall
J j+1
4.7 = —_— Lt < T
“n o= T fogry <! TlogT]
mit I; (1 <j < Tlogs_’[') Es gibt zwischen diesen vielleicht solche, welche

ganz in der Menge D* liegen; diese bezeichnen wir mit Ij. Da die I-In-
tervalle untereinander fremd sind, so folgt aus (4.6), daf die Anzahl der
1;"-Intervalle unterhalb

(4.8) < TPlog*T

ist. Alle iibrigen I-Intervalle enthalten also wenigstens einen Punkf
o+ it welcher zu der Komplementirmenge D* von D* gehért; diese
bezeichnen wir mit I; und wir wihlen in jedem, einen Punkt von D*. Wir
werden sie kiirzungshalber ,,gute” s-Werte nennen.

Dann gilt (4.5) fir jedes gute s.

Aus dem Lemma (3.2) mit I = »—1 und auns (4.5) folgt

&
49) ‘ ( v+1 2 (8 v+l ‘

112—aq

1 +16

El—du
(Go_l)v+2

< T5Pog?? & {31/:? £
(09

-1 } 4.-0125”3’27010g(k+3)10g_’l’.

Das besteht wenn nur (4.1), (4.2), (4.3) und (4.4) erfiillt sind. Es sei
aunBerdem

(4.10) 1> >log T
und
(4.11) <) flogT <v»+1 < logT.
Aus diesem und aus (4.4) folgt & > 7% und nach (4.1)
1 51—!70
- U/ ieled -
e O
also aus (4.9)
| El—s Ea—s \
4. —
w12 | g~ X g
Klog(b-+8) T-"*1og*® elog TV~ il
< ¢y5klog(k+3) og™* flog { T + (00__1)1,“}-
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Es sei nun j eine solche ganze Zahl, daf l; ein l; ist und wir betrachten
den Streifen
J j+1
A v \< P
P gy < logi7”
Es bedeute o* = o*+it* eine der Nullstellen von [] L(s, y) im Strei-

(418) 0 < o<1, T+ 0 < j < [Tlog®T].

X
fen (4.13) mit dem groBten reellen Teil. Nach der Multiplikation mit
|E (5 — "y | = £ s — "™
folgt aus (4.12) und wegen

1

ls— 0% < (0p—0™)+ Tog® T}

ungere Ausgangsungleichung

peer 8—9')”“_ g (8—0*)”“
§—1 - $—p

—B/2

(4.14)

T
< oublog(-+3) -

3/2 1~k (Go—fM)v+1
log £1ogT{5 (_ p +
7 ajpeok [ (00— ")+ [logdT] ™ )v+1}
+VT ¢ ( s ’
wenn. nur (4.1), (4.2), (4.4), (4.8) und (4.11) erfillt sind.

5. 8 war bisher nur der Binschrinkung (4.10) unterworfen. Wenn
wir die Abkiirzungen

(5.1) pIE =g,

(5:2) T =4y,
24-3024

o [ Ll

einfiihren, gei § < b so klein, daB

(5.4) B < 1074

(5.5) F< 4, <,

101

5.6 ——— ]

(5.6) TRy <1,

(8.7) B <1/A4,,

(5.8)’ i__ /321/25 < %

302
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Mit diesen Konventionen und Beschrinkungen werden wir zeigen,
daB in jedem I-Streifen [JL(s, y) # 0 fiir
z

(5.9) 0> 1—2f+17 = 1—-4,8.
Daraus folgt, dafl die Nullstellen von []L(s, y) im Gebiete
%
(5.10) o >1—4,8,

nur in I'-Streifen liegen konnen. Wegen (4.8) und (2.1) folgt also, daB

T <t <oT

(5.11) N(1—A4,8,2T)—N@1—4,8,T) < eskT*log® (kT),
‘wenn nur
(5.12) b>p >log™™ T, T >e¢4.
Wir ersetzen (5.12) durch
(5.13) b> B >10log™T, T >y,

dann koénnen wir die Ungleichung (5.11) statt 7 mit
T T T
_2',5’ ..a,’é‘,’,‘

anwenden, wo das ga.nzia.h]ige y durch

T2t VT > T)27

definiert ist (da dann (5.12) erfiillt ist).
Algo folgt nach Summation

N(1—4,8, T)—N(1—A4,8,VT) < 6, kT log* (KT).

Wendet man auf das zweite Glied links die Abschitzung (2.6) an,
80 bekommt man

(5.14) N(1—4,8,T) < o1,k TPlog® (kT).
Das ist nur unter Annahme von (5.12) bewiesen, es sei nun
(5.15) B < 10log T,
Dann ist
N1—4,8,T)< D1,
e

wo die Summation rechts auf die nichtrivialen Nullstellen von []L(s, %)
x
in dem Rechtecke mit den Eckpunkten
1, 1447, 1—6log™**T, 1—6log™"* T+ 4T
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zu erstrecken ist. Aber nach (2.3) enthilt dieses Rechteck keine Nullstelle
von []L(s, y) fiir T > max(om, %), So gilt (5.13) auch in Falle (5.15),

also glelchmaﬂlg fir
(5.16) 0< g <b.
Wenn man
1—4:f = 1=+ = 0

getzt, folgt leicht unger Satz (1.2). .
Es geniigt also die Behauptung (5.9) zu beweisen.

6. Um dies zu zeigen wenden wir unsere Ausgangsungleichung (4.14)
mit (4.10) und

2
(6.1) oo =1+ (1—1" 30,/3‘""
(6.2) £ = gAab+l)
an, wo y ganz ist und die Bedingung
1
(6.3) IlogT <+l 1 5 a, 1ogl’
2
erfiillt ist.

Bei dieser Annahme (4.1), (4.4) und (4.11) sind erfiillt.
Die untere Abschitzung in (6.3) ermoglicht uns (4.14) zu vereinfa-
chen zu der Form

acioa =l

< ouklog(k+2) - El"’*log”’ 510gT(

(6.4)

—0* [log“T]")"+1
op—1
7. Das erste Glied links ist dem Abgolutwerte nach kleiner als
(1.1) go¥ e,
Den Beitrag derjenigen p-Nullstellen, fiir welche
>1+4+20
bleibt wegen (2.1) dem Absolutwert unterhalb

enk 210g(1’+ n) (2 [0y < ohE " e 20+ D 1og T

. N220
da aus (4.11)
AR
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ist, so hat der obige Ausdruck die obere Schranke
El—u*logT
023k——i;ﬂ——.
Dagselbe gilt fiir den Beitrag der Glieder mit #, <<t—20. Da

0p— o™+ [log~*T]

>1
o,—1 !

so folgt also

*\ vl
e-ex ST\
(=

< ey klog(k+3)

(4
Jto—t|<20

E1—a*10g3/2 Elog (kT (%_U*_'_ [loggT]—l)v+1
(0o—1)T%" op—1 :

Da aus der Definition von ¢, und &, fir f < b

1 1
— e, 1 =A 1
gy >2.308 Tog T’ ogé 2 (7+1) < 2logT
folgt ferner
*: v
(7.2) oot (8—_9> o
o120 s—e :

3 1—o% - 3 —1\r+1
< oy Tlog (k-3) 0B U0g T4 (vo o*+ [log®T] ) .

" do—1

8. Wir setzen jetzt voraus, die Behauptung (5.9) wir enicht giiltig,
also in einem I; Intervalle wire

(8.1) & >1—4,8

daraus werden wir einen Widerspruch ableiten, wenn g < min (b, 1/k*)
und T > max (¢y, ¢'). Wir halten dieses j fest, und versuchen auf der
rechten Seite von (7.2) eine Ubersicht zu gewinnen.

Man kann zeigen dafBl (vergl. [56], S.168-169)

oo ‘S‘_Q*)H'1
s—o
Wenn wir den Absolutwert des Beitrages derjenigen Teilsumme
beriicksichtigen, fiir welche

log (kT)log®*T

(8.2) ot

< Gy klog(k+3)

Q
lbo—2|<20

ls—el > 7%, jt—1] <20
Acte Arithmetica VI 21
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bekommen wir aus (8.2)

LTS
eaz(e—e*f_i)
s—o

(8.8) V= l \
ls—el<p?/25
_Lgmizs .
< Cyklog(k-+3)T 2 log3T1og (kT').
9. Um V von unten abzuschitzen wenden wir den folgenden Satz
von P. Turdn an ([5], Satz X)
Fir m >0,k <N und

CARNIAR- I A P A
und fiir beliebige Zahlen b; gibt es eine ganze Zahl v, so daf
m<Ly < m+N
und

v v Y>> 1 ---~—1Y—~«)N min [by-4-... - by
(9.1) 1b1z1fb2zz+...+bkzk\/ B N tm ) .1

Die Rolle der #; Zahlen werden hier die Zahlen
*
642(9—0*)5:—_9..
s—e
spielen. Das ist sicherlich wahr wenn man zeigt, daf 0" ig der Summe ¥V
vorkommt. Da fiir die Nullstelle ¢* nach (6.1), (8.1) und (4.10)
ls— 0" < g5 B+ 4B+ 2 < 7

gilt, so legt ¢* wirklich im Summationsgebiet von V. .
Die Jensensche Ungleichung und der Satz IIT ergeben fiir die Anzahl
der Glieder in V die obere Abschitzung

9.2) FS00 11 (loglog T)*
fiir
B <1/E®, T >max(cy, 6xpexphs).

Algo das N kann durch (9.2) defieniert werden.

Es sei weiter )
m = %mgfl’.
b2

Das Intervall (m, m+N) liegt ganz im Intervall (6.3), weil wegen
(6.12) fiir T >cg und f < b
*

i
= 1
1681501007 1 (loglog T) < —bt— .~ logT.
B g(gg)lwiag
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Wenn wir beriicksichtigen, daB
m < fP%logT, m >N,
ist, so folgt, wenn man »+-1 in Sinne des Satzes (9.1) bestimmst

( P ﬁlﬁi/lSﬂlOgT_‘_ (loglogT)ﬁ)ﬂlM/lSDIOgT_I, (nglogT)ﬁ

144¢2 £ log T

also fiir § < b, T > ¢y
V> 1,_5163/1506_(10@0[;1',7'

Aus (8.3), folgt fiir T > max(e, k)

1
A0 (loglog )T < Tﬁfﬁlémsologsl’

also
p162/150 2 (loglog T)7
_T%: < g*lloglog )7

daB heiBt fir 8 < b

8 (loglog T)'
162/150
P < logT

Da aber g >1log™ ™8T, folgt daraus
8(loglogT)7
" logT !

was fiir T' > ¢z, nicht wahr ist. Damit ist unser Satz bewiesen.

log—IZQG/ISOOT <
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