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Uber die Darstellung der Zahlen durch
einige ternire quadratische Formen

yon

G. LomADnsE (Thiligsi)

§1. In der vorliegenden Arbeit bezeichnen die Buchstaben M, N,
a, &, k, g, 7, 2, @ natiirliche Zahlen (in §4 bezeichnet jedoch g beliebige
ganze Zahlen); b, u,» ungerade natirliche Zahlen; p Primzahlen; , 1
nichtnegative ganze Zahlen; H, ¢, g, k, §, m, n, s, ¢, y, a, B, y, 6 ganze Zah-
len; A, pu,9 0,0, &7, w reelle Zahlen; 2, ¢, 1, A, B, ¢, D, & komplexe
Zahlen, wobei Im< > 0. Mit K werden positive Zahlen bezeichnet, die an
den betreffenden Stellen definiert sind.

Diese Buchstaben werden notigenfalls mit Indizes oder Strichen
versehen.

(h,m) ist der groBte gemeinsame Teiler von h und m.

d|m bedeutet, daB d in m als Teiler aufgeht; dtm, daB d nicht in m
aufgeht; p'[jm, daB p'|m, aber P,

h
(;) ist das Jacobische Symbol fiir (h, %) =1, » >1; ist Null fiir

e (hyu) >1; ist Eins fir v = 1.

Weiter sei

) 1)
e(z) = exp2miz;  I(u) = i@ VM,

ST fir £ 0,
sgné =1 [£|
0 fir £ =0,
In der Summe 3 durchlaiift b ein vollstéindiges Restsystem modg,
hmodq
in der Summe " ein reduziertes System. Leere Summen sind gleich Null
hmody

zu getzen, leere Produkte gleich Kins.

Fir 2 0 sei

i 192 T Je/2 1/2\k
— o <argd® < o, A= (P
ad

o
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Die Funktion f(g) heiBe multiplikativ, wenn

Flargs) = fla)f(gs)  Fir (g1, 0) = 1.

u(g) ist die Mobiussche Funlktion.
4(a) ist der Charakter modFk.
Ferner sei

(1.1) S, q) = Z G(E),

Jmod g Q
(1.2) gl": 0 ) = Z ¢ J”f—) (s #0, 2|haN),
- 8 2Ns
Jmod N8|
jme (mod.N)
Y (M : .
(1.3) o(h, q) = e|l— (die Ramanujansche Summe),
Jmodqg .
A hi
A = FAW R 2
(1.4) (b, p) = _Zz(p)e(pl) (p >2),
jmodp
G (Bm—a)\ ((m+3g)?
(1.5) O(rs ¢, N) = Z e( oN )8( aN Ty
mm:'zl(:r-;nﬁN)
(1.6) L, 1) = D, xlmn™,
Neml
_ N ™)y
(L.7) L{k, m) = ;’( u)u .

Weitere Bezeichnungen werden spiter eingefiihrt,

§ 2. r(n;f) = r(n; ay, 6y, ay) bezeichne die Anzahl der Darstellungen
von n >0 durch die Form

(2.1) = (o ag, 43) = W0} - By @3- 05
d. h. die Losungszahl der Gleichung
(2.2) N = Oy @ - Al - Ay 5,

bel gegebenen a, thy, ty-
Maass [10] erhielt mittels gewisser ganzer Modulformen und Jaco-
bischer Thetafunktionen exakte Formeln fix r(n;f): f=(1,1,1),

(1,1,2), (1,1,3), (1,1,5), (1,2,2), (1,2,3), (1,3,3), (1,5, 5), (2,2, 8),

(2,3,38).
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In der vorliegenden Arbeit wird, wie in [8], [9], die Kloostermansche
Methode ([4]) mit der Streefkerkschen ([11]) kombiniert. Aunf diesem
Wege werden im folgenden exakte Formeln fiir #(n;f): f = 1,1,7)
(1,1,10), (2,2, B), gegeben. ' T

Mit diesem Verfahren kénnen analog auch andere Formen (2.1)
behandelt werden.

§3. In} f(?lgenden wird von einigen bekannten Ergebnissen Gebrauch
gemacht _d1e in den §§3 und 5 von [8] formuliert sind. AuBerdem be-
nutzen wir noch die folgenden Ergebnisse, die als Hilfssitze ausgedricks
werden:

Hmrssdrz 1 ([11), 8. 7, Formel (7)). Fiir u 0 ist
(8.1) {— (ur -2} = 80k (g p)12,
—1 \u2 jeenp
(#T+1’) - (ur-+9)# "

Z Hirssarz 2 ([11], 8.7, Formel (9)). Hs set p #£0, 0 £0, £€£0
un

(3.2)

' 12 /‘T“f—”)m
(é7'+n) (__—GH— 2
Dann st

1/2 ) :
( et ) = (—1)8néotL)egn pa—1)/s (pz+9)'"
ot o (oT+ g)l/z .

) HILFSSA’I:Z 3 ([5), S. 326, Hilfssatz 3). Die zahlentheoretische Funk-
vion h(q, d) sei definiert fiir jede q und jeden Teiler d von q. Fiir (q,, ¢,) =1,
a1, do|gy habe die Funktion k(g, d) die Eigenschaft

h(¢1ay Ay ds) = h(gyy d1)h(ga, ds).
Dann ist die Funktion

9(a) = > h(g, d)

dle
multiplikativ.
Hiurssarz 4 (vgl. z. B. [12], 8. 11, Hilfssatz 2). Bet ungeradem h ist
0 fir A=1,

S, 2y = | QFDP g 202,

b
e(g)z(‘“)/2 fiir 2%, A >1.
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HirrssaTz B (vgl. 2. B. [12], 8. 16, Hilfssatz 8). Bs sei (h,u) == 1.
Dann ist

S(hy u) = (%)I (w)u'.

HiorssaTz 6 ([11], 8. 42, Hilfssatz 45). Hir gemd@ N, s #0,y 50,
y = 0 (mod 2N), ad— By =1 und s, == yh-- ds = 0 st

(ah+ﬁs . N) ( sgnwsl)e(sgzyé)
yh+ ds’ 8
B h .
X(:::J‘) (/(3’(, N)S(s;(m, N)A

HruessaTz 7 ([2], S. 27, Hilfssatz 6). Hs sei p > 2, P h. Dann isi

0 /‘M’I' % :7‘ - 1,
A . P
7.7(]2,710 ) = p3~1/2(pp h_)](p) fiir  w = A—1.

Hrvrssatz 8 ([11], 8. 16, Hilfssatz 20). B3 sei s # 0. Die Zahlen £,
migen den folgenden Bedingungen gewiigen:

1. &g sed in g multiplikativ;

2. die Reihe

o
J
o
g==1,(q,18)=1
"konwergiere gegen S;
3. die Reihe
e
i
Cas

a=1,(a,)=1

wo q nur diejenigen zu v teilerfremden Zahlen durchlaiift, deren Primieiler

in 8 aufgehen, konvergiore absolut gegen T.
Damn komvergiert die Reihe

£

@l (@,r) =1
gegen ST.
Hipssarz 9 (vgl z. B. [1], 8.109). Wenn die Reihen

ZOO;V 5121, und 2007 é-w,

el o]

icm
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konvergieren, so konvergiert auch das Produkt

0

[Ta+z).

=1

Hirrssarz 10 (vgl. z. B. [6], S.203, Hilfssatz 235). Ist x nicht
Hauptcharakter modk und Rez >}, so gilt

L (2, x)| < Kk(Tme|+1),

wo K von z unabhingiy ist.
HivrssaTz 11 (vgl. z.B.
449). Fir Rez > 1 ist

[J =z
Ist x nicht Hauptcharakier, so gilt dies auch fiir

Daloyp™

[6], 8. 204, Hilfssatz 237 und [7], S. 446,

=L~ (zyl

2 =1, und die Reihe

konvergiert.

HirssaTz 12 ([11], S. 18, Hilfssatz 24). Fir Re z
vergiert die Rethe

=0, 0 >1, kon-

D uim)g(m)n = L(z, z)
n=1

gleichmafig wnd absolut und stellt dort eine regulire Funktion von z dar.
Ist y micht Hawuptcharakter, so ist diese Funktion in die Halbebene Rez > }
analytisch fortsetzbar und dort gleich

,/c)H 1))

Hivessarz 13 ([3], S.489-491, Formeln (d), (e), (), (g)). Bs sei o
quadratfres. Dann ist

L(l, —w) = {r  fir o=1,

I

N N h
B Z (—) fir  ©=1(mod4), o >1,
Ihgol/d
);
= 27 xR Z (i) fir =3 (mod4),
1<hs o2
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L, —o)=2""x fir o=2,

(o) 2 o)

filr  o=2(mod8), o >2,

—
1<h<o/16

= o (L) fiir o =6 (mod8).

w/16<h<Bw[16 0)/2
§ 4. Im folgenden goll, ohne Beschréinkung der Allgemeinhbeit
(4.1) (@y, By, 05) =1, @y =1 (mod2)

angenommen werden.

Ferner sei 4 = a,0,a5; ¢ bedeute das kleinste gemeinsame Vielfache
aller aj.

Schliefllich sei

(4.2) ¥(z,?)
. 3 .
H S(—a,Hsgng, 1q))

| L(VE Y y
= e | :3(egng—1)/2 K =1 HI?
1+ 247 (2) HZ T (qe L H) " lgv--H|™%
iy

wo der Strich bedeutet, dab die Glieder mit ¢ = 0 auszuschliefen sind.
Bei festem v ist ¥(v,#) fir Rez > } regulir.
HILFssATzZ 14. Hs sei

o

-3/2| ¢ ~%

43)  T(m,2) = fe(——mt)(z% +t) 1|
(44) F(m,eo) =1+ 22'“3“) 2 ( P )” 8(agh, 2
Am1 hmod 24
4.8)  G(m, Zq“s“ Z ( v )”S(akm -

@ RO !
Damn ist filr Rez > %

(4.8) ¥(7,2) =1+275-2 4710712 (3) N T(m,z) F(m, 2)G(m, ).

Mz =~ 0O
me=( (modda)
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Beweis. Fiir Rez > % folgh aus (4.2) wegen (3.1)
Wie, o) = 14470 (£)" [lsata
vl 5 S8
£ E=~°° 3/2(41_1 Ha/z [q ‘I" |

Setzt man H = g+ 4aqm, 80 erglbt sich

© 3
(4.7) ¥(r,0) = 12724710022 §1g=3x 37 ﬂﬂ(—aky,q)

g=1 gmod dag k=
(,9)=1

—3/2
% Z (4@ +Tag+m)

M= e 0O

T -2

——+4—aq+

Nach Hilfssatz 11 von [8] und nach (4.3) ist

> 812 - &

48 LI A = -
( >2 ( Ftm ) e mg;e(m Jzem, o).

Wegen Rez > % folgt aus (4.7) und (4.8)
(4.9) Y(v,2) =

3

0-9/2=28 [ ~1/2 [ —8[2-5 ;32 —8~2 mg _

142 Vil mZ T(m,z? Zq g e(mq)nS( arg,q).

Setzt man ¢ = s4-jg, so ergibt sich

3
mg
@10 G(MH [ 8(-ag, 0
gmod dag k=1
_ 4a 2 ( 4@)”8 axs, q) fir 4a|m,

(0,9)=1
smod q

0 fiix  dafm.
Aus (4.9) und (4.10) folgt also

y/(,[’ z) — 1+2——5/2—25A—l/2 a—1/2—ze{%)

X S‘ T(m,z)ﬁjq’“" ZI ( Mq)”&(aks,q

M= ~00 =1 smodg
m=0 (nod 4a)
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Setzt man hier ¢ = 2'¢’ (¢’ ungerade, 1 > 0) wund & = @24 hg' (b= 1),
beriicksichtigh IMilfssatz 4 von [8] und schreibt ¢, 1 statt q', 1, 5o ergibt
gich die Behauptung.

Hrorssarz 15, Fir m == 0 (mod 4a) ist das durch (4.4) definierte
F(m,2) eine ganze Funktion von z. In der Halbehene Rez >- — % gilt

[ (m,2)| < K|ml, &>0,

wo K nicht von m und 2 abhdngt.

Beweis. By sei

ap = 2M6b, (=05 k= 1,2,3);

dabei moge wegen (4.1) ohne Beschriankung der Allgemeinheit

(4.11) yr=2ye 2y =0, (b, by, by) =1

gelten; b bedeute das kleinste gemeinsame Vielfache aller by.
Fiithrt man jetzt in (4.4) statt A einen neuen Summationsbuchstaben s

durch % = bs (mod 2%) ein, 5o ergibt sich nach Hilfssatz 4 und (4.11)
o0 , )
NV \1 me
F(m,2) = 1+ Z 24+ 4\_, e(~ '2'1'.171;:-2“)
A=3 smod 24

X8 (27 b, bs, 2Y 8 (272 b,bs, 2%) 8 (bybs, 28).

Hieraus folgt, nach Hilfssatz 2 von [8] und Milissatz 4 der vorlie-
genden Arbeit,

Y2 Y2 V1
(412)  F(m,2) =1+ D Byt D Rot D By

i= =2 Ryttt
244 244 )
71 ™ o0
u u > \ |
- 4\_4 Ry 21 Ry} _}_J Ry,
Amyg--2 Aeayy -2 Awapy 12
ata 2[4 2fA

wobei
L. ftir 2(yg, 2]y .

m Aty )
T mo ) 22y —m
By = 2700 {0(2714-2 ) &)+ Comir T 2* y

2""‘71 lbb -—m
A(L[24-2)+-1/2 8 A
Ra == 2 it a(_..‘..__y.l__e_é._._,_, ‘2 ,

icm
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-RS — 2~A(1—|—a)+72/2 {(1+(_1)(02+h3)/2) c(z - 21)

A+ 2
2 1'151,2__,,ﬁ o) 4o 2 +71bb3—~ﬂi 94 l
or1t2 ’ oy1+2 ’ 1’

_ i 2;’+71“1b(b + bg)—m
R, =2 A1+2) H'ﬂlw'lc( 21’124»2 d , 21);

R, = 2GR+ totr)f2 {(1 o (—1)Crtba2 (1)1t

(= 1)Cartany g (’El}?ﬁ’ ).;_(14( 1)t (

23 411ph,— 22 pp,—m
+o (—“ on+z ! 21) +e ( 2:/1-:2 ) 21)}!

Ay —1
P (2 " b(b;jl—f;-f-bs)—m, 21);

2N —m
——2‘73—@—,2

2. fiir 2|y,, 24y,
R, R,, R; und R, dieselben Werte haben wie in 1.,

9 otri—lpp
Ry = 9—HB[2+2)+ (1 +va+1)/2 {(1+(_1)(bz+ba)l2)0( L , 2/1)

oriti

+e (21+V1*‘b<b1+ 2by) —m

21’1+2

,2A)+ (21+v1 1h (b4 2bg)—m 21)}’

2¥1 +2

Aty -1
R = 9-8a+a)+G1tr)2+1]) 27 b (by+ bs) —m , 24
6 9r1+2

N (21+71—-1b(2b1+b o+ bg)—m ’ 2,_)};

or1+2
8. fiir 24y,, 2|y,
R, und R, dieselben Werte haben wie in 1,
- 2N ph,—m
By = 27H0 AT 02kl {6‘ (,, -‘rl*'f ——, 21)

ks LA

. (2”“/1‘1 b(by+2bg)— )}
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2Ny —m
R, = 2—1(1+z)-!-(vz~!—1)12{0 (~__2_y_l_$2_____,_7 2
2N (2by 4 by) —m
+0( P ’z)}’

N ph, 2 )

Ry = —~A(3/2+4)+(r1+vatl)2 {(1 (=~ )(b1|ba)l) ("szﬂ!

Ar1-1 - 97171 (By-f- 2by) =1
c(2 b(2by+by)—m 21) —»M( (b1 2b5) ”L’ZA)}’

ont? T g2

A-pyy—1 -
R, =2"/‘(3/2+ZJ+(?1»|-72)/2+1{0 (J b(by-t-bg)—m 24)

or1H2

oM 171G (by 4 20y |- by)
»}—0( o 121/1-12 ™y )l)}ﬁ
4. fiir 2ty,, 219,
By, R,, B; und R, dieselben Werte haben wie in 3,

2NN (b, by) —m
R, = 2-A(a/2+z)+(m+wz)/2+1{ ( 2(7114|2 ) , 2

M (by b byt 2bg)—m
- PR 21

Akpp--1 -
Ry = 2R+ rtra i) {(1 +(— 270 by "’”4,2,1)

(bllbz)ll) ( e
o

m M1 (2p, - by) —m
o

0(2‘*’1”11)(2%4—1)3%

ori+i oYLt

Es sei 2%m (» = y,+2) und A-4y,—1 >» Dann verschwinden
wegen x—y;—2 < A—3, nach Hilfssatz 7 von [8], alle in Ry und R,
auftretenden Ramanujansche Summen.

Algo ist F(m,z) eine endliche Summe ganzer Funktionen, d. h,
selbst eine ganze Funktion.

Ferner ist

#=y-1
[T (m, 2)] < 1+ 2 A1z |-Ren)+(1'1~|«rz)/2+8,
Asan 2

folglich fiir Rez > —%

IF(m,2)| < 14+ %27 < Emf, &>0.

icm
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HirrgsaTz 16. Fir m = 0 (mod 4a) und Rez >0 ist die durch (4.5)
definierte Funktion G(m,2) regulir. Sie ist in die Halbebene Rez > —}
fortsetebar. Im jedem beschrimkien Gebiet der Halbebene Rez > —3 gilt

|G {(m, 2)| < K |m|®*,

wo K nicht von m und z abhingt.
Beweis. I. Aus (4.5) folgt

(4.13) G(m,2) = A(q,2);
a=1,@2)=1
3
_ o —d-s Y

wry 4@ =0 Y o[- g [] stmaro

xmod g Je=1

Es sel

(4.15) = (¢, ) G, o, = (g, o) w;c (k=1,2,3).

Aus (4.14), (4.15), Hilfssatz 2 von [8] und Hilfssatz 5 der vorliegenden
Arbeit folgt

(4.16) A(g,?) =

o [Two [ [ oo ] (2
k=

In (4.16) sei

Z (_%\)(%Zﬂa).

@modg

¢=p' Pla (k=1,2,3), o

a
Ferner werde die grofte der Zahlen I,, 1,, I, mit [, die kleinste, also nach
(4.1) Null mit I, die dritte mit I’ bezeichnet, so daBl =1 >1 = 0. Dabei
seien @, o', o diejenigen ay, bei denen I = I, ', 1. SchlieBlich sei ] = I+ V.
Demnach ist

(417)  A(ph,2) = p~z(s/2+z)p{mm(z,i)+m1n(a,1')}/z I(p"I( pz—mm(z,z‘))
y I(p“mm an) ( —a )a ( —p —min(Al) o )A-min (A,l’)( — p—mm(z.i)z )l—min @l
? P P
A—min (4,7) —min (3,1')
« X el
zmod p*

und daher fir Rez > —%

(4.18) |4 (9%, 2)] < p'.
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icm®

TI. Aus (4.17) ergibt sich, nach Hilfssatz 7 von [8] uwnd Hilfssatz 7

der vorliegenden Arbeit:
1. fir A<V <, 2|2

A(p*,2) =0 falls
= —_p‘p"(“‘m" p~n(ﬁ+1/2) falls
= p(L—p~hyp e falls

9. tir A<V <1, 212
Alpt, ) =0 falls  AsExt1,

A1,
A== |1
A< % -} 1y

__.(%‘) (_1_’."_".’2?/4:?;) prp EHp T gl )=t

i
3. fir 1 < 1 <1, 2|4 2|V

A(pt,2) =0 falls
—_phe. @) ML) gl
= pHHNB (L —p)p i) fally

4. fir U < A <1, 214, 247

A(f'za g) =0
m/}_a

- (1"”“' ) (l’"f';
P »

5. fiir U < A <, 214, 2|V
Ap*,2) =0 fally A >x+1,
_— (:f__._k_.)p(ﬂ\l) L EIIE . M1
r
- (~p a"'f~)p(l-|~-l/)/2('1___‘p\—l)ﬂ— Ae41/2)
P
6. tix U < A <1, 212, 24V
A,z =0 fally As£Ex+1,

Z pwnm/“) (YL, gy ~(41) gy =l 172)
=[S} | S )p" P p e p
il

A > n
A=

A< nh

1,
'1?
1;

fally A =% x--1,

talls

fally

falls

_)p(ﬂ‘rl’)/z,p»»(wl).p‘*n(wllﬂ) fally A = »-1;

Aol 1,
A< on-l 1y
A== x4 1y
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7.8 UV LT < 4, 2]4, 2|V, 2|1
AP, 2) =0 falls A >#x-1,
B I G I | N QUSRI
= pUHI (1 p=1) e 1) falls A < x41;
8. fiir U <1 < 4, 2|2, 247, 241
A@pt,e)=0 falls 1> %1
@D
- (_J” . ““)pam/z pmCTID MR falg g — 1,
—p_(l/ o'a ,
= (“ ) )p(l (L —p~p~ MR falls A< wt1;
9, fir I <1 <2, 2|4, 2|1, 241
A(p*y2) =0 falls 1 £ x-11,
i
= l’l) (P “m[4a )p(z'-{.i)/z PN I folls ) = ot 1,
» r
10. fir U << 2]4, 2], 24V
A(p',2) =0 falls A o x+1,
—Vy ~
— (P )( ml“i)p(l'*lj/z-p‘("“)-p“"(”“/z) falls 1 = #41;
D P
11 fir U <1 < 4, 244, 297, 210
A(p*y2) =0 falls A >x+1,
_ (:Pp aa)P(z 2= @), =MD gy 7= g1
ol .
~vp————p ag)pa'*'l”z(].~—p"1)p"‘(‘+1/2’ falls A< x+1;
12. fiir U <1 < 4, 242, 211, 2|V
APt 2) =0 falls A >x+1,
_ m_( pp a tlz)p(z +hy2, TN MY gally f = e,
et
= (»Tgp—aﬁg)p(l"ﬂ)ﬂ(l—p"l)p"(””z) falls A <<x+1;
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<1< 2, 2ta, 247, 241
As#=xt1,

13. fiir ¥
A(p*,2) =0 falls

B )

14. fiir 1 <1 < 4, 242, 2|V, 21

A(ptye) =0 falls 1 #xt1,

-1 -
~ (;&_,4) (Mﬁ) U D ol A = w1

P p
Tt % =1 =0, d. h. (p,m) =1, so folgt aus 7 wnd 14
0 tir A2,

A —
(4.19) A(p*,2) = l (;;TA") (mﬁ“)p—u...-x) fir A= 1.

TII. Bs soll jetzt gezeigh werden, daf die Grofen A(g,#) allen Be-

dingungen von Hilfssatz 8 geniigen:
1. Nach Hilfssatz 4 von [8] ist A(g,2) in ¢ multiplikativ.
2. Da A(q,#) multiplikativ ist, folgb aus (4.19)

"° S {2 e,

4200 8= Y
a=1,(a,2)=1 q

a=1,(d,2m)=1

Ag,2) =

Diese Reihe konvergiert filx Rez >
Bs sei x,(¢) Charakter mod 2. Dann ish

(w21) 10 = 00 (5 (%5

nicht Hauptcharakter und man kann nach Filfssatz 12 schreiben:

0

(4.22) 2 (@) 1a(g

s |

) = L(e41, x4).

3. Wir Dbetrachten jetzt die Reihe

o0

A(g, #),

2=1,(2,2)=1

— (%_)(P_ 'm’/lhl)p(l' == fally A = 15

g, ¢ >0, gleichméfBig und absolut.
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wo ¢ nur diejenigen ungeraden Zahlen durchlauft deren Primteiler in m
aufgehen. Nach (4.18) ist hier

(4.23) [4(q,?2)| < a;
aullerdem ist
(4.24) A(g,2) =0,
wenn fiir eine gewisse Primzahl p

Mg, A >x+1.

Algo ist diese Reihe endlich und daher fiir Rez > —% absolut und gleich-
miBig konvergent. Thre Summe bezeichne man mit T

Daber, nach Hilfssatz 8, konvergiert die Reihe

A(g,2)
a=1,(¢,2)=1

tir Rez >¢, ¢ > 0, gleichmiBig und absolut gegen ST, d. h. die Funktion
@(m,2) ist in der Halbebene Rez >0 regulir.

IV. Ferner.ist die Funktion G(m,z) in die Halbebene Rez > —}
fortsetzbar. In der Tat gilt dies nach Hilfssatz 12 fiir die Funktion
L(z+1, yy), und die Reihe

A(g,2)
1=1,(¢,2)=1

stellt in der Halbebene Rez > —} eine regulire Funktion dar.
Deshalb ist fir Rez > —3

(4.25) G(m, 2) = 8T,
wobei nach Hilfgsatz 12

. (4.26) 8§ = L(z+1, Xx)n (1_x1(p2)p—2(z+1))
D
und.
(4.27) I= A(q,2).

a=1,(,2) =1

Nach Hilfssatz 10 ist fir Ree > —4%
|L(z+1, x1)| < Ek(Im(z+1)|+1).
Hier bezeichnet & den Modul von y,(g), so daB ist nach (4.21)

(4.28)

(4.29) k < K |mj.
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In jedem beschréinkten Giebiet ist ferner
(4.30) Im.(z+1)] < K.
Ferner ist fir Rez > —}%

[T 0= mtptp )| <[] @-Fp7 = K.

P

(4.81)
Aus (4.27), (4.23) und (4.24) folgh

VAR a < Km?.
a:-ll(q,ﬂ)ml
Aus (4.25)-(4.32) folgt, daB in jeden beschrinkten Gebiet der
Halbebene Rez > —%

(4.32)

|G(m, 2)| < Klm}®.

HinrssaTz 17. Die durch (4.2) definierte Funktion (v, 2) st i dic
Halbebene Rez > —}% fortsetebar.

Beweis. Fir Rez >} ist die Funktion ¥(r,2) nach Definition
regulir. B sei D ein beliebiges beschrinktes Gebiet in der Halbebene
Rez > —1.

Nach (4.3) wnd Hilfssatz 12 von [8] ist

(4.33) T(m,2) = Ulz; §, t[+a, m)

in D regulir und doxt

(4.34) \T'(m, 2)| < Ke™*™,

wobei X und X' von m und z unabhingig sind.
Nach den Hilfssitzen 15 und 16 ist das Produkt F(m, 2)G(m, )
auch in D reguwléir und dort

(4.35) |F(m, 2)G{m, z)| < Klm**, & >0.

Daher konvergiert in I die Reiho

"o
3 I(m, ) Fm,2)G(m, )
Morm ~~ )
e () (mod der)

absolut und gleichmiBig; sie stellt dort eine reguldre Funktion von #

dar. Nach (4.6) ist also
o
1+2—5[2~EzA—«l/zal—-lﬂ-'-ze(%) Z

a0
mm( (mod 4a)

T(m,2)F(m, 2)G(m, )
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(Iigie gesuchte analytische TFortsetzung von ¥(r,z) in die Halbebene
Rez > —1. :

Hinrssarz 18. Fir Imt > 0 erfiillt die Funktion

(4.36)  O(1) = O(1; 4y, 6y, ay)

_ —5/2 g~1/2,— 3 o
= 142741 e (3) 2 T(m, 0)F (m, 0)G(m, 0)
m;:a;ﬁm)

die Bedingungen 1 und 3 von Definition 1 einer ganzen Modulform in [8].

Beweis. Man wéhle in der Halbebene Rez > —} das Gebiet D so
daB es den Punkt z = 0 enthalte. Dann ist, nach Hilfssatz 17, die Funk-
tion ¥(r, 2) in # = 0 regulir, und man bekommt nach (4.36)

(4.37) O(r) =¥(z,0).

Aps (4.36), (4.33) und Hilfssatz 12 von [8] ergibt sich

o0

L vm
(438) O() =1+ MZ_: ml/zg(@—)zﬂ(m, 0)G(m, 0).
m=0(mod 4a)

Dje Behauptung folgt aus (4.38) und (4.35).
HivrssaTz 19. Fir jede Substitution der Gruppe I'(4a) ist

ar+f s N 3 .
@(WJF(S) = (yv+ o) legpeemrlanc-via |5 =302 ['[ §(a, psgn s, |8]) O(x).

k=1
Beweis. Ersetzt man in (4.2)
v durch ar+p
yr+ 6
und schreibt
(4.39) [oatrH=q@ { dgo—yHy = ¢,
\ Bg+ 0H = H,, —Bao+ al, = H,

go ergibt sich

4.40 arth )
(4.40) T(yt-}—é’z

3
. ©, S(—a,Hsgn R
24 2 g, H=—00 | t3’2( 51()'7-"|'-H0)3/2 qot+Hy
Yyt 8

2

(H,0=1 ‘

Acta Arithmetica VI 16
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In (4.40) kann man jetst g, und H, als neue Summationsbuehstaben
statt ¢ und H einfiihren. Dabei beachte man, dab die Glieder ¢ = 0,
H = -1 in der Summe suszuschlioBen sind und betrachte die Fille
y 2 0, y = 0 gesondert.

1. Es sei y 5 0. Dann sind in den ueuen Summationsbuchgtaben
die Glieder ¢, =y, Hy =10 uwnd g = —7; H, = —38 wegzulagten. Die
Glieder g = —y, H=a und ¢ =y, H= —a erhalten wir jetzt bel
¢ = 0, Hy = 41. Nach Hilfgsatz 2 und (3.2) ist fiix Reez > 4

z) =14 . (yv-+ 8yt 8121wy

Kol
A 1/2

(4.41) !I’(W il

3 | o\ Yl
. 1 i\ . ‘
X e(—3sgny/8) 17 8 (arasgny, [y))-+ -;j"/]*i‘/z'(g) (et 9" ys-+ o
k=1
]
20 kIY’.S(M-ak‘HSgngJ lfli)
% 2 PEema-/20(_35gny(8)e(3 5gngq,y[8) PRI AL

a9, Ho=—00
(Hog0) =1

K | gow-+-Hol

wo zur Abkirzung H = oH,— g, und g == 8gy— yH, gesetizt ist. Ferner

bedeuten die zwei Striche am Summenzeichen, dafl die Glieder gy == 0,

Hy= +1; ¢o =19, Hy=dund g = —y, Ho = - ¢ augzusehlieBen sind.
Aung (1.1), (1.2), (4.39) und Hilfssatz 6 folgt

3 3
—aHy+ Pl )
_ — S : 0, 2ay
(4.42) kl !S( a Hsgng, WD’T}U (——yHo+ 6, O 2%

= o(—38gngopg/8)e(3sgnyd/8)
3 . 3
o " [ Tsmpsens, 100 [ [t~ anHusgngs, 10

i%‘ |‘5| el Toeal

Schreibt man wieder g, H statt g, H,, 50 bekommt man aus (4.41)
und (4.42)

(4.43)
av+ B (vt 8P lyut0* N :
T(}wa’”’) =1+ Al/i‘@jﬂ;ﬁ*ﬁ(“*ﬂgnwm] ]S(wnasgnw v))

Tews)

)

3 8
— 47 @ ya) e 3sgnyd 8) | [ S(—audseny, o) | [ Stapsgn o, 18)+

[ k=1
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(yr+ 8 lyz+ 8

3
+ gy B —senysgnyo)s) [ [ Stapseno, o)
- k=1
3
o [] 8(—eHsgng, |gl)
\" .3(eng-1)/2 k=1 —¢
X Z foleena=1z llqla’z(qf'f-ﬂ)m lgT+H|™,
qu;):io

wo der Strich bedeutet, da nur die Glieder ¢ = 0 auszuschlieSen sind.
Es ist (vgl. [9], S.123, Formel (6.47))

S(a,asgny, [y)8(—azfsgna, |a]) = e(sgnay/8)(2ay |ay|)*?,
d.h. ‘

3 3 .
(4.44) [[S(axasgny, ) [ [S(—afsgna, lal) = e(3sgnay [8)(2|ayl)* 4™
k=1

Tee=1

Ersetzt man hier «, 8, y, 6 durch 8, —f, —y, a, 80 ergibt sich
3

3 .
(448)  [[8(—aoseny, [y)) [ [ S(arpsgns, |8)

k=1 =1
= ¢(—38gndy[8)(2|8y])** A2
Aus (4.44) folgt

3

(4.46) A7(21y|)"*¢(—3sgny[8) [ [ S(arasgny, y)) [ [ S(—ampsgna, jal)
k=1

k=1

= e(3sgny(sgna—1)/8)|al*>
Ferner igt nach Hilfssatz 6

(447)  o[3(—sgny+sgnyd)/8)is ™" [ [ S(apsgns, |))

k=1
3
an(‘——akﬂsgna, la|) = e(3sgny(sgna—1)/8)jal*”.
k=1
Aus (4.43), (4.45)-(4.47) und (4.2) folgt fir Rez >}

ar+p )
yr—|—6’z

(4.48) EZ’(

3
= (yu-t 8)°" yr4 o esnrens =002 5|02 [T §(ay B804, 18) P (v, 2).
k=1

2. Bs sei p =0. Wegen « =06 =1 (modda) ist o = 6 = 1. Man
hat daher in den neuen Summationgbuchstaben die Glieder ¢, = 0,
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H, = +1 wegzulassen, was dureh 3 angedeutet sei. Es ergibt sich
fir Rez >}

Y(t+ B, 2) .
i ad [1 8(— oxHosgnqo,|6l)
1 e\ " aengo-1)/2 k=1

—_ = k=l e T+H

57 (a) P g pr T

(Ho,20)=1

d.h.
(4.49) Y(r+ B, 2) = P(r,2).

Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung gelten die Idendi-
téten (4.48) und (4.49) auch in D, d.h. ingbesondere fiir z == 0. Die Be-
hauptung des Hilfssatzes folgt jetzt aus (4.37).

Hinpssitz 20. Bs sei ad— Py = L. Dann gill in der Umgebung von

é
rm s #0 (0 =1)
die Bntwicklung
h  ar+p - n a1-|—/3)
3/ = o|— T A oo 2 TF
(rs+0)76(m) 6(16a w~l~6)n§ "‘6(44» y7198)

wobet h = 1 oder 3.
Beweis. Es gei

-4

eine beliebige Matrix der Gruppe I". Nach Hecke und Petersson schreibt
man

(4.50) (ot a)-*’/”@(ﬂjﬁ) =0|L.
Y- 0

Aug dieser Definition ergibt sich bekanntlich fir beliebige Matri-
zen L, und L, von I', mit einer geeigneten Minheitswurzel e,

(4.51) -0|Dy Ly = (0| Ly) | Ly.

Aug Hilfssatz 2 ergibt sich ferner ohne Schwierigkeit, dall & = 1 in den
folgenden vier Fallen ist:

y1vs 0 und  (prag-t Oye)ys >0,
y1 50, yo=0 und 4, >0,
\y1=yg=0 wnd 4§ >0,
yi=1v,=0 und 4 >0.

(4.52)
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Fir eine beliebige Matrix V der Gruppe I’(4a) ist nach Hilfssatz 19

(4.53)

eV =10, C=e(%) (h =1 oder 3).

In der Tat ergibt sich ans Hilfgsatz 5

Gruppe [(4a);

3 .
ooy om0 51700 [ [ 8 (e pognd, 18))f = 1.

{z

Bs  sei U=(

k=1

1 4a

1 1). Dann ist U = (0 l) eine ‘Matrix der

01
also gehort auch

LU = (l——éLaay 4aa? )

—4ay? 4daay-+1

dieser Gruppe an, und es ist nach (4.53)

(4.54)
Setzt man
(4.55)

O|LU“L™" = £6.

O|L = o(7),

80 igt nach (4.51) und (4.52)

O|LU* = p(z)| U* = ¢(z+4a).

Andererseits hat man nach (4.51), (4.52) und (4.54)

Folglich ist

Fiir
(4.56)

ist

O|LU* = (0| LU L) |L = {g(7).
p(r+4a) = Lo(7).

L5
m() = e(—-ﬁ)w(v)

pi(t+4a) = @(7).

Die regulive Funktion g¢,(v) hat mithin die Periode 4a. Daher ist
gie in eine absolut konvergente Fourierreihe

(4.87)

win = 3 dve( )

N — 00
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entwickelbar. Hierbei sind die Koeffizienten A4, durch das Integral
T9+-20
‘ A, =— of = ) aw
(4.58) n =7 @4(7) P
7020

gegeben, wo 7, eine belichiger Punkt der oberen Halbebene ist.
Aus (4.50), (4.5b)-(4.87) folgt

s (4T TEY _ sz) v (.i??_)
(4.69) (yr+8)” 0( % 5 ¢ Toa m,‘,,mA%ﬂ yP
und
1 ot 5 at-- f /1,-1 4%
. - L §)- 8L AR N
(4.60) A, i e (ve-+6) @(W o\ 6)6( T t)dr

Ferner zeigt man wie beim Beweis des Hilfssatzes 25 von [8] (8. 165-
-166), daf

[ An] < oxp T8 (het-dm) o+ Ky P a4 ) (= Ty >0).

Hieraus folgt |4,] — 0 fir 5 —> oo und # < 0 (da auch h-}dn < 0).
Man hat somit

(S () N ()
v (yr—]—ﬁ °\T6a %A”'“ 4]

Ersetzt man hier

a, y v, 8, 1, durch &, —f, —y, a, %{;’
so ergibt sich die Behauptung.
Es gei
(4.61) M = dan.
Aug (2.2) folgt dann
(4.62) we : ——yk

Ic-l,'llkuo(moﬂﬂa,k)
R(M; f) bezeichne die Losungszahl der (leichung (4.62). Offenbar ist

(4.63) r(n;f) =R(M;f).
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Aus (1.5) und (4.62) folgt
3 )
(4.64) [] #0(z:0,20) =1+ Y R(M;HQY,
=t ﬂfls(ﬁl):old 4a)

. T
wobel @ = e(;;).

Terner sei

(4.65)  y(z) = p(7; @y, Gy @)

ﬁ 0 (75 0, 2a) —

wobei g, gerade, Nija und Z[ag ;\LTI; ..

HILFssarz 21. Die Funktion y'(r) ist bei konstantem A eine gamze
Modulform der Stufe 4a und der Dimension —6.

Beweis. Nach (1.5), (4.64) und Hilfssatz 18 erfiillt die Funktion
»(7), und folglich auch v*(z), die Bedingungen 1 und 3 einer ganzen Modul-
form (vgl. Definition 1 in [8]).

Jede Substitution der Gruppe I['(4a) gehort auch den Gruppen
I'(4az) tnd I'(4N;) an. Aus |6| = 41 (mod4a) folgt

(i) = () =

6] 8]

Daher gilt, nach Hilfssatz 15 von [8)], Hilfsséitze 19 und 5 der vorliegen-
den Arbeit, fiir jede Substitution der Gruppe I'(4a)

3
O(c; ay, ay, ag)—A [ [ 8o, (750, 2N5),

Jo=1

E‘Eiﬂ __ g8sgny (sgnd—1)/ 3/2(!353116) 3

’”(ww)“”m = -t 8 | S 8D v ).
Folglich

(4.69) (%) = (et )y (a).

Die Bedingung 2 von Definition 1 ist also erfillt.
Die Identitit (4.66) schreibe man in der Gestalt

¥V =y,
wo V eine beliebige Matrix der Gruppe I'(4a) ist. Die Funktion y*(z)
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ist regultir, folglich ergibt wie beim wvon Hilfssatz 20 fiir eine beliebige
Matrix L der Gruppe I’

o (FEE) N g [
(yr+6) "y (’}/‘H'a) ~1L£:’W nt )
Ergetzt man hier
ar -
a fy v, 6, v dureh 4, —f, —v, q y‘_‘r“:lj;[;v
so folgh
o0 oo
iy = S e[l A L N g
(4.67)  (yr+0)y («c)_%%w ane(m T wn%wa,,,z ,
wobei
1 ot /3)
4.68 N B
(4.68) ? 0(160» yr-- 6

Andererseits hat man nach Hilfssatz 16 von [8] und Hilfssatz 20
der vorliegenden Arbeit

3 o0
(4.69) (yo+ 8" [ | du(z; 0, 20 = D Dy,
Je=1 Nzl
3 o
(4.70) (y+ ) [ | Do (7 0,280 = YDy,
fe w1 Newl
(4.71) (yr+ 01O (7) = '@ 2".

Nee=0
Aus (4.65), (4.69)-(4.71) folgt

o0

(yr+ 8)oqt (1) == Zan".

el

Aug (4.67), (4.72) und (4.68) ergibt sich

VN S P R
(et 8)y4(s) = Z(M(M wﬁ)'

(4.72)

el

Die Bedingung 4 von Definition 1 ist also auch erfiillt.

In den folgenden Paragraphen bezeichnen a,f,y nichtnegative
ganze Zahlen; n natiirliche Zahlen; m positive ungerade Zahlen; w qua-
dratfreie Zahlen.
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§5. Nach (4.38) gilt

(8.1) O (75 Ay, @y ) = 1+ 'Q(Mi“u‘"z’%)QMr
M Oﬂfn-;;d a)
wo
™
(5.2) (M5 try G, @s) =~ T MR (M, 0)&(H, 0).

In diesem Paragraphen wird eine Formel fir die Funktion
o(M; ay, ay, a,) hergeleiten, die fiir numerische Rechnungen geeignet ist.
Sei

(6.3) X, = F(M, 0)
und_fir p > 2

(B.4) X)(2) =1+ DA}, 2), X = X,(0).

A=1
HILFSSATZ 22.
(M, 0) = [[X,.
»>2
Beweis. Da die Funktion A(g,#) in ¢ multiplikativ ist und die
Reihe

A(g,?)

a=1,(g,2)=1
tir Rez >, ¢ >0, absolut konvergiert, so ist nach (4.13) und (5.4)

G(M,2) = Hx,,(z) (Rez =, & > 0).

P>2
Ferner ist erstens
(5.5) Xp(2) = Xp(?) Xp(2);
g ? 0>2,p|M ? plzll ?
zweitens nach (4.27)
(5.6) [] %@ =1;
0>2,0|M

drittens fiir Rez > &, & > 0, nach (4.20) und (4.22),

(5.7) [ %@ =Le+1,) =5

pi2M
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Aus (5.4), (4.19) und (4.21) folgh

(5.8) []% =[]0+ n@e™)

vi2M

Da nach Hilfssatz 11 die Reihe ' xi(p)p~" konvergiert und die
Reihe Y(x.(p)p~*)' offenbar absolut konvergiert, so konvergiert nach
Hilfssatz 9 das Produkt [T{1+ x4 (p)p ™). Also ist nach den Hilfssiitzen L1
und 12

(5.9) [[0+u@r™) =L, z).

»

Aug (5.8) und (5.9) folgt, das (8.7) auch fir
sich die Behauptung aus (4.25) und (8.5)-(b.7).
Hitrssarz 23. Bs sei n = 2°m, ap = 2"%b, (k=1,2,3), y =y

8

>y =0,y —_~]Zl Viy (b1, bay by) = 1. Dann ist

2 == 0 gilt, Somit ergibt

L. fiir 2|yy 2|7
Xy = (14 (—1)m=bs)l4) ge/zi
falls 0 << a < yy-—38, 2|a, m =2 by (nod4);
=0 falls 0 < a<<yy—3, 2la, mzk by (modd) oder falls
0 < a<yy—38, 2ta oder falls a = y,—1;
= (1+(_1)(m-b5)/2)2al2
= (1 +( _1)(m—bs)/2) oalt

falls a = y,—2;
falls yy <o <py—2, 2|a, by = by (modd);
= onal® falls a = vy < y;—2, by 5% by (Mmodd);
= (L ( _1)(¢'s+bs)/4) (a—pa) 2731 (1 — (—1)Ca oo 2) grat

falls vy < a < p;—2, 2|a, by =k by (m0d4);
= (1 4+ __1)(bz~l-b3-2m)l4) oral?

falls vy < o < y,—1, 2a, by == by (modd);
= grilt falls yy < o =y, —1, by = by (mod 4);
= (L4 (1)) (q—y,— 1) 2821

folls y, < a <y—1, 240, by =& by (m0d4);
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X, = (L4 (—1)0 0K (y—yy— 9 2207 27803
+(( _1)(m~):bk)/4_ﬂ1) 2-(a—v)/2—1 :

> ya+2, 2]a, by 5= by (mod4), m = Zbk (mod4);

Ie=1

falls o =
= (1+(_1)(bz+bs)/4) 3 ,__,},2_2)272/2—1+(1_,2—(“—1'1)/2—1).2?3/2.3

> ya+2, 2]a, by~ by (mod4), mz~= Zbk(mou)

falls o =y
o=t

= (1+(— —1)02tPal4)(y, — py—2)2rafi? (L—g-lEnthinygnlz. g

falls a =91 = va+2, 27e, ba= by (mod 4);
— (2(0——71)l2+2 _I_(_l)(m_);b,,m __1)271——41/2-—-1
3
falls a > y; = yay 210, by7= by (mod4), m = ) b (mod4);
i=1

o= (2(‘1—71) 2+2,__3) ori—af2—1

>p1.= ys, 2], by 7 by (m0d ), m =~ Zbk (mod 4);
k=1

falls a 2 y1=7a, 2t a, by by (n0d4);
= {(1+( _1)(b1+bs)lﬁ}2(ﬂ—r1)/2+1 +( __1)("‘-“-‘"1&’4_( _1)(b1+ba]/2}2-(ﬂ-v)lz—l

falls a

= (2(ﬂ—vx+5)/2_ 3)2V1—(a+1)12

3
falls o =9, =7y 2la, by = by (modd), m = Db (mod 4);
k=1

= {{1+ (.._1)("1+bs)l2) gle—riz+l__ (_1)C1+Bs) 2. 3 9—(a-¥)/2-1

3
falls @ >y, > 7a, 2la, by = by (modd), m= Zbk (mod 4);

‘(1+( —1)lr bs)lz)z(a-vﬁl)la__(_‘1)(b1+ba 2. 3}2 (a—y+1)[2
falls a =y, Zya, 2Ya, Do =1y (mod 4);
2. fiir 2|ya, 2171
X, =22 falls a =y, =y,—1 oder falls & = ys < 9,—1,°
by == by (mod4), oder falls y, < a= y,—1, by = by (mod 4);
by (mod 4);

= (L+(—1)m W2 falls yy <a<y—1, 2la, by=
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)(l)2 + 1)5)14)( - )272/2...1 4 (1 - ( —1 )(l)g +-bg) 14 , 2) 272/'.‘.
falls y, < a <ly,—1, 2]a, by =% by (nodd);
= (14 _1)(02-1"’734%)/4) gral?
falls yy < a <y;—1, 2%ay by ==
= (1 +( _1)(bn+bs)/4) (a—yy— 1)2712124
falls vy < o <y—1, 2fa, by == by (mod4);
)(bzlbs)lf-)(y — vy +1)zvz/2 1 —(— 1)("2!%)/4.2 (@ i, g
falls a 2z vy, 2|a, byt by (mod4);
= (L (= 1)0aH09) (g — g 1) 272 -
ui_(( —1)mbl (1) ("z-lvba)M)z “(a-p) 2

= (1+(—

by (mod4);

= (1+(—

falls « = 9y, 2%, by =% by (m0d4), m = by (nod4);
= (1+(-1 (bz+ba)/4)(7,1,_,y2_|_1)271/#*1_(__1)("2‘1-"11)/4.2'~'~(a»v)/2-~1.3
falls « = y1, 21a, by == by (mod4), m s& by (m.odz.t);
o ?
= {(1+(_1)(2b1+bn-\-bx)l4j2(a*71-|~1)12 (—1)@0rtbytbglid 5} o @y
falls a = yy, 2|a, by == by (Mod 4);
= {(1+( _1)(2b14'bn+bs)/‘~)2(a-v1)lﬂ~l-1 (1) B0rtbat Uy)l4 3jg-t -
falls o = 9,, 2¥a, by = b, (mod4), m == b, (mod4);
= {(1_|_ ( ._1)(2b1~l-ba+ba)l4)2(ﬂ~v1)/2+1 +

+ (( — )Gt Rg=mA_ (_ )b1+0g +”a)/4)} o~la=)2-1
falls o =y, 2a, by = by (mod4), m =% by (mod4);
L ya—1, 80 hat X, dieselben Werte wie in 1;
8. fiir 24y, 2|y,

wenn 0 < a

Xy = (L (=)0 n 2t falls 0 < a < yp—3, 2a, m = by (mod4);
=0 falls 0 < a < y3—38, 2|a, m =k by (mod4)
oder falls 0 < a = y,—38, 240 oder falls o == y,—2;

- (1+¢ _._1)(m~bz)/4) oba-1)/
' falls v, € a < y,—2, 2a, m = b, (mod4)

oder falls a = y,— 1, by 5= by (mod4), m = b, (mod4);

icm
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1+ (._1)(bz+2bs—m)/4)2(vs~1)/2
falls y, <
oder falls a = y,—1, by
= (1+ ( _.1)('”"1’3)/4)2(12*1)/2
falls y,—1 <
(1+ )(21’2+"s—”")/4)2(72"1)/2

a < y1—2, 2fa, m == b, (mod4)
= by (mod4), m = b, (mod 4);

Lo < y1—2, 2|a, m = bz (mod4);

falls yo—1 < a < y;—2, 2|a, m 5= by (Mod 4);

= 22702 follg y,—1 < a=p,—2 oder falls o= y,—1,
b, = by (mod4), m = b, (mod4) oder falls a = y,—1,
b, 5= by (mod4), m 5= b,(mod 4) oder falls a = y;;
(1o (=)0 Do (] __g-lerlz. gy} a0 ‘

falls a >yq, 2|a, by = bg (mod4);
= {14 (—1)Cr+P/4(1_g-E-wi2.3y) 9lr2—1)f2
falls a >y, 2|a, by by (m0d4);

= {1 -+ (__1)(bl+bﬂ)/4+ (( __1)(’“»"2)/4_ (_1)(bl+b3)l4)2~(a—71+1)/2} olra—1)/2

falls o >y, 2fa, b, 5= b (mod4), m = b, (mod 4);
= {14 (—1)Cr+Pa (1—2= 71tz 3y} olrp— 1)/
falls o >y, 2fa, b, 5= bs (mod4), m = b, (mod4);

YO+ 202 +ba)/ +(( —1)la+s—mih__( #1)@1+2bz+bs)/4)2—(a—r1+l)/2}

= (1+(~1
x 902D folls a >y, 2%a, by, =

(by +2bg+b3)/d (1 __ g ~(a—r1+1)2, (va—1)/2
) (1—2 3)}2

bg (mod 4), m == b, (mod 4);

= {1+(—1
falls a > vy, 2Ya, by = by (mod4),

4. fiir 2%y, 24y,

(1 -+ _1)(7"»03)/4) olrp—1)f2

m = by (mod4).

falls o = y,—1, by 55 b, (mod4), m = b,y (mod4);
= (1+ (__1)(2bz+bs—m)/4) ofra—1)/2
falls @ = y;—1, by== b, (mod4), m == by (M0d4);
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X, =202V falls o = y,—1, by = by (mod4), m = by (m0d4) oder
falls a = y;—1, by 5= b, (mod 4), m =k by (mod4) oder falls o = y,;
= {1+ (—1)Prtba+2ba)id(q g-(@=11t1/2. 3y} o2 =12
falls a >y, 2|, by = b, (Mod4), m = by (mod4);
x 2P U2 falls a >y, 2@, by = by (mod4), m s by (modd);
= [1+ (—1)0rro (¢ —1)m=bald (‘_1)(b1+bz)l4) 2*({!-)'1-%1)/2} 9 a2
falls o >yy, 2|a, by 5= by (nod4), m == by (mod4);
. {1_{_(__1)(b1+02)l4(]_,,2~-(ﬂ -v1*l—1)l2.3)]2(1".%-*1)/2
falls « > y1, 2|a, by == by (Mod4), m 5% by (mod4);
= {1+ (—1)Prtbataboli(q g~E-7D3. 3)) olra-Di2 ‘
falls a >y, 2¥a, by == by (mod4);
= {1+ (—1)0rtbal (g 9-(=7i2. 3)) o=V
' falls o >y, 24a, by 5 by (mod4);

wenn 0 < a < po—2 oder ya—1 << a < y;—2, so hat X, dieselben Werle
wie tn 3.

Beweis. In (4.12) setze man # = 0 und m = M = 4an. Dann ergibt
gich, nach Hilfssatz 7 von [8]:

1. fiir 2|yg, 2|y,

R, =0 falls A > a2,
= (—1)"-Pt. 90 fally 1= a2,
= —p-I falls A = a+1,
= 91 falls A< a-1;

Ry = (—1)- 0. 0a41  fally A = a-}3, m = by (mod4),
=0 in tibrigen Féllen;

Ry = (—1)™- 0. onl  fally A = a2, by == by (mod 4),
= sl talls = a+1, byskb, (Mod4),
= gni? falls A< a1, by 55 by (n0d 4),

=0 in iibrigen Fillen;

{1_*_ (__1)(b1+bz+2bs)l4+((_1)(252-@5—""")/4_( __1)(1'1+bz+2”a)/4) 2(!1—-71-1-1)/2} X

e ©
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R, = (_1)(bz+ba—2m)/4.272/2
= —(—1)C2+ba). gral2
= (—1)C2tP0. gnait
=0 in iibrigen Féllen;

Ry =0
= (—1)mbaf2. g=(@-v)ia-1
= ( _1)(7'l—b1)l2 .g—la=v)/2—=1
— __(__1)(bx+ba)/2.2—(a~r+1)/2
— —g—(a—y+i
— (__1)("1+b3)/2.2~ﬂlﬂ+vl2

= QA+t

Ry = (_l)(m—zbk)/4,2—(a—v)l2—1

=0 in iibrigen Féallen.

2. fiir 2|yq, 217,

fallg
falls
falls

A= a+2, by = by (mod4),
A = a+1, by == by (mod 4),
A< a41, by == b; (mod 4),

falls
fallg
fallg
fally

fally
falls
fallg

fallg

A>at2,

}; = a+2, by = by (mod 4),
A= a+2, by~ by (mod 4),
2 =a+1, by = by (mod 4),
A= a+1, by== by (mod 4),
A <a+t1l, by = by (mod4),
A<a+t1l, bys= by (mod 4);

3
A= a+3,m= )Yby(mod4),
s

R, R,, R; und R, dieselben Werte haben wie in 1;

R, = (__1)(’"—"1)14.2—("—1')/2—1

= (—1)Cr+2s—m)l, g—(a=7)j2—1
=0 in ibrigen Fillen;
Ry=0

- (__1)(1’24-'73 —am)j4, o—(a—y)/2-1

fallg

falls

falls
fallg

= _1)(2b1+bz+ba—2m)/4 .9 (=9)12-1 £a114

= —(—1)Ertbatbeih. g—(e=v+I2  fa]14

—(—1)P2tb0)A. g~ ey D)2
= (—1)Ertoatdelis. g=Aizivie

=( _1)(bz+ba)/4 L Q—A2+y[2

fallg
fallg
falls

A =a+3, b, == b, (mod 4),
m = b; (mod4),
A =a+3, b, = by (mod 4),
m == b, (mod 4),

A>alt2,

A =a+2, b, =b, (modd),
A = a+2, by sk by (mod4),
A =a+1, by = by (mod4),
A = a-+1, byz= by (mod4),
A< at1, by = b, (mod4),
A< a+1, bys=by (mod4).
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3. fir 24y, 2{y Ry = {—1)0attat2a)s g-Ai2tyi2 falls 4 < a+1, by = b, (mod 4),
R, und R, dieselben Werte haben wie in 1; - (_1)(b1+b2)/4.2—4/z+y/z falls 1 < at-1, b, == b, (mod 4);
Ry = (—1)"-t9. g1 falls A = a+3, m = b, (mod4), Ry = (—1)m=ba)/t. g (a=n)j2=1 falls 4 = a+3, by == b, (mod 4),
= (—1)("2“"’3"’")/4-2@2;“/Z falls A = a-+ 3, m 5% b, (mod4), , m = b, (mod 4),
=0 in iibrigen Fillen; = (—1)@htba-mh, g (e=p)[2-1 falls 1 = a+3, b; = b, (mod 4),
R, = (—1)™-ta)ls. gta-0/2 falls A = a--3, m == b, (mod4), m = by (mod 4),

=0 in. tbrigen Féllen.
= (—1)Etts=mis oD fally A = a3, m sk by (mod4), &

Aus (5.3), (4.12) und den Werten von Rj folgt die Behauptung.

=0 in tibrigen Féllen; HILFsSATZ 24. Bs sei p >2, pPiln, 9|4, (a1, ay, as) = 1. Ferner
Ry = (—1)m-0l. o=l D=1 follg } = w3, by sk by, m = by (modd), seien @, ', & und 1,1 wie beim Hilfssatz 18,1 definiert. Dann ist
= (—1)Cet2s=ms, g—@=N2-1 follg ] == 43, by = by, M # by(mod4), X, = (1+ (&;E‘)) P gy U=+, 208
=0 in ibrigen Fillen;
=0 fir U= p+1, 246;
‘RG =0 fa:]lﬂ A > a+2, p__l:al _—p_l/ ’ ﬂ l -
— —_— :___.bkr -1 e -1 ’
= (1)t o - ()21 falls A = a-2, b, = b, (mod4), = ‘1 < » ) + <l+( P )) 5 (—p° )l p
= (—1)Crtthatby-2mis o (@020 fally 3o gD, by sk by (mod4), fiir r<p<li, 218, 2|V;
’ -8
= (=)0 Bt bl g @D pallg } w1, By = by (mod4), = (1+ (?;p@)) PR fiir vV <B<I, 2|p, 24T;
= (=P gV gallg § = a1, by = by (mod4), PO\ o <p<l !
— _ —1)/2 Jige ’ < l 2 2 L
= (—1)CrFatbai. g Aty falls 4 < a1, by = by (modd), (3 + (*-'"——*p ))P fir V< B <, 248, 2415
- 4 - n . =7 _l/ ,
= (—1)0rtoa . g2tz falls 2 < a+1, b, 5% b, (mod4). _ (1+( Pp a @))/3 0—1-1 (1—pY)p™"

4. fiir 24y,, 2y,

Ry, Ry, Ry und R, dieselben Werte haben wie in 3;

fiir V< B <l 218, 2|5
— - .
e s

Ry =0 falls A > a--2,
S AL _ -

= (1) Prtba-m, g~ (-9 /21 falls A = a--9, by = by (mod4), + ((p M) —1) p® PR i =1, 206, 201, 2(V;
P ‘

= (—1)toatia=tmid g - (@-NE-1 - gallg 4 = g9, by 5k by (Mod4), _

b1l 42D =1+ ' 2 ua -2 —p-iaa (14 -—l)p(l—ﬁ—-l)/z
= (1Ol g - gy ) g1, by = by (modd), - p P P e
== ——(_1)(D1+bz)/4.2*(0»—74*1)/2 falls A = a+1, by 5% by (mod 4), fir B> Z, 218, 2”; 2’”/;

Acta Arithmetica VI 17
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—pVa /»~(—] g
s [EEl e

V1
_<:,Z’_p{{‘i‘) A4+p Hp® -t iy B =1, 208, 211, 2T

b ! » sl
—p7aa\\ ey ((z’ '":@)_(::zzﬂ_)) T
= |1 P,
(+( P ))p * P V4 r

fir p =l 218, 241, 241

b loi d
i )) " ("’“1’, ”‘“) AT
=1 [ Y o (Lrph
( r( ¥4 r P b

Jitr B o=l 24B, 241, 24V

= h ’ o
_ —p aa b= 1 . (p 1 Dy
S e [ S L

U
—(M)) pton fir  § =1, 26, 2, 210

»

- 13
= (1+ (T"Z’_ f‘ﬂ))p(l'—l)/2_|, ((1’ p " ) - (",‘p "’“))pu Mzt
P p V4

fir B =1, 248, 24V, 2|1

= {(1+p—-1)(1__p-(ﬂ—T-M)/z)+(1~‘ ( p;’ )) l—‘; 1%

fir 8 =1, 218, 2|V, 2|1

Beweis. Aus (5.4) und Hilfssatz 16,11 folgt:
1. fiar UV = B4+1, 2|8

8
U ina )
Xp =14 D P 7Hp—1) (’J )p"“,
znz,zu P
2. fir V = p+1, 248
A=l
=1+ P — i,

Darstellung der Zahlen durch terndre quadratische Formen

3. fir U < <, 218, 2|V

L =
- , _ —pVa'a
X, =1+ D p -1+ D o —p7 —(—-———; P
212 24
& —pVa'a
B AT
244
4. fir V< B <, 218, 24T
l,‘w—l p Pna
— Y 2\ -2
Xp 1+Z£_J,wp (p 1)+(-—~—p )p )

5. fir V< B <1, 218, 21V
U1

X, =1+ ) p"z"l(p——l)nt(

—(p+1
M)pw—n/z,
223,202

P

6. fir ¥ < g <1, 248, 2|V
A1
X, —1+ZW Ho—1)+ ) pPa—p™
2]}. lszll';z

i

—P ﬂ ) -1y _ -1
+ D [ e,

ASTVF1
214

7. fir =1, 218, 211, 2|V

=B+hy A

v 7 R
X, =1+ ypm_l(p~1)+ 2 PR (1—p™) E AR p
212 22 M
= Vo ~(+
~ [ —pVaa )\ _ — nd\
+ (wf’———" )p’”(l—p 1H—( 2"y
A5T31 P P
242
(5.10) = pwz(l—p‘z)(l—l—p"l_*_“‘+p~(ﬂ—7)l2+1)
7 ’ PR v _
it (1+,( s ))(1—p*‘)+p"'ﬂ’”(1+(—L—p 22)p
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8. fiir #3210, 2|8, 2], 24V .
+ 2 H(1—p7)+ Z( )p“"”z(l—p"‘)
X, _1+me Hp—1)+ Z ( "“‘) ) AR Y SR et
A=2 Aml+1 —(B+D . =
2|4 242 i. + (p @ H)'na’)p(l-ﬂ)/hl’
(“ P ﬁa) (- p-3)2 P
— =P ’
P 18. fiiw g =1, 28, 241, 2|1
9. fir =1, 218, 2|V, 241
. . )(p—l—{—pr Yp—1)+ 2( ) -nry 27 )
—p “a'a
X,=1 _\_sz/z “1(p—1)- Z P~ )+ ? PR~ p 1)(,,4,;7-;,,”,_.‘_«) = 5t
Am=2 Awall 2 Awl’-{l p
2 201 o p~E g
. . + (_.____._)p(lﬂ?)/?*l’
- Vo PR )
+ Z pu»—z)/z(l_p«--l)( o ) __( 2’7) ’f?,)p(l -2 ) ) ?
oy p ‘ 14. tiir g =10, 246, 2|V, 2|1
{
- = . 4 i
10. fir 8 =1, 218, 241, 241 yat ” o
Xp =1+ Zp (p—1)+ Z P r(1—=p7)
“ pma ) o BT e
X, = ]_‘_Z -1y 1y (2L pe mi
P -1 p-1
A=2 L _p g
V[ —p he (e 1 A=t+1 i=it2
S S N
A-zl-:l P ’
2 ‘ (8.11) =p"*(1—p A+ ... +p I
P o2 7 7 9 t ) = ]
11. fir g =1, 218, 241, 24! y oy ot
- P A=) {1 ()
-l —_ uw
Xp =1+ Zp““ 1)+ 2( 2 )p" B
pree) A b1 Summiert man die in 1.-14. auftretenden Reihen, so ergeben sich
.o A die Behauptungen des Hilfssatzes.
(-—«p"aa)pa oo, HILPSSATZ 25. FHs sei M = dam, 2°||n, 2%|a, (k =1,2,3),
p 3
12. tiir § =1, 24, 211, 2|V y = kak, dn =2"w =r'o, pn, P4 (p>2),
H-1g : —p e v, ~1 " 2
——HZ? (p—1)4 2 e P (1= p T w= [[v=ro, o= [[ 2" =rio,
Aml’4) p Dl Didn
D124 pi4,p>2

A=
2 244
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Dann st
16 iz 1m, 172 T - T P
o(M;ay, ay, ag) = }1’2 N w0t X, ] Xy ]I (I—p™) " %
T 4, P> P4, P2
] _ , 5 —
X ”(1— (»-—”—)-)p”‘).L(l, ~o) ), d”(.l.— ("’)pl)
Diry p . pid p

wobei die Werte von L(1, —w), Xy und X, in don Hilfssiteon 13, 23 und 24
angegeben werden.
Beweis. Ist p > 2, p*lln, ptd, d. h 1 =0, so folgt auy (5.10) und

(5.11)
P dn
G12) X =) D @& +p*"’*( + ~«~—»-~-~—-)p~1)
aphl2—1 4
—nl T »m "p—ﬂ/““ —1 ot L
(1—p 1 Z d 1-— 7 P fir 218,
A1 :

2185

also ist in beiden Willen

(5.13) X, = (1—p ")w(p);

- e -

au Dlu

(5.14)

In der Tat ist p|d~n fir 218, und fir 2|4

—p=P4
( @ An) {(%) falls o = 7,

? 0 falls @ < p”

Fix ptdn, d.h. fir g = 0, folgt auy (8.12)

(5.15)

X, =1+ (_'m°)p“1.
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Aug (8.3), Hilfgsatz 22, (5.13) und (5.15) ergibt sich

(3.16) F(M, 0)G(M,0) = ‘
—dn -1
X, X @—p* e (1~( )p”‘) w(u),

da nach Hilfssatz 3 die Funktion w (%) multiplikativ ist.
In (5.14) setze man d = r;/d,. Dann ergibt sich wegen u = 0,

a5

dilry plriel

16520 [T =52

pin

w(w) =77

(5.17) = ! Z dy
dyjry Pldy
2

a
=0; aus p|d;

Aus p |0, folgt namlich pi7,, und fiir p| o, ist (“
folgt aber p|7;.

Ferner ist

(5.18) DQ (1—~(l;—¥")p~’) =ﬂ(1_ e

Aus (5.16)-(5.18) folgt

8
(819) F(M,0)@(M,0) = — X, H X, H (1—p~?)"
T plapse  plagse
—w) _\? B
[0 0 520) ST (o)
p>2 Dire dyr,  pldp
Aus (8.2), (5.19) und Hilfssatz 11 ergibt sich die Behauptung.

Weiterhin mogen folgende Abkiirzungen gelten:

n=Sa[] (=) 20

n=Sal] (-] 2 ()
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N (e [ s L v R e
n= S [0-Cl)), 3 s

§6. In diesem Paragraphen wird die Darstellung der Zahlen durch
die Form

@1+ 23+ 1003
untersucht.
SAtz 1. 1. Bs ist

(6.1)  Bu(7; 0, 2)dg(r; 0,20) = O(v; 1,1,10)
4
+ 35 Pu(73 0, 4)95 (75 0, 10)dg (7; 0, 10).,
2. Sei n=2"0", (u,10)=1, 10n =rw, ¥ =rlw,, M =40n.
Ferner set
e=1 fir a=0, e=3 fir a>0;
53 fir 218,

(5—(3})) BEEDE  fiip 248 2tw, u == 1, 4 (modB)
(6.2) 8= o oder fiir 218, 2|, =2, 3 (modp),

(5-( “i)) (BUE_1)  fir 248, 24w, u =2, 3 (mod5)
oder fiir 248, 2|, u =1, 4 (mod5).

Dann ist
. 50 i o e
(63) rin;1,1,10) :l@(M,l,l,l())—l—ﬁv(M,l,l,10) fir a=0,
o(M;1,1,10) fir a >0,
Hierbei mimmt o(M;1,1,10) die folgenden Werte an:
-1
(6.4) Q(M;1,1,10)=2-5<ﬂ+1)/*2¢z”(1-.(-——)p~1) fir =1,
djry »|d P

=26L, fir o =1 (mod4), w >1,

~ $0L, fir o =3 (mod8),

=0 fiir o =7 (mod8),

©
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(B+1))2 =24\ -1
=2¢(5 —1)201[ I 1— ==\ fiir o =2,
diry, »id p
= $e0L, fir o =2 (mod8), w > 2,

= %e6L, fiir o = 6 (mod8).-

Schliefilich bezeichnet »(M;1,1,10) den Koeffizienten vom Q™ in der
Entwicklung der Funktion .
Dag (75 0, 4)Dp1 (75 0, 10) P51 (7; 0, 10)
nach Potenzen von ).
Beweis. Sei
(73 1,1, 10) = (v 0, 2) Oy (73 0, 20)— O(r; 1, 1, 10)
— Ay (75 0, 4) 8y (7; 0, 10) G4 (75 0, 10).

Nach Hilfssatz 21 und Hilfssatz 1 von [8] ist die Funktion
vY(r;1,1,10) identisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich
mehr alg

(6.5)

540° [ [(1—p=) = 11520
D0
Nullstellen besitzt. Folglich ist die Funktion w(v; 1,1, 10) identisch Null,
wenn sie mehr als 2880 Nullstellen hat. Dazu reicht es hin, daf = = foo
ein mehr als 2880-facher Nullpunkt ist. Braucht daher nur gezeigt zu
werden, dafl bei geeigneter Wahl von A in der Entwicklung von
p(r;1,1,10) nach Potenzen von @ die Glieder mit @, M < 2880, ver-
schwinden.
Setzt man in den Hilfsséitzen 23, 24 und 25

=10, gy =03 =1, b1 =58, by=by=1, pyy =1 ppo =9, =0, y = 1,
d. h.

4=a=10, M = 40n, n = 2°m, dn = 2°""-5m = 2°"up = o,

U == PP =rw, v=5"=re, I=I=1, V=0,

vn,p 110
80 ergibt sich

172 o\ 1
(6.6) o(M5 1,1, 10) = ot sorzer DLy v (1-— () = )

3w b/ b

% L(1, —w)z dl'] (\1— (:;—U—)p"}).

diry i
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Hierbei igt
1 fir a=0,
o—al2. 3 fii 2
61 P L iir la, @« >0,
g~@+1i2, 3 fir  2ta, m =1 (mod4),

(L—(—1)"=9)2=EtD2  fir  2fa, m = 3 (mod4);

2(5P1H - 3) 502! fir 218,
68)  Xy=

(2.5<ﬁ+1>/z~1_(_1)11(%))5"(/’“)/2 fir  218.

Aug (6.6)-(6.8) und Hilfssatz 13 folgh (6.4).
Setzt man @=-¢ (:;%)’ 8o ergibt gich aus (1.5)

(6.9)  Bh(v; 0, 2)Pu(r; 0,20) = S‘ @y f gt
R

=00 h=—o0
= 144"+ 4Q% +4Q'*+ 8@+ 4Q™ 1 40™° 4 100* +- 89"

+80"0+ 807 1-8Q°°+16Q" + 4@+ 89"+ 120™ + 8™
+240°° 4 16Q""+ 120"+ 16Q" 1 160"+ 80"+ 8"
+ 169"+ 491+ 801" - 241 +-209" - 80"+ 16Q"
+10Q1 + 169"+ 169"+ 240" +- 249" + 80" +- 16Q™
+ 8@ 1291+ 4497 + 16Q7+ 80" 4 244 +- 169"
+8Q7 169"+ 1697 + 8@ + 409 4 8™ 4 16¢™
+16Q7% 4 407+ 40Q* + 1604+ 240+ 160"
+16Q7 4 120" 4.,

(6.10)  Byg(7; 0, 4)0y(7; 0,10)8(7; 0, 10)

00 00 &

— 2 Q5(4h+2)2_ 2 (‘__1)th(mh+1)2_ 2 (_1)7~Q‘2(107LH!)2

he=—00 Pz —c0 00

= 20" —2Q™ — 2™ — 230" + 4™ —:2@“" + 47— 4QM
+ 207 — 2010+ 4GV — 4QN0— 4P 4G o Qi
+4Q0 4 4Q10 — 6QI 4 201 4 201 - 4QH 1 4G
A — 4QRV 4 2QN — 6O 4QTO — QP 1 200 ...

icm
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Berechnet man die Werte von o(M;1,1,10), M < 2880, mit Hilfe
von (6.4), so ergibt sich

(611)  O(v;1,1,10) = 14 2@ +4Q" -+ 3@ +-4Q'* + 8™
QR4 4@ L 2@+ 109+ 80" - 80 - 3@
8T R4 4Q% 1 80+ 12974 Q™+ 240
QM 0L QR0 16910 Q1+ 80"
QU0 1604 HQP0+ 40 1 Q1 807
+ QM4 2001 1 8@+ FQUC 4 1091 - 3@
16Q1 1 8Q™ - 24 1 24Q7° 4 8 - TQ 4 89
+BQUN 4 44Q™" 1 2QP 4 80 TQT L1697
£ 8QE L 21 16Q7 4 PO 40074 80
H16QM0 Q1 4@ 4 40071 16971 80"
S 24Q7 4 $Q L OO+ 12Q7 -

Man wihle jetzt die Konstante A so, daf der Koeffizient von Q"
in der Entwicklung der Funktion y(v;1, 1, 10) verschwindet. Nach (6.5),
(6.9)-(6.11) kommt dies darauf hinaus, daB

4—2A—3=0.
3
priifen, da nach (6.5) und (6.9)-(6.11) alle Koeffizienten von @Y,

M < 2880, gleich Null sind. Damit ist die Identitéit (6.1) bewiesen.
Aus (6.10) folgt

Dy(75 0, 4)Da(7; 0, 10) ¥ (v5 0, 10)

. Nimmt man folglich A =3, so lift sich ohne Schwierigkeit nach-

(=] o oo
— Q40 Qsoh(h+1) . 5‘ (__1)hQ4oh(5h+1) . (_1)7LQ40h(5h+3) .
n;’; B b hg 0

Die linke Seite ist also eine ungerade Funktion von @, d.h. es ist
(6.12) »(M;1,1,10) =0 fiiv gerade #.

Aus (6.1), (4.63), (4.64), (5.1) und (6.12) ergibt sich (6.3).
Foramrune. Unter den geraden Zahlen sind die Zahlen der Gestalt

4"(16¢+-6),

und nur sie, durch die Form ot 4+ o102 nicht darstellbar.
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Aug (7.5)-(7.7) und Hilfssatz 13 folgt (7.3).

Setzt man @ = 9(4_;), 80 ergibt sich aus (1.5)

2 [o=]
anzﬂ) 2 Qo0

h=—oc0

(18) (750, 4)0u(r; 0,10) = 3

Th=—00

=1+ 4Q"+4Q"" + 20"+ 8" 1 40™° 4-8Q°" + 80" - 8Q™
+ 160+ 4970+ 4Q™ +10Q™ + 89 4- 80" 480" 4- 80>
+16Q1% 489"+ 8 + 1601 1 16" 4- 40" 4 8@
+12Q"9+ 8™ - 80T+ 16Q1°% 1 24Q1" 4 840 1801
+ 16074 80" 1 8% 4 12Q7" -+ 169 +- 8"+ 169"
40074 80" - 1607 1 80™% 1 169+ 8940+ 240

_|__ 4Q2560+ 16Q2600+ 8Q2720+ 8Q2760 + 24@2800 + 16Q284U “I- 20Q288() _““ .

- (1.9)

Bo1 (73 0,5 2)04 (75 0, 20)815,1(75 0, 20) =
oo N D:) o
- (_I)hQ«mh /\‘ 1) (20%-1-2)% | \7 )0 }6)%
h——;:c 7L;:——Juo( ) Q h::-/:Jm ( ) Q

= Q11— 20"+ Q' 20 — 30" — 201 20° - 20 - 9™
= 2Q0% — QU — 4QI 4 4QU— QMO 4 QU4 9 4t
— QM4 QI e gies U0 2070 _ g@H _ 40
— 4GP 4B | g0 | gm0 yoees 20901 g0
— 2% 4.,

Berechnet man die Werte von o(M;2,2,5), M < 2880, mit Hilfe
von (7.3), so ergibt sich

(1.10)  0(7;2,2,5) = 1+ Q"+ 5 Q- 41 L0 1 L. g0 gm0
+AQ™ 4 40" 48U - Q4 £ Q04 16Q%0 1 4@ . & g

+ 5 Q™ 4 109" 80" 4- 80" - 8@ 1. 8@ . 4. guom | ¥ guow
+8QU+ QU0 T QU 116G 4@ 1 g | g
+H12Q0 4 T QU0 5 Q4160150 1240150 | 26 oty 16 guam

icm
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QI A QU 8QU QU T 16"
QR QUL 400" 4 8QP0 4 T QPN QN
FL6QH L QMO 4 3 QM4 2400 4™+ 169

2 QI 8QT+ QT+ Q1607 12097 ...

Man wihle jetzt die Konstante A so, daB der Koeffizient von Q%
in der Entwicklung der Funktion y(r; 2, 2, 5) verschwindet. Nach (7.4),
(7.8)-(7.10) kommt dies darauf hinaus, daf

—A—% =0.

Nimmt man folglich A = — %«, 50 148t sich ohne Schwierigkeit nach-
priifen, daB nach (7.4) und (7.8)-(7.10) alle Koeffizienten von Q¥,
M < 2880, gleich Null sind. Damit ist die Identitét (7.1) bewiesen.

Aus (7.9) folgt

(75 0, 2) 9 (75 0, 20) D12, (7; 0, 20)

(__1)hQ4oh2. 57 (_1)hQ40'27L(5h+1)' 5:' (_1)hQ40-2h(5h+3)_

h=-—c0

)

=Q40 2

b= —c0 h=—co

Die Exponenten in der linke Seite haben daher die Gestalt

M = 40m = 40(4j+1) oder M = 40n = 40(4j+2),
d.h. es ist
(7.11) »(M;2,2,5) =0 fir # =0 (mod4) oder fir n = 3 (mod4).

Aus (7.1), (4.63), (4.64), (5.1) und (7.11) ergibt sich (7.2).
FoLGERUNG. Unter den Zahlen n = 0,3 (mod4) sind die Zahlen der
Gestalt

4%(8¢+3),
und nur sie, durch die Form 20} 2w+ ba nicht darstellbar.

Beweis. Aus (7.2) und (7.3) folgt fir = = 0,3 (mod4), daB
r(n; 2,2,5) =0 dann und nur dapn, wenn o =7 (mod8). Hieraus
ergibt sich die Behauptung, da n = 2%m; m = 3 (mod8).

§8. In diesem Paragraphen wird die Darstellung der Zahlen durch
die Form

o} 4+ T

untersueht.
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Nach Hilfssatz 14 von [8] ist jeder der beiden Zweige

(8.1) X(v)

eine eindeutige Funktion von 7.
Jetzt filhre man die folgende Funktion ein:

@(ry1,1,7)—

= {By(750, 2)83 (v; 0,2) 94 (75 0, 2)Dra (73 0, 14)9g; (3 0, 14)}1/*

8:2) p(r31,1,7) = Ol 0,2) P (735 0, 14)— AX (7).

Hirrssarz 26. Die Funktion v*(v; 1,1, 7) ist bei konstantem A eine
gamze Modulform der Stufe 28 und der Dimension —6.
Der Beweis verliuft shulich wie bei Hilfssatz 21.
Satz 8. 1. Wird der Zweig (8.1) durch
lim e(—7) X(7)

Imz—oo

festgelegt, so ist

(8.3) 80 (73 0, 2) By (75 0, 14) = O(7; 1, 1, T)-+§X(7).
2. Ses n =2'Tu, (u,14) =1, Tn=riw, u=1rin, M =28
Ferner sei
QI fiir o= 3 (mod8),
gunri1 fir @ =17 (mod8);
4 fir 2|8,
T+ (-“7-) r2kB,  w=1,2,4 (mod7),
0 fiir 248, w=3,5,6 (mod7).
Dann ist
(8.4) r(n31,1,7) = o(M;1,1, )+ 3(M;1,1,7).

Hierbei nimmt o(M;1,1,7) die folgenden Werte an:

2 9 . -1 1\ e
(85)  o(M;1,1,7) = (27 ~3 3) M dl]( ( )’p ‘) ir o =1,
* (1|1] pid 4
d \ .
=3 (2P ~8)L, fiir o  1(modd), m >1,
8
= %—Lﬂ fiir @ =3 (mod4),
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4

_—;3(2(&+3)/2 ”( ( ) —1) fir o =2,
djfl »|d
6 ga+ap i
=§( —3)L; fiir o =2 (mod8), w >2,
B garay i
=3 (2 —3)L, fiir o =6 (mod8).

SchlieBlich bezeichnet v(M;1,1,7) den Koeffizienten von Q™ in der Ent-
wicklung der Funktion X(t) nach Potenzen von Q.

Beweis. Nach Hilfssatz 26 und Hilfssatz 1 von [8] ist die Funktion
p*(r;1,1,7) identisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich

mehr alg
w28 [[(1—p

|28

Nullstellen besitzt. Folglich ist die Funktion y(v; 1,1, 7) identisch Null,

wenn sie mehr als 1008 Nullstellen hat. Braucht daher nur gezeigt zu

werden, daB bei geeigneter Wahl von A in der Entwicklung von y(7; 1, 1, 7)

nach Potenzen von @ die Glieder mit @Y, M <1008, verschwinden.
Setzt man in den Hilfsséitzen 23, 24 und 25

~%) = 4032

@ =a,=1 a3=7 by =by=1 by=17 y=p=p;3=0, y =0,
d. h,
A=a=17, M=28n n=2"m Adn=2"Tm =2%w =rio,
uz”pﬂzﬁwu ”=7ﬁ+1=7‘§w27 l=z=1, U= )
Phis

so ergibt sich

1
(86) o(M;1,1,7) = e g O - XZX( +(7ﬂ) 7)

L, —w) Yaf |- :ﬁ) —l).
x L(1, )dh !I;[( ( ? P
Hierbei ist

2 fir 2}a, m =1 (mod8),
en X — (202t _1)27? fiir  2|a, m =5 (mod8),
(&) P (genrtr—3)grt fir  2|a, m = 3 (mod4),

(2(ﬂ+3)/2‘__ 3)2-(“-“)/2

fir  2ta;

Acta Arithmetica VI


GUEST


M4 G. Lomadse
g. 7P fir 2|4,
(8.8) X; = (1+ (_";_))7—(1‘14-1)/2 fir  248.

Aus (8.6)-(8.8) und Hilfssatz 13 folgh (8.5).

Setzt man @ = e(%), 80 ergibt sich aus (1.5)

Z' Qwﬂ) i’ th‘l

(8.9)  (r30,2)Blr; 0, 14) (hmw 2
= 1+ 4Q% 4 40° + 49" 4 80"+ 20" - 120™ - 12Q™ -+ 8Q™"

4 8@ 1697+ 80™* 4 8Q™ -+ 12Q"* + 24Q" +- 40°" - 24"
-+ 8Q% 1604 209"+ 8¢™ +16¢™ + 2™ + 16"
+8Q"+ 36Q""+ 320 +- 8" +28¢™*" +

(8.10) X(v) = 20%+29% —4Q% — 20" — 4@+ 20" — 2™
— 207 4 8@+ 49"+ 4Q%° — 207 - 4@ 4- 20M° — 4¢""
— 6Q% — 4Q%°2 — 8Q — 40 - 497" + 29" - 8™ — 2™
QM — 80"+ 2™ - 40° 2@ ...

Berechnet man die Werte von o(M;1,1,7), M < 1008, mit Hilfe
von (8.5), 8o ergibt sich

(811) O(r;1,1,7) =1+ $Q* -+ $@°+ 5 Q"+ 5@ +-8Q - @'
£ O T SO T Q0 T8
FAQ QN+ T Q800 4 5 Q7 - 24Q%

+ QT QM T QT F Q80+ T+ Q™
1607+ 5 Q" 4 5 Q4 1T Q0+ 32+ F Q- QU

Man wihle jetzt die Konstante A go, daB der Koeffizient von Q"
| in der Entwicklung der Funktion y(z; 1,1, 7) verschwindet. Nach (8.2),
(8.9)-(8.11) kommt dies darauf hinaus, dafB

N

4—2A— 3 = 0.
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Nimmt man folglich A = %, so 4Bt sich ohne Schwierigkeit nach-
priifen, daB nach (8.2) und (8.9)-(8.11) alle Koeffizienten von Q¥,
M <1008, gleich Null sind. Damit ist die Identitéit (8.3) bewiesen.

Aus (8.3), (4.63), (4.64) und (5.1) folgt (8.4).
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