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Introduction. Une partie A de N est une base asymptotique d’ordre h si tout
entier assez grand est une somme d’au plus h éléments de A et si h est le plus
petit entier tel que cette propriété soit vérifice.

Erdds et Graham [E-G] ont défini la notion d’ordre exact de la maniére
suivante: Une partie A de N est une base asymptotique d'ordre exact h si tout
entier assez grand est une somme d’exactement h éléments de A, et si h est le
plus petit entier vérifiant cette propriété.

Il existe des bases asymptotiques d’ordre h qui n'admettent pas d’ordre
exact, par exemple I'ensemble des entiers impairs. Erdds et Graham donnent
une condition nécessaire et suffisante trés simple pour qu’une base asymp-
totique posséde un ordre exact et étudient le probléme de I'évaluation de
'ordre exact maximal d’une base d’ordre h. Plus précisément, ils définissent la
fonction g(h) qui est le maximum des ordres exacts des parties A qui sont des
bases d’ordre h et qui admettent un ordre exact.

On sait actuellement que

0.1) h*/3—2h < g(h) < h*/2+43h/2  pour tout h > 2.
La majoration est due a Nash [N] (cf. [G, Bx] pour une preuve simplifiée). La

minoration est due 4 G. Grekos (voir [G, th] ou [G, Bx]). Celui-ci définit la

fonction L (k) égale 4 la longueur du plus petit intervalle fermé I de T = R/Z tel
que I, 21, ..., hl recouvrent T (I'intervalle kI étant défini par récurrence par

I'egalité kI = I+(k—1)I, ou encore kI = (ka, kf) si I = (z, p)), et il démontre
que:
g(h)=1/L(h) et L(h)<3/h*+18/h%,
ce qui donne la minoration de (0.1).
Dans cet article nous démontrons les deux théorémes suivants:

THEOREME A. Soit I = [a,a+ L] un intervalle fermé de longueur minimum tel
que I, 21, ..., hlI recouvrent T; alors, sih = 3:
= 3/(h(h+2)) si h=0 ou 1 (mod 3),
3/(h(h+2)—2) si h=2 (mod 3).
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De plus on obtient toutes les solutions (@ la symétrie pres x — —Xx) en

prenant:
Sih=2 .
I=[1/3, 2/3].
Sih=3
a=2/5 e a=1/5
et si h>3:
Si h=0 (mod 3)
o = hL.
Si h=1 (mod 3)
o= (h+1)L.

Si h=2 (mod 6)
a«=(h—1)L ou oa=(h+2)L.
Si h=5 (mod 6)
a=(h—1)L ou a=h+2)L ou a=(h*+5h—2)L/6.

TuitorEME B. Soit I = [«, o+ L] un intervalle fermé de T de longueur
maximum tel que I, 21, ..., hI (h = 3) soient d'intérieurs disjoints. I est determine
par (modulo la symétrie x — —x):

Sih=6
L=1/30 e a=8/30.
Si h#6:
Si h=2k+1
L=4/3h*+1) et o= 3k+1)L.
Si h =4k

L=4/3h*+4) et o= (6k>+3k)L.
Si h=4k+2 -
. si k=2k a=(12k2+9k'+2)L,
L=4/Ch*+18) & k=2K+1 a=(12k2+15k'+5)L.

Du théoréme A il résulte que L (h) est équivalent a 3/h* quand h tend vers
I'infini comme le conjecturait J. M. Deshouillers. Cela montre aussi que 'on ne
peut pas améliorer par cette méthode le terme principal dans la minoration de
g(h), si ce terme était susceptible d’amélioration.

Notons que récemment Jia [J] a obtenu par un procédé différent la méme
minoration asymptotique de g(h), g(h) = h*/3(1+o(h)).

1l serait peut étre intéressant de déterminer la longueur L(n, h) du plus
court intervalle I de Z/nZ tel que I, 2I,..., hI recouvrent Z/nZ (avec
kI = I+1I+ ... +I). Les résultats précédents permettent de déterminer L (n, h)
A4 une unité prés:

L(n, h) = [nL(h)]+¢(n, h)
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avec &(n, h) = 0 si nL(n, h) est entier, e(n, h) =1 ou 2 si nL(n,h) n'est pas
entier; nous ne connaissons pas, pour le moment, de formule donnant
exactement &(n, h).

Le calcul de L(h) a d’abord été fait par G. Grekos ([G, Bx]) pour h < 7;
nous avons calculé L(h) sur ordinateur pour h < 35, en remarquant que ce
nombre est une fraction de termes bornés. Les résultats nous ont permis de
conjecturer le théoréme A.

Notre démonstration utilise le théoréme des trois distances et la notion de
réduite de Farey. Dans les paragraphes 1 et 2 nous rappelons les propriétés
€élémentaires des suites circulaires et leurs relations avec les réduites de Farey.

Pour le théoréme des trois distances, on pourra consulter [L], [S1], [Su],
[So], ou [K-N].

La théorie des réduites de Farey est trés classique (cf. par exemple [H-W1);
on énonce ici les résultats sous une forme adaptée 4 la suite de I'exposé. Pour
une autre application du théoréme des trois distances voir [B-N]. Je remercie
G. Grekos et J. L. Nicolas pour les stimulantes conversations que nous avons

eues ensemble, et 'aide qu’ils m’ont apportée pour améliorer la rédaction de cet
article.

1. Rappels sur le théoréme des trois distances. Dans tout cet article C est
un cercle orienté de périmétre 1, identifie & T= R/Z. La notation [a .. b]
représente I'intervalle formé des entiers i, a <i < b.

1.0. DEFINITION. Une suite circulaire est une suite finie My, M, ..., M,_,
de h points de C, tous distincts, tels que les arcs M;M,,, aient tous la méme
mesure o. On dira que a est l'incrément de la suite (M)).

1.1. DEFNITION. Nous dirons qu'un point M, est le successeur géométrique
d’un point M; si I'arc M;M; ne contient pas d’autre point M, (0 <k < h—1).
Cette relation sera notée i —j et on dira encore que j est le successeur de i.
Dans la suite on notera j(i) le successeur de i.

1.2. DEFINITION. Paramétres d’une suite circulaire. Ce sont les deux indices
s et g caractérises par s —>0—g.

Remarque. On considérera aussi des suites circulaires indicées par un
intervalle de la forme [r+1..r+1]; les paramétres s et g seront alors
évidemment définis par

r+l+4+s = r+1 — r+1l+q.

1.3. PROPOSITION. Les deux paramétres s et q d'une suite circulaire de
cardinal h vérifient s+q = h.

Démonstration. Sion avait s+¢g < hle point M, figurerait parmi les
M;. Mais M, étant situé¢ entre M, et M, M, est entre M et M, car on passe
de M, i M,,, par la méme rotation que de M, a M,.
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1.4. PROPOSITION. Soit M; une suite circulaire, 0 <i<h—1.Si M, et M;
sont deux points géométriquement consécutifs et si i et j sont tous les deux
strictement inférieurs a h—1 alors M;., et M;., sont géométriquement
consécutifs sauf si i+ 1 = s, et dans ce cas le seul point appartenant a l'intervalle
My, M,y est M. Autrement dit, si i est distinct de s—1, et j(i) distinct de
h—1, ji+1)=j@)+1.

Démonstration. La relation “C est entre A et B” étant préservée par
rotation, s'il existe un point M, qui sépare M;,, et M;,, avec k > 0, alors
M, _, sépare M, et M;. Le seul point susceptible de séparer M, et M, est
donc M,, et dans ce cas, par définition de s, i+1=s.

1.5. LE THEOREME DES TROIS DISTANCES. Soit une suite circulaire de cardinal
h et de paramétres s et q. L'application successeur j: [0..h—1] = [0..h—1] est
caractérisée par:

si i+g<h—1  alors j(i)=i+gq,
siizs alors j(i)=i—s,
si h—g<i<s alors j(i)y=i4+q=—s.

Démonstration. Découpons l'intervalle [0..h—1] en trois sous-inter-
valles:

[0..h—1—q], [h—gq..s—1], [s..h—1].

Ceci est possible d’aprés 1.3, I'intervalle du milicu étant vide lorsque s = h—gq.
Sur chacun de ces intervalles on raisonne par récurrence en utilisant 1.4.

1) Premier cas: i < h—1—gq. Il suffit de montrer que j(0) = g, ce qui est la
définition de gq.

2) Deuxiéme cas: s < i < h—1. 1l suffit de montrer que j(s) = 0 et C’est la
définition de s.

3) Troisieme cas: h—q <i<s. Ici il suffit de verifier que j(h—gq)
=h+qg-—s.

Par les deux cas précédents le succeseur de h—g—1 est h—1 et le
successeur de h—1 est h—1—s. On a donc

(15.1) h—g—1 = h—1 = h—1-s.

11 faut montrer que M, _, et M,_, sont consécutifs; si un point M,,k > 0, les
séparait, le point M, _, séparerait M, _,_, et M,_,_, et, par (1.5.1), on aurait
k—1=h—1, d’ou k=h, ce qui est impossible. Le seul point qui pourrait
séparer M,_, et M,_, est donc M, mais cela aussi est impossible car cela
entrainerait h—q = s.

" 1.6. DEFINITION. Si une suite circulaire de cardinal h, d’incrément o, de

paramétres s et g vérifie h = s+q on dira que c'est une suite a deux distances.
En effet, dans ce cas I'intervalle [h—gq, s[ est vide et le successeur de i est soit
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i+ ¢ soit i—s. Ainsi la distance entre deux points geometriquement consecutifs
de la suite est égale soit 4 la longueur de I'arc M M, soit 4 la longueur de I'arc
M.M,.

1.7. PROPOSITION. Si s et g sont les parametres d'une suite circulaire alors
s et q sont premiers enire eux.

Démonstration. Supposons que s et g soient tous les deux divisibles
par un entier d > 1. Considérons la suite définie par n, = 0 et n;4, = j(n,). Par
le théoréme des trois distances les différences n;, , —n, seraient toutes divisibles
par d, donc tous les n; aussi. Cela est absurde car les valeurs des n; sont tous les
entiers 0, 1,2, ..., h—1.

1.8. PROPOSITION. Soit une suite circulaire M;, 0 <i< h—1, de para-
métres s et q. Si on prolonge cette suite en lui rajoutant un a un les points M; pour
i=h,h+1,..., le premier point M; qui tombera dans I'arc M;M, est le point
M, ,.

Démonstration. On a déja remarqué en 1.3 que le point M, est situé
entre M, et M. Soit M, le premier point entre M, et M,. Supposons que M,
tombe dans le segment M M. La suite circulaire de premier terme M, et de
dernier terme M, a donc pour paramétres net g,et s —» n— 0 — q. n est donc le
successeur de s et par le théoréme des trois distances, n—s est égal d I'un des
trois nombres g,—n, g—n. Les deux derniéres valeurs sont exclues car elles
nécessitent n = 2s ou 2n = s+¢, ce qui est contradictoire avec n > max (s, q).
On a donc n—s =g, soit n=s+gq.

Une démonstration similaire marche lorsque M, tombe dans M M,.

2. Suites circulaires et réduites de Farey. Rappelons le lemme classique

2.0. LEMME. Si a/b et c¢/d sont deux fractions telles que bc—ad = 1, toute
fraction appartenant a l'intervalle [a/b, c/d] a un dénominateur au moins égal
a b+d. L'unique fraction de dénominateur b+d de cet intervalle est
(a+c)/(b+d).

2.1. DEFINITION. On dit qu'une fraction irréductible a/b est une réduite de
Farey du nombre « s'il n’existe pas de fraction de dénominateur inférieur ou
égal a b entre a/b et a. Si a/b est supérieur 4 o on dira que c'est une réduite
supérieure de o, sinon que c'est une réduite inférieure de .

Du lemme 2.0 il résulte immédiatement:

2.2. PROPOSITION ET DEFINITION. Soient deux fractions a/b et c/d telles que
bec—ad = 1. Alors a/b et ¢/d sont deux réduites de Farey de tout nombre
o appartenant a l'intervalle [a/b, ¢/d]. On dira que a/b et c/d sont deux reduites
de Farey associées de u.

2.3. DEFINITION. Suite des encadrements de Farey d'un réel a.
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Soit un réel o. On définit par récurrence la suite des encadrements de
Farey de « de la maniére suivante:

Le premier encadrement est I'intervalle limité par les deux fractions m/1 et
(m+1)/1 ou m est la partie entiére de a.

Soit I, le n-iéme encadrement de Farey de a: I, =[a,/b,.c,/d,];
(a,+c,)/(b,+d,) appartient a I, et partage I, en deux intervalles; I, est celui
de ces deux intervalles qui contient o.

2.4. PROPOSITION. Tout intervalle défini par un couple de réduites de Farey
associées de o figure dans la suite des encadrements de Farey de o.

La démonstration résulte simplement des définitions et du lemme 2.0.

2.5. PROPOSITION. Soit une suite circulaire de cardinal h = 2, d'incrément o,
et de paramétres s et q; s est le plus grand dénominateur < h—1 d'une réduite de
Farey supérieure de o; q est le plus grand dénominateur <h—1 d'une réduite de
Farey inférieure de o.

Démonstration. Montrons d’abord que g est le dénominateur d’une
réduite de Farey inférieure de o et s le dénominateur d’une réduite de Farey
supérieure de o.

Soit b la partie entiére de go. Alors la mesure sur C de 'arc M M, est égale
a qu—b. D’oul b/q < a; supposons qu'il existe une fraction m/n dans Iintervalle
1b/q, o[, de dénominateur n < g: b/g <m/n <ua. Il en résulterait

0 < ne—m < n(x—>b/q) = (n/q)(qu—b) < qu—b

et ceci contredirait la définition de g car le point M, serait dans lintervalle
M M, (car na—m est la mesure de 'arc M M,).

De méme en considérant le plus petit entier a qui dépasse sz on voit que la
mesure de l'arc MM, est a—so et qu'il n'existe pas de fraction de
dénominateur < s dans lintervalle J«, a/s[.

Il reste & montrer que les deux réduites b/g et afs sont associées. Il suffit
pour cela de montrer que les valeurs successives du couple (b/g, a/s) sont les
bornes des encadrements de Farey successifs de o. Cela se fait par une
récurrence immédiate sur h:

Sih=2onas=gq=1etsimest la partie entiére de o les deux premiéres
réduites de Farey de o sont m/1 et (m+ 1)/1, toutes les deux de dénominateur 1.
Et cela reste vrai pour tout h par la proposition 1.8 et la définition 2.3.

2.6. COROLLAIRE. Si t est le dénominateur d'une réduite de Farey d'un
nombre a, toute suite circulaire d'incrément « et de cardinal t est une suite a deux

distances.

Démonstration. Soient s et g les paramétres de la suite considérée. s et
g sont les plus grands dénominateurs inférieurs a ¢ d’une réduite de Farey de o.
t est donc le premier dénominateur d'une réduite de o qui dépasse s et g. D’ou
t=s+q.
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3. Recouvrement du cercle par les multiples d’un intervalle. Minoration du
recouyvrement. Dans ce paragraphe I est un intervalle du cercle C défini par son
origine « et sa longueur L, I = [, f] (avec f = a+ L); h est un entier positif et
on suppose que les intervalles I, 21, 31, ..., hI recouvrent le cercle C. L’objet de
ce paragraphe est de déterminer une minoration de L (pour h fixé). On
supposera L < 1/h, ce qui n’est pas restrictif.

3.0. ProOPOSITION. Si deux multiples pl et qI ont une intersection non vide
de longueur d, alors (p+1)I et (g+1)I ont une intersection de longueur
min (d+ L, 1). Si pI est inclus dans gl, alors (p—1)I est inclus dans (q— 1)1 (avec
01 = {0}).

Démonstration. Il suffit de remarquer que les kx forment une suite
circulaire d’incrément « et les kff forment une suite circulaire d’incrément o+ L.
Ainsi, en passant d’un intervalle kI au suivant, (k+1)I, 'extrémité avance de
a+ L, tandis que I'origine n’avance que de «. Si I'extrémité de p/ a une avance

de d sur l'origine de g, I'extrémité de (p+1)I a une avance de (d+ L) sur
Torigine de (g+1)1.

. 3.1. DEFINITIONS. Soient J, et J, deux intervalles du cercle orienté C. On
dit que J, prolonge J si I'extrémité de J, appartient a l'intervalle J,. Soient
I, J, K trois intervalles de C. On dit que J est situé exactement entre I et K si
Pextrémité de I coincide avec I'origine de J, et si lextrémité de J coincide avec
l'origine de K.

3.2. PROPOSITION. Soit t le plus petit entier tel que Oetl, et soit r = h—t.
Alors

DIc@+)I, 2l (t+2I,...,rI chl.

2) Aucun intervalle mI avec m > r n'est contenu dans un autre. Autrement
dit, les r premiers intervalles sont inutiles car contenus dans un autre intervalle et
ce sont les seuls intervalles inutiles pour le recouvrement.

3) t est le dénominateur d'une réduite de Farey de a, et la suite formée des

Ofig:’nes des intervalles utiles (r+1)I, ..., hI est une suite circulaire a deux
distances.

Démonstration. 1) résulte de la proposition 3.0.
~2) Sl existait des entiers m et k avec m > r et mI < kI on en déduirait les
inclusions: (m—1)I = (k—1)I,...,0e(k—m)I contredisant la définition de
t car k—m est strictement inférieur 4 h—r =t.

3) Enfin, dire que Oetl c'est dire qu'il existe un entier n vérifiant

to<n<t(e+L) ouencore a<n/t<a+lL.

t est donc le plus petit dénominateur d’une fraction de l'intervalle [o,a+ L].
Clest donc le dénominateur d’une réduite de Farey de a.

3.3. PROPOSITION. Soit r défini comme ci-dessus et soient s et q les
parameétres de la suite circulaire formée des origines des intervalles utiles
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kI (r <k < h). La longueur L de lintervalle I est minorée par
2/(R? +h—(*+r+s*—s+q>—q)).

Si (r+ 1)1 n'est pas situé exactement entre (r+s+1)I et (r+q+ 1)1 la minoration
est stricte.

Démonstration. De la proposition 3.2 il résulte que si I'origine de I'un
des intervalles utiles a pour successeur géometrique I'origine d’un autre, ces
deux intervalles ont une intersection non vide: en effet, soit aa et ba deux
origines géométriquement consécutives. Si I'intersection de al et bl était vide, il
existerait un intervalle ¢l qui rencontre Jaf, ba[. ax et bx étant consécutifs,
lorigine co de ¢l précéderait aa, et al serait inclus dans c¢I, donc inutile.

Par le théoréme des trois distances le successeur de (r+i)a est (r+i+qg)a
pour 1 <i < s, donc l'intersection de (r+1)I avec (r+1+g)I n’est pas vide, et
par la proposition 3.0 on a:

(r+2)I recouvre (r+4q+2)I d’une longueur = L,
>

(r+3)I recouvre (r+q+3)I d’une longueur > 2L,

(3.3.1)

(r+s)I  recouvre hl . d’une longueur = (s—1)L

(en remarquant que L < 1/h), de méme l'intersection de (r+1+s)I avec (r+ 1)1
n'est pas vide, donc:

(r+s+2)I recouvre (r+2)I d’une longueur = L,

hl recouvre (r+g¢)I d'une longueur = (g—1)L.

La place perdue, c'est-a-dire la longueur des intersections deux a deux des kI,
est au moins égale 4 la somme des longueurs des intervalles inutiles augmentée
de la somme des longueurs des recouvrements que I'on vient de calculer, soit:

L1424 ... +r+1+424+ ... +(s=D+1+2+ ... +(g—1))
soit
L(r*+r+s*—s+g>—q)/2.
Si on écrit maintenant que la somme des longueurs des intervalles, Lh(h+1)/2,
est égale a 1 augmenté de la place perdue on obtient l'inégalité
Lh(h+1)2 > 14+ L(r* +r+s*—s+q*—q)/2

et la minoration annoncee.

Si (r+1)I n'est pas situé exactement entre (r+s+1)I et (r+q+1)I, son
intersection avec I'un de ces deux intervalles est de longueur strictement
positive et les inégalités dans (3.3.1) ou (3.3.2) sont strictes.
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34. COROLLAIRE. Si I est un intervalle tel que I, 21, ..., hI recouvrent le
cercle C, et si L est la longueur de I, alors L est supérieur a 3/(h+1)>.

Démonstration. Posons

g(r,s, q) =r*+r+s*—s+q*—q:
alors

L>2/(k*+h—min{g(r,s, q); r,s, qeR*, r+s+q = h}).
Le minimum de g est facile a calculer; il est atteint sur le triplet vérifiant
r+s+q=nhet 2r+1=2s—1=2q—1, soit r =(h—2)/3, s=q = (h+1)/3,
et il est égal a (h—2)(h+1)/3. Cela donne pour L le minorant 3/(h+1)3.

4. Détermination des solutions optimales. Dans ce paragraphe nous allons
démontrer que, réciproquement, 4 tout triplet (r,s,q), r=0, s,¢>0,
r+s+q=h, (s, g = 1, on peut associer un intervalle I tel que I, 2I, ..., hl
recouvrent C et de longueur égale a 2/(h*+h—(r*+r+s*—s+q*—q)), et en
déduire toutes les solutions optimales.

Pour vérifier qu'un intervalle I est solution du probléme du recouvrement
on utilisera le lemme suivant:

4.1. LEMME. Soit I un intervalle du cercle orienté et h, q, s > 0, r > 0, des
entiers verifiant les trois conditions:

) h=r+q+s,

2) (r+14qg)I prolonge (r+ 1)1,

3) (r+1)I prolonge (r+s+1)I.

Alors les intervalles (r+1)1, (r+2)1, ..., hl recouvrent le cercle C.

Démonstration. Considérons I'application j de [r+1, h] dans lui-méme
définie par

(i) = itq sii<h—q=r+s,
/ i—s siizr+s+1.
Les conditions 2 et 3 et la proposition 3.0 entrainent que
(i+g)I prolonge il pour i=r+1,
(i—s)I  prolonge il pour i >r+s+1.
On en déduit que j(i)I prolonge il pour tout i de [r+1, h]. Soit la suite i,
définie par i, = r+1 et i, = j(i,—,). Par le principe des tiroirs de Dirichlet, il
existe des entiers u et v tels que

Il<u<v<h—r+1 et |

=i

-
Alors les intervalles i, 11, iy+21, ..., i,I recouvrent C, car chacun prolonge le
precédent et le premier prolonge le dernier.
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4.2. LEMME. Soient a, b, c trois entiers tels que b—a et b—c soient premiers
entre eux, et un intervalle I = [o, a+ L] tel que bl soit situé exactement entre al
et cI. Alors il existe u et v dans Z tels que:

rx_uu:]—i-ulb & L=u(b—a)—v(b—-c).

(1) " ac—b? ac—b?

La plus petite valeur de L est |1/(ac—b?)|. Pour une valeur donnée de L il n’existe
qu'une valeur de o modulo 1.

Démonstration. Le systéme traduisant les coincidences de I'extrémité
de al avec l'origine de bl, et de I'extrémité de bl avec l'origine de cI sécrit:

acc+alL = ba+v,
boa+bL = co—u,
avec v et u dans Z, soit encore
(b—a)o—aL = —v,
(b—c)a+bL = —u.
La résolution de ce systéme donne les formules annoncées. b—a et b—c étant

premiers entre eux, il existe v et u tel que u(b—a)—v(b—c)=1.
Si (v, u') et (v, u) donnent la méme valeur de L il existe A dans Z tel que

V' =v+Ailb—a) et "=u+ib—o)
et cela donne
(W'a+v'b)—(ua+vb) = i(ab—ac+b*—ab) = i(b*—ac) dou o —a= —A4.

4.3. PROPOSITION. 1) Pour tout triplet (r, s, q) vérifiant r 20, s5,q >0,
r4+s+q=h,(s, q) = 1, il existe un unique intervalle I de longueur L = 2/(h*+h
— (P2 +r+s2—s+q>—q)) = 1/[(r+1)(s+q)+5q] tel que (r+1)I soit situé exac-
tement entre (r+s+1)I et (r+q+1)I.

2) Si u et v, dans Z, sont tels que vq—us = 1, l'origine o.de I est donnée par

o= [o(r+1)+u(r+s+1)]L.

3) I, 2I,..., kI recouvrent C.
4) Tout intervalle I de longueur minimale tel que I, 2I, ..., hl recouvre

T est obtenu de cette maniére, en prenant un triplet (r, s, q) qui minimise
2[R +h—(r*+r+s*—s+q*—q)).

Démonstration. 1) Par le lemme 4.2, avec b=r+1, a=r+s+1,
¢ =r+q+1, il existe un unique intervalle I de T tel que (r+1)I soit situé
exactement entre (r+s+1)I et (r+q+1)I et dont la longueur est

1/(ac—b?) = 1/[(r+1)(s+q)+5q] = 2/(h* +h—(r* +r+s*—s5+q*—q)).
2) Résulte des formules (4.2.1) en prenant u et v tels que
u(b—a)—vb—c)=1.

Recouvrement optimal du cercle 31

3) Comme (r+1)I prolonge (r+s+1)I et (r+q+1)I prolonge (r+1)I, le
lemme 4.1 montre que (r+1)I, (r+2)I, ..., hI recouvrent T.

4) 1l reste a montrer que toute solution optimale est obtenue par ce
procédé: Soit I, de longueur minimale, tel que I, 21, ..., hl recouvrent T et
soient (r, s, q) définis dans la proposition 3.3. Alors la longueur de I est
minorée par 2/(h* +h—(r> +r+s*—s+q*—q)) et cette minoration doit étre une
égalité, car la premiére partie de cette démonstration montre qu’il existe des
solutions pour lesquelles il y a égalité; cela montre que (r+1)I est situé
exactement entre (r+s+1)I et (r+q+1)1.

Démonstration du théoréme A. Le probléme est donc ramené
i celui de la détermination du minimum de

g@r,s, @) =r*+r+s’—s+q*—q

sur les triplets (r, s, q) vérifiant r+s+q=h, r=0, 5,4>0, (s,q) = 1.
Cette fonction est symétrique en s et g. On ne distinguera pas deux triplets
qui différent par I'échange de s et g car cet échange revient a remplacer
I par—1, c'est-a-dire remplacer une solution par une autre qui s’en déduit par
symétrie autour de I'axe polaire.
On ne donnera donc que les solutions pour lesquelles s < gq.

Premier cas: h = 3m. Sous la seule contrainte h =r+s+gq et r, s, g réels
on a vu en 3.3 que le minimum est atteint pour r = (h—2)/3 =m—2/3 et
s=gq=(h+1)/3.

D’autre part pour r fixé, g(r, s, q) est supérieur ou égal a f(r)
=g(r,(h—r)/2, (h—r)/2). Un calcul simple montre que f(r) est minimum en
r = (h—2)/3, décroissante pour r variant de 0 a (h—2)/3 et croissante pour
r variant de (h—2)/3 a h.

Pour r = m—1 la plus petite valeur de g(r, s, q) est atteinte avec s = m et
q=m+1 et cette valeur g(m—1, m, m+1) est 3m*—m.

Pour r=m—2, f(@)=3m*—m+2, et pour r=m+1l, f[f(r)
=3m*—m+7/2. Le minimum est donc atteint pour m—1 <r <m.

Pour r = m: Si m = 1 on obtient encore la valeur (3m*—m) = 2 avec le
triplet (1, 1, 1). Sim > 1, s et g doivent étre différents et dans ce cas on ne peut
pas obtenir moins que g(m, m—1, m+1)=3m>—m+2. Donc si h=3m le
minimum est atteint en (m—1, m, m+1).

Par les formules (4.3.2) cela donne

L=3/[(r+1)(s+q)+sq] =3/h(h+2) et a=hL.

Si m=1, clest-d-dire h=3, L =1/5 et on a une solution supplémentaire
donnée par le triplet (1, 1, 1) qui donne o = 2/5.

Deuxiéme cas: h = 3m+ 1. On montre de la méme fagon que ci-dessus que
le minimum de g(r, s, g) est atteint sur I'unique triplet (m, m+1, m+1) et les
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formules 4.3 donent alors:
L=3/h(h+2) e oa=(h+1)L.

Troisiéme cas: h = 3m+2. Cette fois, si m = 1, on voit que le minimum de
g(r, s, q) est atteint sur deux ou trois triplets selon la parité de h; ce sont:

r=m—1, s=m+1, qg=m+2,
r=m+1, s=m, qg=m+1,

dans tous les cas, et, en outre, si h est impair, c’est-a-dire congru & 5 modulo 6,
le triplet

r=m, s=m, qg=m+2.
Ces trois triplets réalisent le minimum de g = 3m*+3m+2, qui donne
L(h) = 3/[h(h+2)—2].

La premiére solution donne o = (h— 1)L, la deuxiéme donne o = (h+2)L
et la troisiéme donne o = L(h*+5h—2)/6.

Pour m = 0, c’est-a-dire h = 2, le minimum est atteint sur I'unique triplet
r=0,s=1,qg=1, ce qui donne L=1/3 et a =1/3.

5. Intervalle fermé de longueur maximale tel que les h premiers multiples de
I soient disjoints. Dans ce paragraphe I est un intervalle fermé de longueur
! maximale tel que I, 21, ..., hI soient d’intérieurs disjoints. Soit I = [a, o +1].
Remarquons que o n’est pas nul.

5.1. LEMME. L'intervalle hI est exactement contenu entre deux intervalles pI
et rl avec 1 <p<h—1let |l <r<h-—l1.

Démonstration. Si les extrémités des intervalles I, 2I, ..., hl étaient
toutes disjointes on pourrait par continuité augmenter la longueur de I.

Les diverses coincidences d’une extrémité d’un gl avec une extrémité d'un
rl se traduisent par un systéeme d’équations de la forme

po+pl=gqa+n, n dans Z.
Si ce systéme était de rang 1 il équivaudrait 4 une unique équation
(5.1.0) (p—qa+pl=n

et, par continuité, on pourrait encore augmenter la longueur /, en modifiant
o de sorte que (5.1.0) reste vraie sans changer les positions respectives des divers
intervalles.

Ce systéme est donc de rang 2 et il existe au moins deux coincidences. Par
la proposition 3.0 il ne peut pas exister de coincidence entre les extremités de
deux intervalles al et bl avec a et b strictement inférieurs a h.

Il en résulte que les deux coincidences ne peuvent étre que la coincidence
d’une extremité de hl avec I'extremité d’un autre intervalle. hI rencontre donc deux
autres intervalles pI et rl, et il est nécessairement situé exactement entre ceux-ci.
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5.2. PROPOSITION. Soient p et r les deux entiers tels que l'intervalle hl soit
exactement compris entre pl et rl. Alors I, p et r vérifient:

1) p+r<h,
2) h—p et h—r sont premiers entre eux,
3) I = 1/(h*>—pr).

Démonstration. Considérons la suite circulaire des origines des kI,
c'est-a-dire la suite a, 2a, ..., he. Soit s et g ses paramétres; h est le successeur
de p et par le théoréme des trois distances, h = p+q; de méme r est le
successeur de h et r = h—s. Par la proposition 1.3, s+4 est supérieur ou égal
a h; cella sécrit (h—r)+(h—p) = h et équivaut a 1).

s et g sont premiers entre eux et cela donne 2).

Le systéme qui traduit les coincidences a été résolu au paragraphe 4.2 et
ses solutions sont:

. _u(h—p)—v(h—r) B
(5.2.0) u“hz-pr et I= W pr =

D’autre part, en remarquant que la somme des longueurs de tous les kI est
inférieure 4 1 on a la majoration lh(h+1)/2 < 1, qui donne

Bh(h+1) <24 < 212,

Cela entraine B =1 et | = 1/(h*—pr).
On en déduit immédiatement la proposition 5.3, analogue de 3.3.

5.3. PROPOSITION. Si [ est la longueur maximale d'un intervalle I tel que
I, 21, ..., hI soient disjoints, alors | est inférieur a 4/(3h?).

Démonstration. De h > p+q il résulte pg < h*/4, d’ou h? —pq > 3h*/4.

La proposition suivante nous servira a construire des intervalles I tels que
1,21, ..., kI soient d’intérieurs disjoints.

5.4. PROPOSITION, Si p et r sont tels que h>p+r et (h—p) et (h—r)
premiers entre eux, il existe un intervalle I de R/Z de longueur | = 1/(h*> —pr) tel
que I, 21, 31, ..., hI soient d'interieurs deux a deux disjoints.

Démonstration. En effet, considérons les intervalles I qui sont tels que
hI est compris exactement entre pl et rI. Ce sont les intervalles I = [o, ot +1[]
avec o et | donnés par (5.2.0) pour un u et un v arbitraires de Z. (h—p) et (h—r)
étant premiers entre eux, on peut choisir u et v tels que u(h—p)—v(h—r) = 1.

Montrons que si u et v sont choisis ainsi alors les intervalles I, 21, ..., hl
sont d'intérieurs deux a deux disjoints. Par la proposition 3.0 il suffit pour cela
de montrer que I'intervalle hl a une intersection d'intérieur vide avec tout autre
kI. Comme les kI sont de longueurs strictement inférieures & celle de hl, il suffit
de montrer que lintérieur de hI ne contient pas de borne d'un
kI (1 <k<h—1)

3 — Acta Arithmetica LIX.1
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Par le choix de u et v le couple de fractions v/(h—p) et uf(h—r) est un
couple de réduites de Farey associées.

Montrons que « et f = a+[ appartiennent a I'intervalle défini par ces deux
fractions, c’est-a-dire que

v _up+vh< u v _up+vh+l< u

é iy = ] "-{-. -,
h—p - h*—=pr ~h—r" h—p p

hW—pr — h—r

Il faut vérifier quatre inégalités. En faisant les produits en croix, en
réarrangeant les termes, et en utilisant la relation u(h—p)—v(h—r) =1, ces
quatre égalités s'écrivent respectivement p=0, h=20; h=20, r=2 0.

Considérons alors la suite circulaire o, 2o,...,(h—1)a. Comme
(h—p)+(h—r) est supérieur au cardinal (h— 1) de cette suite, la proposition 2.5
montre que les paramétres de cette suite sont s=h—r et g = h—p.

Par le théoréme des trois distances le successeur géomeétrique de po est I'un
des trois nombres (p+(h—p))a = ha, (p—(h—r))a, (p+r—p)a = ra. Le seul de
ces nombres qui appartient a la suite considérée est le dernier ra. Il en résulte
qu'il n'existe pas de ka (1 <k < h—1) entre po et ro, ni, a fortiori, dans hl.

Par le méme raisonnement appliqué a la suite f, 24, ..., (h—1)f il n’existe
pas de kf entre pf et rf et donc pas non plus dans hl, et cela achéve la
déemonstration.

Démonstration du théoréme B. Par les propositions 5.2 et 54,
| = Max {1/(h*=pr); p+r <h, ((h—p),(h—r)) =1}. Pour chaque reste de
h modulo 4 nous allons choisir p et r tels que pr soit maximum, avec p+r < h,
(h—p, h—r) = 1; puis on cherchera u et v tels que u(h—p)—v(h—r)=1cet on
en déduira o« et L donnés par

L=1/h*=pr) et o= (up+vh)L.

Les autres choix possibles de u et v donnent la méme valeur de @ modulo
1 (lemme 4.2).

a) Si h = 4k, le produit pr est maximum pour p = 2k—1 et r = 2k+1. Il
vaut alors 4k>—1 et on a alors h*—pr = 12k*+1 = 3h*/4+1.On aiciu = ket
v=(k+1), dou o= (6k>+3k)L.

b) Si h=2k+1, la plus grande valeur de pr est obtenue pour p =k et
r=k+1,ce quidonne pr = k*+ ket h?—pr = 3k*+3k+1 = (3h*+1)/4. Ici on
au=v=1, dou = (h+k)L.

c) Si h=4k+2, p et r sont distincts et h—p, h—r premiers entre eux. Il
faut donc exclure les couples (2k+ 1, 2k+1) et (2k, 2k+2). Le maximum est

obtenu avec le couple (2k, 2k + 1) ou bien le couple (2k+3, 2k—1). Le premier
couple donne pr=4k®*+2k et le deuxiéme donne pr=4k*+4k—3. La

deuxiéme valeur est plus grande dés que 2k—3 est positif, c’est-a-dire k > 1.
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Pour k =1, c'est-d-dire h = 6, on obtient | = 1/30 et « = 8/30.

Pour k > 1 on obtient h*>—pr = 12k*+ 12k+7 = 3h*/4+4. 1l faut trouver
u et v tels que u(h—p)—v(h—r) = 1. On distingue deux cas selon la parité de k:

Si k=2k on trouve u=—k'—1 et v= —k'; cela donne o=
—(12k'*+9k’+3)L. Remplagant lintervalle [a, a+L] par [—a—L, a] on
obtient la valeur a = (12k">+9k’+2)L.

Si k=2k'+1 on trouve u=k'+1 et v=k', ce qui donne o=
(12k'2 +15k'+ 5) L.

Remarque. On peut noter que dans les deux théorémes A et B, la “place
perdue”, c’est-a-dire la longueur totale des recouvrements dans le premier cas,
et la longueur de la portion de T qui n’est pas recouverte dans le deuxiéme cas,
est asymptotiquement égale 4 la moitié de la longueur de la réunion des kI.
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