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since exp Cx < 2, K is unramified over k. In particular, f; = f, and therefore the
proposition is completely proved.

Remark. By means of Theorem 2 of [9], we can obtain for each ve{l, 2,
3, 4}, an upper bound of Dy for the CM-fields K which have the properties of
Theorem v but are not contained in any biquadratic field. However the
estimates are complicated; so we omit the details here.
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di-tse

ACTA ARITHMETICA
LV (1990)

Darstellung total positiver ganzer algebraischer
Zahlen als Summe N-freier Zahlen

von

RoTRAUT LAUN (Marburg)*

L. Einleitung. Evelyn und Linfoot untersuchten in einer Reihe von Arbeiten
[2]*[6] das asymptotische Verhalten der Anzahl A,, (v) der Darstellungen einer
natl:-irlichen Zahl v als Summe von m N-freien Zahlen fiir v— co. Eine
Wtiirliche Zahl heiBt N-frei, falls sie nicht durch die N-te Potenz einer

mzahl teilbar ist. Barham und Estermann [1] verbesserten die von ihnen
“zielte Asymptotik fiir m > 4. Mit Hilfe der Hardy-Littlewoodschen Methode
®thielten sie

=1

{I.] : g . -2+ 1N
) An) = iz SWHOV T loghy) - (m > 4)
Injt
(_1)m+l) ( (_”m )

S(v): = e it

oi= I1 (1+p) 1L (i
ung
(19 -

3, falls N=2,m=4,
2, sonst.

:“ (7] verallgemeinerten Evelyn und Linfoot die Fragestellung, indem sie fiir
% das asymptotische Verhalten der Anzahl A4,,(v; b, a) der Darstellungen

“Mer natiirlichen Zahl v als Summe von m N-freien Zahlen untersuchten,
Clche in einer festen Restklasse b (mod a) liegen. Man setzt voraus, daB (a, b)
“frei ist und daB v = mb (mod a) ist, da andernfalls 4_(v: b, a) = 0 ist. Mirsky
2] verbesserte ihre Asymptotik fiir m > 3.

Setzt man a = [] p§’, so erhielt er mit elementaren Methoden
=1

v\" ' 1
[13) A,.(v; b,a) = S(v: b, a) ((—) 0
a m—1).
e (m=1)
* Diese Arbeit ist eine gekiirzte Fassung meiner Dissertation. Herrn Prof. Dr. W. Schaal, der
Arbeit anregte, bin ich fiir seine vielfaltige Unterstiitzung und Betrcuung aufrichtig dankbar.

Ch Herrn Prof. Dr. J. Hinz danke ich fiir viele anregende Gespriche.

+0(V"'_2+rm—-1"1"n‘rr+‘)) (m=>3)
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mit .

1 (=1t i
S(v; b, a):= 1——— (1+—_;—) I1 (1+—-81:_"1)
o= 11 (1) 11 (grre) L o

Py PGS
fiir jedes & > 0, wobei die O-Konstante nur von & N, m und a abhéngt. Fiir de?
Fall m =2 sei auf [16] verwiesen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das Ergebnis (1.1), (1.2) auf algebraisch?
Zahlkdrper zu iibertragen. In einem Zahlkérper K vom Grad n wird dés
asymptotische Verhalten der Anzahl der Darstellungen einer ganzen algebrd’
ischen total positiven Zahl v fiir N (v)— oo als Summe von m total positive®
N-freien Zahlen untersucht. Eine ganze algebraische Zahl ¢ heiBt N-frei, fall
das Hauptideal () nicht durch die N-te Potenz eines Primideals teilbar ist. Ich
erweitere die Untersuchungen von Barham und Estermann dahingehend, d
die N-freien Summanden v; noch in Restklassen eines festgewdhlten Modul$
a liegen.

Wichtig fiir den Beweis von Barham und Estermann ist die Abschatzuo$
(hier im Spezialfall N = 2)
q-1T 1/2
b

[IC(1/2+¢&+it; b, g)dt <

T
N

0 <& < 1/6)

=0
mit

8

1
{50, 9i= % 5 (Res>1)

i=1
I=b (mod q)

Bei der Ubertragung auf Zahlkorper macht diese Abschiitzung groBe Schwierig
keiten, da der Modul nicht schlechter als mit g*/2 eingehen darf. Daher wird 1
§3 anstelle von [(s; b, g) eine Verallgemeinerung der Funktion

i e(bl/q)

5 (Res>1), e(x):=e*™,
=1

Yis; b, q):=

betrachtet. .
Diese wird mit Hilfe einer weiteren Funktion abgeschitzt, welche i
Spezialfall K = Q definiert ist durch

2 e(bl,
0(5;b,,9:= 3. “C D exp(—11y),

I=1
wobei y > 0 ein geeignet zu wihlender Parameter ist (vgl. die Hilfssat?
3.3 und 4.9).

Bezeichnungen. Es sci K ein algebraischer Zahlkdrper vom Grad '
=r;+2r, (mit der Gblichen Bezeichnung) iiber dem K&rper der rationalé?
Zahlen. € sei die Gruppe der Einheiten von K. Ist y eine Zahl aus K, so werd?®
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Wit y®» p=1,...,n die n Konjugierten von y bezeichnet. Mit N(3)
=y . -y™ werde die Norm, mit Sp(y) ="+ ... +9™ die Spur von
7 bezeichnet. y > 0 bedeute im Falle ry>0,daBy? > 0istfirp=1,...,r;
m Fajle r, = 0 bedeute es y # 0. Fiir ganze Ideale f in K bezeichnet N (f) die
Orm, ¢(f) die Eulersche Funktion, u(f) die Mébiusfunktion und g(f) den
QUadratfreien Kern von . Fiir eine ganze algebraische Zahl & aus K werde
M(¢) = p((&)) gesetzt. Unter p verstehe man stets ein Primideal. Dem Kérper
_Ordne man in der von Hecke [9], §2, beschriebenen Weise einen Bereich
g'_ldealer Zahlen zu. Ist € 3, so werden wie bei Hecke mit 8P p=1,...,n,
id}e n Konjugierten von € bezeichnet. Mit &, f, ,... werden stets ganze
Cale Zahlen bezeichnet. 3 zerfillt, den Idealklassen entsprechend, in h Klas-
%0 der Gestalt & = R () = {Gol 0e K} (€2 # 0). Es seien &,, ..., 6, 3—{0}
“Stgewihlte Reprisentanten der h Idealklassen. d sei die Diskriminante
Und b = (§) die Differente in K. Fiir z=(z,,...,2)eC" und ¢eK setze
Man N(z) = z,-... 'z, Sp(£2) = Wz, + ... +&E™z, und Sp(l2) = |EV)z, + ...
+ |£™) z,. Die durch die Symbole O und < implizierten Konstanten, sowie die
Itiven Konstanten c, ¢,, ¢,, ... hdngen, soweit nicht anders vermerkt, nur vom

Orper K und dem in §2 festgewdhlten Ideal a ab,
221 2. Formulierung der Ergebnisse. Es seien m >3 und N > 2 natiirliche
" len. Es sei a = (d) # (0) ein ganzes Ideal, und es seien Oyy .oy O, ganze
&braische Zahlen, fir die (x;, a) N-frei ist (j=1,..., m). Man setze
a=pf-...-ph, ueN,, B=1 (I=1,...,u),

Wobei fiir =0 a = (1) gelten soll.

Bei festem le{l,...,u} sei g, die Anzahl derjenigen o (G=1,...,m),
Welche durch pf' teilbar sind.

Es seien die Heckeschen GroBencharaktere A,, ..., A, moda durch

A@:= TLIE ™, @#0 (j=1,..,m)
=1

%geben, Es sei v eine total positive ganze algebraische Zahl mit

v=oy+ ... +a,(moda).
Man definiere
n Hr(l_ﬂ/ﬂ]
T, = l-[ A=t - ¥
P=lrm—i ¥ V,)
j=1
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; - T e | =yt
Sy(v; a,, cees Oy a):= Jgﬂ(l +[N(p)"—l)’“_1) .;ll;[; (l +(N(p)~——1)"’)
1 -m u (_l)m
xﬂ(’_mm") .];11 (”(N(p.)”""—l)"“)
bt
u (_l)g;+l u 1 g1
I I e 3] o SR
g N;]JIMI ( +(N(p,}”"‘—l)") ;1;110( N(P,)”“*)
OHN;

Der Term S,(v; a,, ..., ,, a) wird in den folgenden Féllen gleich Null:
1. Fall: Es existiert ein p, mit N (p,) = 2, p¥ ™! |la, p} " !||v und g, gerade:
2. Fall: Es existiert ein p, mit N(p) =2, p}' ! [la, p}'|v und g, ungerade-
3. Fall: Es existiert ein p, mit pf’[a, p/lv und g, = 1.
Der dritte Fall kann nicht eintreten, wenn o, = ... = a,, ist.

Satz 1. Es sei K ein total reeller Zahlkorper. Fiir N(v) = 2 gilt:
A5 By sy Ty U)o 3 Ay oA (v,

vy>=0, N-frei
vj=aj(moda)
VeVt ot v,

= N(v))mqi' - _"' V) Sy(v; o ! y
(N(a) s L A St e 4 ONOP g M)

mit

2-(1_UN), falls m = 4,

B, = 3/241/2N, falls m =3, B, = 2—1/N
Y7 Im—2+1/N, fallsm=4; "? |1—1/N —
2—1/N’ '

Die O-Konstante hingt nur vom Korper, von m, von N und vom Ideal a ab-

Bemerkungen: 1. Die Exponenten im Restglied hingen nicht vorm
Korper ab.

2. Der Exponent des Logarithmus ist fiir m > 4 besser als derjenige vor
Barham und Estermann in (1.1) bzw. (1.2), wenn man K = Q wahlt,

3. Fiir m = 4 ist im Falle K = Q das Restglied besser als dasjenige vqﬂ
Mirsky in (1.3). Fiir m = 3 liefert die Methode von Mirsky im Zahlkérper vor?
Grad n > 2 ein schlechteres Restglied als in Satz 1, da bei der Ubertragung def
elementaren Methoden im Exponenten von N(v) der Korpergrad eingeht.

4. Offenbar ist A,(v;a,,...,%,, a)=0, wenn (x;,a) nicht N-fre!
(j=1,...,m) oder v#a;+ ... +a,(moda) ist.

Im beliebigen Zahlkorper gilt:
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% SATZ 2. Mit denselben B,, B, und derselben Summationsbedingung wie in
atz 1 gilt fiir N(v) = 2:

Zexp( ZM)

k. . v

:.-.(‘fy__{_v_))m—l. lm=1yr2 - 1 - Kamz-1(2) u.s -

N@) &m0 | Jarregn \ TGmf2) ) N o S @
+O (N (log N(v)ff2t +r),

Wobei K | die l-te Besselsche Funktion dritter Art rein imagindren Argumentes ist.

i Bemerkungen. 1. Man beachte, daB im nicht total reellen Zahlkorper
'© Menge {(v,,....,v,)| v,>0, v=v,4 ... +v,} nicht endlich zu sein
Taucht,
2. K3mz-1(2) ist positiv (man vgl. zB. [17], 6.22).
" In dieser Arbeit wird nur der Beweis von Satz 1 ausgefiihrt, da die
p[l'_ls'l)rechenden Beweismethoden im beliebigen Zahlkorper wesentlich kom-
lerter werden. Aus Griinden der Ubersicht wird Satz 1 fiir den Fall N = 2
Wiesen. Fiir N > 3 verlduft der Beweis analog,
Im folgenden sei K ein total reeller Zahlkérper.

G 3. Heckesche GréBencharaktere. Es sei ¢ = (&) 5 (0) ein ganzes Ideal. Die
Tuppe der Einheiten mod ¢
€(c):={ne€ n>0,n=1 (mod )}

I8t o . - ;
s‘.elne freie abelsche Gruppe vom Rang n—1. Sind #,, ..., n,-, Grundein-
Citen modc, so ist der Regulator mod ¢ gegeben durch

R(c): = |det(log|n|, ..., 1ogIn¥ 1)p=1,...n1]-

Erfr n=1 werde R(c) =1 gesetzt. Es sei e(c):=[€: €(c)]. d#0 und f#0
d:}_Be_n “assoziiert mod ¢”, wenn df~'e€(c) ist. Zu b= (b,, ..., by_,)€Z"""
Niere man die Zahlen E, (b), ..., E,(b) durch

S8) Y E(b)=0, ¥ E/(b)logn® =2nb, (p=1,...,n).
g=1 g=1

?Ei)le l'llw"cck.-;schen GroBencharaktere Amod ¢ und die 2" Vorzeichencharaktere
U fiir ;i £ 0 definiert durch

A(R) = A,(a):= H | P~ it
(3‘2) p=1

) n ﬁ(p} ap
()= ]] (Iﬁ“"l) y @y, ...,a,€{0, 1}.

p=1
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Es sei KK = K(€5), wenn K die Klasse von % ist. Im Falle % = 0 ist die Klass®
R! noch zusitzlich festzulegen; dies wird im folgenden stets aus dem Zusam”
menhang hervorgehen. _

y > 0 sei ein Parameter, der spiter geeignet gewahlt wird. Mit s = g+
definiere man

Vs %, 40, Orm T e(&(%))-“”"m @> 1)

B IN(A)F

fieR’
o(s: %, 40, ¢, y):= Y e (S ﬁﬁ))_(lv){ﬁ)_ (_IN(ﬁ)I);
(s; %, Av, ¢, y) ;%{’e( P(E-o,r Nar P\

Q(s; &, Av, ¢, y):=Y(s; %, Av, )—P(s; %, Av, ¢, y).

Hierin durchliuft i ein volles System mod ¢ nicht-assoziierter ganzer Zahle?
aus der Klasse &', wobei /i = 0 ausgeschlossen ist (was durch den Strich a®
Summenzeichen angedeutet wird). Wegen des Faktors exp(—|N(A)l/y) ist
®(s; %, Av, ¢, y) eine ganze Funktion. Ferner definiere man

. L , (o) (@)
L(s; %, Av, €)= ﬁﬂ%(od ’~——-le]|3 (o> 1).

Ziel dieses Paragraphen ist es, die in Hilfssatz 3.3 angegebene Entwicklung fiif
Q(s; #, Av, ¢, y) zu beweisen.
Wie man leicht sieht, besteht die Beziehung

(3.3) Yis; % Av, )= ) e(Sp(%E.g))-C(s; é, Av,¢) (o >1).

@(modc)
[

Bekanntlich gilt:
#6\\ _[N(), fallsz=0 (mod¢)
o ﬂéﬁ‘, e(SP (?3)) - {0, falls # # 0 (mod c).

Analytische Fortsetzung und Funktionalgleichung von {(s; %, 4v, ¢ ergebe?
sich aus [9], & 5-6, wie von Friedrich in [8], §3, skizziert wurde. M&
vergleiche hierzu auch Rausch [15], § 5. Wendet man diese Ergebnisse auf (37 )
an, und beachtet man noch (3.4), so erhidlt man

HiLrssaTz 3.1. Die Y(s; %, Av, c) sind ganze Funktionen, wenn Av # 1, ode!
wenn v =1 (d.h. alle E(b) und a, = 0) und % # 0(modc) ist. Im Falle v =
und % = 0(mod c) besitzt Y als einzige Singularitdt im Endlichen einen einfache”
Pol bei s =1 mit dem Residuum

RO,
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Es gilt die Gleichung

i*» (%) I'(1—s; v)
()(&) I'(s; Av)

ALV N() S L(1—s; %, Tv, ©)

mit
A:=(dn™""2,  T(s; hv):= [1 I(3(s+iE,(b)+a,)).

Im Falle % =0 ist v*(%): = v*(R) zu setzen.

Auf dem Rademacherschen Wege [14] erhilt man mit Hilfe von Hilfssatz
3.1 ihnlich wie bei Rausch [15]:

HiLFssATZ 3.2. Es sei 0 < g, < 3/2. Fiir —gy < 0 < 148, |s—1]| = 1/4 gilt:
W(s; %, Av, ) < N(¢)' Yo L1+ &) [] la,+3+s+iE, (b)* T~ 2.
p=1

HILFssATZ 3.3, Fir 0 <e < 1/4 und s = (1+¢)/2+it gilt:

Q(s; %, Av, ¢, y) = I'(1—s)y' "SResi(z; %, iv, ¢)

z=1

3,-(2 n 2 n
+O(¥ ]'[1 (1 +|t+Ep(b)|)““2)+O(TTﬂ [1@ +|r+Ep(b)|)‘3“’f2).
P= p=1

Beweis. Die Mellinsche Umkehrformel liefert:
|N(ﬁi)|) 1 32+im yw
xp| —— | =— I(w)y———dw.
( y 2mi 3;2'[fm ( )IN(#H

Summation iiber 4i und Vertauschung von Summation und Integration ergibt:

3/2+im

1
d(s; %, v, ¢, y) = 5 | Twy*y(s+w; %, v, )dw.

2 32—

Bel'i'li:l(sil;:hligt man die Residuen des Integranden bei w=1-s5,0, —1, so
Crhae man

D(s; %, Av, ¢, y) = Y(s; %, Av, )+ (1 —s) y* “*Resy(z; %, Av, )

z=1
1 1 —32+iw
—=YE=1 % A0, )+=— | TWy" y@+w; %, dv, Jdw.
y 2 _ 33—
We“det man Hilfssatz 3.2 auf den dritten Summanden der rechten Seite mit

fo=(1 —g)/2 und auf den vierten Summanden mit e, = 1 —g/2 an, so folgt die
auptung. m
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Bemerkung. In jeder Schar mod a assoziierter Zahlen v > 0 gibt es ¢i?
Element mit

(3.5 N <v® < No)"  (p=1,..., n).

Wegen A,,(v; &y, ..., U, @) = A, (7V; &y, ..., a,,, ) fiir alle e E(a) wird dahef
0.B.d.A. vorausgesetzt, dal die Zahl v >0 (3.5) erfiillt.

4. Asymptotische Entwicklung der erzengenden Funktion. Es sei ye K, und
f = (@) sei der Nenner von (y)d. Man setze

(4.1) y=PB/és, (B, ¢)=1

Die ganzen lIdeale f, = (¢,) und f, = (¢,) seien durch { und a bestimmt durch
f=1,f2 a(f)la, (f;, @) =1. a sei eine ganze algebraische Zahl mit (a, a)
quadratfrei, A sei ein GroBencharakter moda, gegeben durch

Ay = [T 142~

pP=1

fi#0.

Man setze
c=af(a, D=

w=(w,y,..., w)eC" sei durch x = (x,, ..., x,)€ R" und v definiert durch

mit &:=d¢(d, ¢)~ L.

1
W, = x,+:ﬁ p=1,...,n.

Man definiere 0 = (0,, ..., 0,)eR" als

0,:=mn/2—|Arg(—iw,)| >0 (p=1,...,n),
ferner
1
Lo(e): = max —[logle®|| fiir ee€.
1€p=n“p
My, -+-1 Ha—1 Seien Grundeinheiten mod ¢, welche die Bedingung von Hilfssat?

1.1 bei Rausch, [15], erfiillen. Beziiglich derselben seien die Zahlen E,()
gemal (3.1) gebildet.

Mit obigem w (in Abhingigkeit von x) erklire man als erzeugend®
Funktion

F(x, 4, a):= )
>0
E=a(mod a}

A (G W (5) e(Sp(Ew)).

Ziel dieses Paragraphen ist es, die Asymptotik fir F(x+y, 4, a) i*
Hilfssatz 4.10 zu beweisen. .
Bekannten Eigenschaften der Gammafunktion entnimmt man
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HiLrssatz 4.1. Im Streifen 1/2 <o <2 gilt fur u,, ..., u,€R:

I (—iw,)~+0) F(s i) < NGO~ exp(— 3 Oylt-+uf) [T (1+le+u ™.
q=1 p=1

P=

HILFSSATZ 4.2. Es seien 1/2 < 6y < 2 und 0 < 0, < 3. Mit s = ao+it gilt:

ogtion

11 ]' § { ‘F!(s? o]’ “)dsl <‘¢ lQ‘c)lN(“,)‘ ﬂCl(“l. ol .8 ]_(’U+Gl+1j2]
b go—ix

(—2miw )+ LY
yba_)EZ"Y lauft.

~ Bemerkung. Im Falle n =1 ist, wie auch in den folgenden Hilfssdtzen,
Gie Summation tber b wegzulassen.

p=1

Wobei die Summation iiber alle b= (b, ...

Beweis. Mit Hilfssatz 4.1 folgt:
G(UO) J]; W)

CINO~®Y. § TT L+l +E Gl exp(— . 0,1+ Ej(b))dc.
q=1

) b —wp=1
Analog zu [15], Hilfssatz 2.1, folgt fiir n > 1 mit einer Korperkonstanten
0: :

n 'S l _b
_— ; 0,1t +E,(b)]) < CXP("“ L LL(::I.,))'

q=1

Wie in [15], Hilfssatz 2.2, erhilt man:

n=1 1bq‘ ) 0
—e Y ) ¢ =—=—R(c),
g‘exp( C,;Ls('fq) 0, ...-0,
Wit g, := max 0,.
1=g=n

Wegen exp(—yz)z* < y~" fiir y>0, 220, 0 <u <10 folgt:
exp(—éé;l O,lt +E.,(b)|)-£[1 (1+[e+E @)+~ < ,,lil. 05 teo+er=12),
Mit Hilfe der Substitution 0,,(t+E, (b))t erkennt man, daf
uf exp(—1 il 0,1t + E (b))dt < 104,
o =
Insgesamt folgt die Behauptung. =

Die folgende Transformationsformel stammt von Hecke [10], §4, und
Rad&macher [13], §3.
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HiLrssATz 4.3. Es sei z = (z, ..., 2,)€C" mit Rez,> 0 (p =1, ..., n). Fir
a, >0 gilr:

gotixm

1
rﬁ;{t} cxp(_ SP(qZ)) = 2IiR(C) Z _‘l Pb(sp 0; Z]ds,

b oo—im

wobei die Summation diber alle b= (b,, ..., b,_)eZ"™ ' liuft.
Im folgenden sei
M(©): = {ge R(d; ?); 2 ¢ = a (mod a)}; M (7):= {oe M (7); 724 >0}
und
c(#): = (@f—pR)/(&, §).

Man definiere auBerdem:

con. 1y T(s=iV)
PA{st W). st pl:[l (__ZRI-WP)&'—I'V‘,

HiLFssaTZ 4.4. Fiir 0 <e¢ < 1/4 gilt:

(¢ >0).

Fx+y,4,0) = Z(x+y, A, )+ U, (x+7, 4, &, p)+ U,(x+7, 4, «, y)
mit

1 ax ()
4.2) Z(x+7y,4,9):=———P (1: w) (s ( )) L]
YT AN alls ¥ it%g;,}e P\&s ; N(t)®

c|t2e(R)

#0)e(Sp(# é(W+?)))eXP( —'iv—)ﬁ‘:’l')?

h

Ul(x"'}':A!a! }’):= Z Z’ ﬂ(‘f) z’

=1 ® éeM (3)
teR(d;)

1
2mi ZRN(G)R(C)e(Ogg‘Q{E‘n] ( (?))

Uraic | (Ad0)({E) u(®) £2 c(%). A
(1+e)2—iom (), Wx_ Q(S’ T C(Jt.’), A’tb v, ¢ y).Pb(S, 0’ WJdS‘

Uy(x+7y, 4, 2, y): =

x

wobei die Summation iiber alle b = (b, ..., b,-,)€ Z"~" lauft und A, durch (32
definiert ist.

Beweis. Bekanntlich gilt: p*(§) = 3 u(t). Setzt man t = (), so gibt €5
. - - — - ‘ZI{ - - -
wegen t*¢ ein ganzes geR(f~2) mit ¢ = {24, Man erhilt:

Flx+y, A, &) = U, (x+7y, A, a, Y+ X;

E==§ Y @) ¥ f’é)dsp(flé(vvﬂl))(l—m(—lﬁj@))-

=1 (1 oM (1)
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wtgen alc ist A auch ein GroBencharakter modc¢. Um die Beziehung
A(#25) = A(#2) A(¢) ausnutzen zu konnen, muB man iber alle modc

Nicht-assoziierten Zahlen von  summieren. Beachtet man (4.1) und zerlegt die
Umme iiber ¢ in Restklassen #(modf), so erhilt man insgesamt:

h

0y gL CA@ (Sp(—br ) £0)
) e(c) jgl ﬁ{n%di) %, R
ReR(&] 2) reR(dy)

mit

o= T A(e")(l—exp(—ﬁ;;@))e(smfzéw))-

deM [ (2)
¢ =%(mod )
Indem man in der absolut konvergenten Reihe fj(f) die mod ¢ assoziierten
hlen § zusammenfaBt und Hilfssatz 43 mit z, = —2mit™?§"w,

-

=1, ..., n) anwendet, erhdlt man:

-
AWINGE 2m‘lR(c) 2 A[é)(lrew(—l—%))

(@)
ﬁEM;(ﬂ
¢ = % (modf)

+ioo =2 =
xzz !' lh{r g]

5 2-iw IN(EZ Q)

Binsetzen von (4.4) in (4.3), Vertauschung von Summation und Integration und
Aﬂﬂosung der Bedingung #2¢ >0 durch Vorzeichencharaktere liefert:

-P,(s, 0; w)ds.

2tie  (Ad,v)(£2) p(d).
2m2"R(c)e(c)):'ZZ § X IN(9))*

j=1 v b 2-iw ()

gj(s, ) Py(s, 0; w)ds

teR(&y)
it
5 o 0f ( (_IN(Q)I))_(A%U)(Q)_
gj(s$ t)'”_ %:} (SP(T) —exp y IN(é)ls

geM ()

"“ﬂﬁsung der Kongruenz 2¢ = a(mod a) mittels (3.4) ergibt

1 ot o
gj(s 1) = N “'Eﬂ (Sp<%))-£2(s; £2¢(%), Adyv, ¢, Y).

keR(&d)

Verschiebt man den Integrationsweg nach links auf die Gerade o = (1+é)/2
Und peachtet nach Hilfssatz 3.1 das Residuum des Integranden bei s = 1, so
Olgt die Behauptung. =
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Fiir ein ganzes Ideal t s (0) definiere man

1, falls aus p|t folgt: 0 <1< 2, also t 3-frei,
E;():=1,
,  sonst.

HILFssATZ 4.5. Fiir o > | und %eR(&6) gilt:

0. KM _ E,(12) 1(a(i2) . pu(m) i
H(S; X)- IE( Nu)s CK(S)H(N(p)S_I)H(l_N{p)_s) “'Zh N(m)’
e 12c(%) pliz pla afy|m2 (&8 — p&)

Beweis. Mit Hilfe elementarer Umformungen zeigt man:

. uit) p(m)
He%= 2Ny % Newy
t,a)=1 afy |[m2(2p — k)

Die Behauptung folgt nun dhnlich wie im rationalen Fall [1], §4. »
Einsetzen der Gleichung von Hilfssatz 4.5 fiir s = 2 in (4.2) ergibt:
HiLrssaTz 4.6. Es gilt:

E,(f,) ulg(f,))P (15 w)
f\/éfzx(zm(a)ﬂ(N(pF—l)ﬂ(t—N(pr’)

o) 3 #o,
xﬁ{ngdn]e( B @5 1;5:‘ N(m)?

ReR(&3) afy |m2 (&f — &)

Z(x+y,A,q) =

HiLrssatz 4.7. Es gilt:

Z(x+y, A, ) K NOINH ™' T (14N x, )7t

P=1
Beweis. Aus mla und.af,jm? (@f — %) folgt f,jma, d.h. N(f,) < N(a)?. D?
die O-Konstante von a abhiingen darf, erhdlt man mit Hilfssatz 4.1:

Z(x+y, 4, 0) < INW)| ™ N(F,) ™ Eo(fF,) [T (N> —1)".

pli2

Wegen E,(f,) [[(N(®)*~1)"" < {4(2) N(f,)~* und wegen (3.5) folgt die Behaup”
If2
tung. m ’

HILFSSATZ 4.8. Fiir 0 <& < 1/4 gilt:
Ul(x—f_?: A$ x, y}

1 - le)BFZ ( N(DUZ )}
L B Sl {1 3
< [N (w)|t +22 {y +ey(0,- ou D) +y”2(0,- ce 02
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Beweis. Setzt man fiir Q(s; t2¢(%), 44, v, ¢) die Entwicklung aus Hilfssatz
3 ein, so erhilt man mit Hilfssatz 3.1:

Uz(x+?s A9 o, }’) o U3+U4

it
U :=__1_ (S (aﬁ))u o2 +ie fils, Py P s Wi
d 2ni|ﬂiN(a}r;{E%c{.:g£)e g ) (1 +x}1!2—iw *
32
U O(M (c(u +o2, 1672, w)
R(q)y

Bekanntlich gilt (vgl. [11]):
[Cx(2s) 7" < (log(l21] +2)f
%0 daB mit Hilfssatz 4.5 und 4.1 folgt:
U3 < |N(w]|'“ +e)/2 yll—t)ﬂ'

(0> 1/2),

Schitzt man U, mit Hilfe von Hilfssatz 4.2 weiter ab, und beachtet man
k(14-¢) < 1/¢, so folgt die Behauptung. m

HiLrssatz 4.9. Es gilt:
Ul(x+?‘ Aa oy ,V) < y+y”2 N(v)”z'

Beweis. Mit ge(d?) bzw. 7€(d;) ! durchlaufen § = od; ? bzw. £ = 7d; alle
8anzen ideale Zahlen aus RK(&; %) bzw. K(d,). Ist A der Ring der ganzen

Ugebraischen Zahlen in K und ¢:= min |N(d D12, so folgt wegen (47) ganz:
Lsjsh

IUl(x+y, A, o, ) < zh: ey exp(—E\(;i)l)-exp(—ZnSp(ltzglv"))

j=1 @  eedy L5

te(&;) = !

h N =
¥y I X Z=XP("|c—f}l)'“"P(—ZnSp(h“aeiv -
S Bl

Sing &, ..., &n—y Grundeinheiten in K, so durchlaufen mit m,eZ und
&40, 1} +ef™*i- ... g2 "> alle Einheiten von K. Also folgt:

lUl(x+?) Av «, y)l

h
Sy ew(-M) 3 ep(-aspges . aion )

I=1 @ Sy eene Sp- 1= O vefky) !
eed,
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Da iiber (g), ¢ # 0 summiert wird, kann man o0.B.d.A. voraussetzen:
4.5) ¢, IN@I""N() ™ "< |09v@ Y < ¢,IN@I""NW)™ " (g=1,..., "

mit positiven Korperkonstanten ¢, c,.

Stellt man © mittels einer Basis von (&) ' dar, so erkennt man, dab
Sp(|z? &+ ... *gin-f|) eine reelle positiv definite quadratische Form in ganze?
M,, ..., M, ist, deren Koeffizienten nur vom Korper abhingen. Also gibt &
eine Konstante ¢; > 0, so daB fir alle s,, ..., s,—,€{0, 1} gilt:

(4.6) Sp(le?ey- ... eril) = c;(Mi+ ... +M]).
Aus (4.5) und (4.6) folgt mit einer Korperkonstanten ¢, > 0:
Ul(x+?5 A’ o, y)

<) exp(—ll(g—)-l) i
(g) Mi, s

Cy Mp=—w

exp(—csIN@I""N) ™ "M} + ... +M3)
gedK

Aus dieser Ungleichung folgt nun leicht die Behauptung. =
HiLrssATZ 4.10. Fiir N(v) > e* gilt:

F(x+7, A, a, y) = Z(x+7, A, a)+ O (N(f) (log N(v))*? ﬁ (1 +NW|x,))
p=1

+N{H'ZNE)'(log NW)? [T (1+ N(v]”"ixp|)”2)-

p=1

Beweis. Mit (3.5) folgt:
0, = arcsin (1/(v?|w, D) > (1+ N x, )t
Wihlt man

y=N®ogNm)* [T A+ NMY™x,l), &= (logNW)™*,
r=1

so folgt die Behauptung mit (3.5) und den Hilfssdtzen 4.4, 4.8 und 4.9. ®
5. Beweis von Satz 1 fiir N = 2. Fir die ganze algel:;raische Zahl v >
gelte:
N(v) > N(b)%e*.
Fir M > 1 sei

L(M): = {yeK]| (y)d hat einen Nenner f mit 1 < N(f) < M}.
Bekanntlich gilt:

(5.1) Y 1=
y(modd~1)
()0 hat Nenner |
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Z.um Beweis von Satz 1 verwende man die Rademachersche Version der
Siegelschen Fareyzerschneidung, [13], Hilfssitze 2-4:

HILFssATZ 5.1. Es sei M > N(b). Fiir ye L(M) sei ®, bzw. $, die Menge
dler 7 = (zy5 0.5 2,)ER" mit

. 2"M M
1+ M3z —yP)) < bzw. € —.
pl;ll( + Izp Y < N ZW ,—-—N(b) N

Der gn lipt sich in Jordan-meBbare Bereiche §, zerschneiden, ye L(M), so dafs
gﬂt;
L. y ist der einzige Punkt aus L(M), der im Inneren von §, enthalten ist.

IL Ist y, =y, (mod d™"), y,, y,€L(M), so sind §,, und §,, kongruent.
III. Fiir jedes ye L(M) gilt:

Im folgenden wihle man

M = N(v)'/2,

By gej Q,, ..., 2, eine Basis von d~!. Man definiere z = (z,, ..., z,)JER" durch

z, = Y P,  u=(uy,..., u)eR.
=1

I)llrch die Transformation z—u gehe &, in &, iiber. Es sei
€:=R"—,

4n(v; a, ..., a,, a) besitzt die Darstellung (vgl. [13], § 6.1)

62 o4 (viay, ..., 0 0)

1 m
= I." H F(z, Ay, a,j)e(—Sp(vz})dul'... -du,.
0 j=1

Da der Integrand in (5.2) fiir mod b~ ! kongruente z jeweils denselben Wert hat,

AN man nach Hilfssatz 5.1 das von z durchlaufene Fundamentalparallelotop
Mod b~1 ersetzen durch die Vereinigung der §,, die zu einem vollen System
Mod -1 jnkongruenter y€ L(M) gehdren. Man erhilt

(5.3) PRV ooy Ui )

m
= f- 1] Fz, 4p ) e(—Sp(vz))du,- ... du,.
y(modd~1) B, j=1
1sN(IsM

Map zerlege den Ausdruck A, (v; @y, ..., %y, @) in (5.3) wie folgt

(5'4) e 4 (viay,...,0,0 =L +L,+L,+L,
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mit
Li:=Y ¥ | T 2@z, 4;, «)e(—Sp(vz))du,- ... -du,;
f y(modbd~1) - f=1
(y)0 hat Nenner |
Ly:=— Y §- (Il Z(@, A, «)e(—Sp(vz))du,- ... "du,;
¥(modd~!) - j=1
N(H>M
Ly:=—= Y [ (Il ZG, A, a)e(—Sp(vz)du,- ... du,;
y{modb~—1) & j=1
1SN(DSM
Li:= Y |- . _[(H F(z, Aj, &) — H Z(z, A, o))
Iiﬁlﬂﬁt{i‘:“} v =

xe(—Sp(vz))du,- ... du,.
Man definiere
Xi=(Xg, .00y X)) =2—7.

Analog wie in [13], § 6.5, zeigt man fiir eine Konstante > 1:

1

(5.5 | - ngl(l+N(v)”"|xp|)"5du,- ... rdu, @m;

66§ § T+ N0 ) duy .. duy <, NO)H DN,

(39

fiir jedes &£ > 0. Dabei bringt “<,” zum Ausdruck, daB die O-Konstante v0?
£ > 0 abhdngen darf. Setzt man in (5.5) bzw. (5.6) f = m, so erhilt man mit
Hilfssatz 4.7 und (5.1)

HiLFssAaTz 5.2. Mit dem in Satz 1 definierten B, gilt:
L,<N@/* (j=2,3).
HiLrssatz 5.3. Fiir u = (u,, ..., u,)ER" gilt:
F(u, Aj, a) < N(v).

Beweis. Wegen (3.5) folgt mit einer Konstanten ¢ > 0:

¢
F(u, A;, a) < expl ————S ,
( J j) .{;0 p( N(V}”" p(lél})
Zerlegt man den Bereich {>0 in Bereiche {{ecd,| P,
g1, nly Pyoiss

HiLFssaTz 5.4. Es gilt:

A = JIF(E, A alIFG, 4, o) duy-

y{modd =
] QN(ﬂSM

< @ < pq.q.l;
P,)e Ny, so folgt leicht die Behauptung. =

. -du, < N(v).
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Beweis. Es ist

I [1F(z, A,y a)Pduy- ...

du, = Y
E>0
& =aj{moda)

(Letztere Ungleichung folgt wie in Hilfssatz 5.3))

Da der Integrand in Hilfssatz 5.4 fiir mod b~ ! kongruente z denselben
€rt hat, folgt mit Hilfssatz 5.1 und Cauchy-Schwarz die Behauptung. =

u*(€)exp(—2nSp(I&lv™1)) < N(v).

HiLrssaTz 5.5. Mit den in Satz | definierten B,, B, gilt:
L, < N(v)/'(log N(v))*=.

Beweis. Hilfssatz 5.1 ergibt mit ze§,:

(57) T (1N ) < 2 N0
FNO)x,)) < el
F];ll( ( I pl) N(f’)
Mit den Hilfssitzen 4.7, 4.10 und mit (5.7) erhilt man
(5.38) Fii=F(x+y, Ap a) = Z;+U;
Ijt
©9) Z,<Z:=NWNH* ] (1+ N6 Ix,)) ™
p=1

{s'lﬂ) U;<U:=N()">N(»)*'"?*(log N(v)*? ﬁ (1+ N ""x )2

Aug (5.8), (5.9) und (5.10) folgt:

By HFJ HZ&U(Z |Fy .

=1 i=1

Mit (5.5) und (5.1) erhiilt man:

Fo-2-AVFu-1- 14274,

[ fUZ" Vdu,- ... -du, < NOP (log N(v))'/3.

y(modd-1)
1=N(h=M
Wegen (5.11) bleibt zu zeigen
by v U ): Fy' oo Frge 1m0ty .. -du
y(modd~1) * @
LSN(hsM

W < N (log N(w)).
gen (5.7) folgt:

{5,13] U < N()¥* (log N(v)*>.
Fiir ,, _ 3 folgt (5.12) mit (5.13) und Hilfssatz 5.4.

= Acta Arithmetica LV.2
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Es sei m = 4. Sicherlich gilt:
UIF| < U*+UZ.
(5.9) bzw. (5.10) ergibt:
UZ < N(v)**(log N(v)*>.
Zusammen mit (5.13) erhdlt man
UIF| < N(v)*?(log N(v))*?.

Mit Hilfssatz 5.4 folgt nun (5.12).
Es sei m = 5. Sicherlich gilt:

U|F,||F| < U*+UZ2
Wegen (5.9) bzw. (5.10) ist
UZ? < N(v)*'*(log N(v))*/3.
Zusammen mit (5.13) erhdlt man

(5.14) UIFJIF| € N(v*'*(log N(v)*".

Die Summe Z [Fy .. Fpeg-j||[Fm-1-*" besteht aus m— 1 Summande®

welche das Produkt von m—1 F s sind. Von diesen m—1 F; spalte man chﬁ'ls
zwei ab, um U|F,}|F| wie in (5. 14) abzuschitzen. Von den restlichen m—3 F/*

schitze man m— 5 mittels Hilfssatz 5.3 ab. Wendet man nun Hilfssatz 5.4 an, $¢

folgt (5.12). m

HiILFSSATZ 5.6. Es gilt:

T S5(V; 0y oeny Oy, Q).

- (dey o
N/ /4 |"' 0]

Beweis. Wegen z = x+7 folgt mit Hilfssatz 4.6:

Es
T 1A @ N@ TI(1-N@) )"

L

x [ rmI P.,(1: wye(—Sp(vx))du,- ... du,

-x j=1
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it

L;: —):E (@) TINE?=1)" ¥

eliz y(modd~1)
{y)dhat Nenner |

Mz %) o)

R(ad) afy|m2 {Aﬂ - @%)

e(—Sp(v))

NaCh Rademacher [13], § 6.6, § 7.1, gilt:

@«

§ - j'lfllpaj(li w)e(—Sp(vx))du,- ...

: “du,=e ™ N ' |\/d| T, I1 4,0

Nach einer etwas komplizierten, jedoch elementaren Rechnung erhdlt man

Ly = N(a]-[‘](l —N@E) " H™S,(v; 04, c.ns Oy, Q). W

Satz 1 folgt aus (54) und den Hilfssatzen 5.2, 5.5, 5.6. m
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On the greatest prime factor of [] f(k)

k=1
by
P. Erpds (Budapest) and A. ScHINZEL (Warszawa)

In memory of Trygve Nagell

Let P(n) denote the greatest prime factor of n. T. Nagell was the first to
8ive a non-trivial lower bound for P(I] f(k)), where f is an arbitrary
k=1

il"(‘rClucible polynomial of degree greater than 1. In [5] he proved
P(T] f(K) > c(f; &) x(logx)* =*  for all &> 0.
k=1

In 1951 the first named author improved considerably the above in-
®quality by proving that for x > x,(f)

{1y P[] £(K) > x(log xr/s™osisx  with ¢(f)> 0.
k=1
In the same paper [1] he has also claimed that
@) P([] f(®) > xexp((log)*?)  with 5(/) > 0.
k=1

Our efforts to reconstruct the proof of the latter estimate have been
Unsuccessful. Instead we have proved the following

_ THEOREM 1. Let fe Z[x] be an irreducible polynomial of degree | > 1. There
®Xists an absolute constant ¢, >0 such that for x > x,(f)

x

P([T f (k) > xexpexp(c, (loglog x)'/3).
k=1

In the sequel we shall denote the nth iterate of log x by log, x, the number
Solutions of the congruence f (k) = 0 (mod m) in the interval 1 < k < x by
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