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If d =1 or 2, then there is an integer m with r < 2™ < s, and so 2™d is
a power of 2 that can be written as the sum of at most 30960 distinct elements
of A.

If d =3, then each term of the arithmetic progression

{rd,(r+1)d,..., sd}+ {a*} = {3r+a*, 3(r+1)+a*,..., 3s+a*}

is a sum of at most 30961 distinct elements of 4. The quotient of the greatest
and least elements of this set is

(3s+a*)/(3r +a*) > (3s+a*)/(3(s/5) +a*) = (15s+ 5a*)/(3s + 5a*)
=4+ (35— 15a*)/(35+ 5a*) > 4+(720n—45n)/(3s + 5a*) > 4.
It follows that there exists an integer m such that
Ir+a* < 2™ < 2™t < 35440,

Since 3.fa*, either 2™ or 2™*! is congruent to a* modulo 3, hence belongs to
the arithmetic progression above, and so can be written as the sum of at most
30961 distinct elements of A. This completes the proof.

References

[1] F.Dyson, A theorem on the densities of sets of integers, J. London Math. Soc. 20 (1945), 8-14.

[2] P. Erdos, Some problems and results on combinatorial number theory, in: Proc. First
China-U.S.A. Conference on Graph Theory and its Applications (Jinan, 1986), Annals New
York Acad. Sci, to appear.

[3] P. Erdés and G. Freiman, On two additive problems, J. Number Theory, to appear.

[4] P. Erdos, M. B. Nathanson, and A. Sarkdzy, Sumsets containing infinite arithmetic
progressions, J. Number Theory 28 (1988), 159-166.

[5]1 M. Filaseta, Sets with elements summing to square-free numbers, C. R. Math. Rep. Acad. Sci.
Canada 9 (1987), 243-246.

[6] H. Halberstam and K. F. Roth, Sequences, Springer-Verlag, Berlin 1983.

[71 M. Kneser, Abschatzungen der asymptotischen Dichte von Summenmengen, Math. Z. 58
(1953), 459-484. ;

[8] H. B. Mann, A proof of the fundamental theorem on the density of sums of sets of positive
integers, Ann. Math. 43 (1942), 523-527. '

[9] M. B. Nathapnson, Sumsets containing k-free integers, to appear.

[10] E. Szemerédi, On sets of integers containing no k elements in arithmetic progression, Acta
Arith. 27 (1975), 199-245.

OFFICE OF THE PROVOST AND

VICE PRESIDENT FOR ACADEMIC AFFAIRS
LEHMAN COLLEGE (CUNY)

*Bronx, New York 10468 USA

MATHEMATICAL INSTITUTE OF THE
HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES
Budapest, Hungary

Received on 11.2.1988
and in revised form on 6.7.1988 (1788)

ACTA ARITHMETICA
LIV (1989)

Notions relatives de régulateurs et de hauteurs

par
A.-M. BERGE et J. MARTINET (Talence)

1. Introduction. Soit L/K une extension de corps de nombres. L’étude faite

ans [1] des minorations géométriques de régulateurs suggére la définition
Sulvante du régulateur de L/K :

(1.1) DérNITION. Le régulateur relatif de L/K est: R vk = Qux R/Rg, ou
L;(.(“l’indice de Hasse” de L/K) est I'ordre du sous-groupe de torsion du
Quotient E,/u, Eg, les notations R,,, Hus Ep désignant respectivement le
TCgulateur, le groupe des racines de l'unité et le groupe des unités d'un corps de
lombres M.
Dans le cas d’une extension L/K primitive (c'est-a-dire sans sous-extension

Blermadio: : :
rz::!nﬂnedjalre), on trouve dans [1] une démonstration d’une inégalité de la
e

1 Ngo(d !
Ryx> C—Z[Log—x"—qé—”—x)}c (dyx est le discriminant relatif),
3

0}‘ €y, C,, C, sont des constantes dépendant seulement des signatures de K et
grDCOmmc' copftantc Cy, on peut prendre la différence r,—ry des rangs des
; UPest d’unités t.ie L et de K (on suppose implicitement que la norme du
SCl?mmant relatif est > C,). Cette inégalité est une généralisation du résultat
fai sa‘:lque de Remak. 91 sur les corps pri:nit?fs, résultat que I'on retrouve en
e tK=Qet qui est basé sur une minoration de la norme euclidienne, dans
Teseau des unités de L, en fonction du discriminant. .
Dans le cas d’une extension L/Q imprimitive, la recherche d’une bonne
Dstante C, nécessite en outre un argument de géométrie diophantienne sur la
m’—}'l()l'ation de la hauteur d’un nombre algébrique en fonction de son seul de-
g:':"-Lla hauteur logarithmique est en effet une norme dans le réseau des unités
o - Rappelons 4 ce propos une définition des hauteurs (c’est bien celle que
5 e Lang dans [7], ch. 3, §1, méme si les degrés locaux n’y figurent pas
Xplicitement).
,. (1.2) DErniTION. Soit d un entier > 0 et soit x = (Xgs ... X;) un point de
%Space projectif PY(Q). La hauteur de x est

H(x) = ([] Max|x,],,) /=),
w i
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oil L est un sous-corps de degré fini de Q contenant les x;, et ou w parcourt
tous les Q-isomorphismes de L dans les clotures algebriques Q, des différents
complétés Q, de Q (pour chaque v, il y a [L:Q] choix pour w). La hauteur
logarithmique de x est h(x) = Log H(x).

C’est ainsi que Silverman [10] a obtenu pour constante C, (vraisembla-
blement optimale) C, = r, —maxr,, ou M parcourt les sous-corps stricts de L.
(L'estimation antérieure de C,, C, > 1 sauf pour les corps C.M.,, était due
a4 Remak.)

Lors d’une visite a Bordeaux, en octobre 1987, E. Friedman nous
a suggéré d’adapter au cas relatif la démonstration de Silverman, et pour cela
d'introduire une notion de hauteur relative au corps K. En fait, la notion
usuelle de hauteur s’est avérée suffisante pour une version relative de Pinégalité
de Silverman (ou C, =r,—maxr,, M parcourant les sous-corps stricts de
L contenant K), qui est donc démontrée dés le §2. Toutefois, la notion de
K-hauteur que nous introduisons, qui fait jouer aux racines des unités du corps
K le rdle joué par les racines de 'unité pour la hauteur usuelle, nous est
apparue intéressante en elle-méme, ne serait-ce qu’a cause des généralisations
de notions et problémes classiques qu'elle suggére: nombres de Pisot et de
Salem, probléme de Lehmer, ... A ce propos, J oseph Silverman nous a suggéré,
aprés la rédaction de cet article, une plus vaste généralisation de la notion de
hauteur, attachée a un sous-groupe G arbitraire de Q¥ (au lieu d'un group®
d’unités E, comme pour nos K-hauteurs). Il est 4 noter qu'une telle
généralisation permettrait en particulier de considérer les groupes de S-unités:
Cette notion de K-hauteur est introduite au §3 (noter qu'il ne s'agit pas de la
“hauteur relative” d’'un point de P4(K), i.e. H(x)**?, comme par exemple dans
[7], ch. 3, §1); on trouve dans le §3 quelques résultats techniques. Nou$
démontrons au §4 que les propriétés de finitude des hauteurs ont des analogues
relatifs naturels. Dans le §5, nous donnons une formule explicite pour les
K-hauteurs (th. 5.1), tout a fait analogue a celle de la définition 1.2 ci-dessus, et
nous introduisons les notions de nombres de Pisot et de Salem pour K. Enfit
Particle s’achéve par un §6 dans lequel nous étudions une version relative du
probléme de Lehmer. Divers compléments paraitront dans le Séminaire de
Théorie des Nombres de Bordeaux, 1987-1988. Comme nous 'avons déja dit
Cest Edouardo Friedman qui est & Porigine de cet article. Nous I'en remercion®

2. Minoration des régulateurs relatifs. Dans ce § nous donnons un¢
minoration du régulateur relatif R, = Q; xR, /Rg d’une extension L/K e
corps de nombres en fonction du discriminant relatif by, des degrés de Let
K et des rangs des groupes des unités des sous-extensions de L/K.

(2.1) THEOREME. Soient q et m des entiers positifs. Il existe des constantés
C = C(q, m) et M = M(q, m) telles que, quels que soient les corps de nombré®
K et Lo>K avec [K:Ql=gq et [L:K]=m, on ait

1 Niig®) ¢
Riiv > —| Log— k@ oux!
e R

Notions relatives de régulateurs et de hauteurs 157

G . N
haque fois que N xie(dr k) = M, ou r désigne le rang du groupe des unités E, de
et ¢ le maximum des rangs des groupes E,. pour K c I ¢ L.

Plus précisément, si I'on note n = mq le degré du corps L, rg le rang du

gl'Ol_lp? des unités de K, r, et r,(K) le nombre de places imaginaires de L et K
€t si I'on pose ’

S=mos¢m  d—yp—r., d,=r,—r,(K),

On peut prendre m" et C telle que
C? = m" ~r%272(3/4)"= D/2(S2 p(m? — 1)/3) =

1 =2g—ri)
x| 2 Log| 1l +————
( \/E g( +52n L0g6n))

5 §1L0inq;1§ Kt =Q,ce théorémc se réduit bien au résultat de Silverman cité
do ceiles nstantes C et M qui y figurent sont tfcs'tpauvaises en comparaison
e que nous avons obtenues dans le cas primitif, cf. [1], et auxquels elles
€ reduisent pas lorsque g = ry (on trouve par exemple M = m™ au lieu de
=m"). L’exposant r—p nous parait par contre optimal: voir a ce sujet les

mentairﬁ de Si] erman (l C i
. Ccit.) et leS €exe I I I i i i
:D]n . V O ) mp €S de 4 (CUS]Ck) aimsi que

Der.nonstration. Le cas ou r = g, c'est-a-dire ou L est une extension
m‘dﬁ;athue) d_e type CM. d‘ur} corps K' o K se raméne 4 la remarque 2.7
I llJl.lS appliquée au corps K’; nous supposons donc désormais r > g. Soit

b o plongement logarithmique de I* dans R™ pour ae I*, % () est le vecteur

d a?lmlz?santes Logla;a, o; parcourant I'ensemble des n plongements de
SOus.es . Notons p la pl:O]eCHOI} orthognale dans R%(I*) parallélement au

- d?siz:;:; l.'[tli’l (lE x];ztr s:m /: le réseau p.‘{’ ({E 1) ; sa dimension estd = r—r et

: a struc indui ié
gulgt ;; o forl-m:ll‘eture euclidienne induite par R" est lié au

(qu

(2.2) 4(4) = C, Rux’ avec C;? = m'x~12r:l)—rK)

(ef, s
¢ (1], §3). Notons ||| la norme euclidienne dans R". Par un résultat classique

ermite, il existe une base e e, de A
s yavy Oy et une constante C, = C,(d
e, pour tout k <d on a ? e tele

eyl el < ChA(A),

(Hem; - ili
Imite donne C, = [3]“~"/* ; on peut utiliser une constante de Remak cf,

{[12], formule (46)) Donc, on a en particulier

23

) A(A) = C3* lley ... lle,ll-

deg La base (e,,..., ¢;) de A étant choisie comme ci-dessus, on note Bivives By

_q;m;es de i[} mt'elles que, pour tout i, e; = p#(e). Posons, pour tout i,
i(Ny k(&)™ (le choix de la racine m*™ w’importe pas). On a

PL(e) = - L)
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On montre comme dans [10], p. 439 (voir aussi §3) l'inégalité

(2.4) Ip<L(e)ll = 24/nh(e)

(h désigne la hauteur logarithmique).

Du fait que e; est non nul, & n’est pas une racine de I'unité (théoréme de
Kronecker). Comme ¢ est de degré <mm, il existe une constante
C, = C,(n) > 0 telle que

(2.5) h(g) = C, pour tout i:

cela résulte par exemple du théoréme de finitude ; la meilleure borne connue est
celle de Dobrowolski ([5]).

A coté de cette minoration utilisant les hauteurs, nous en utilisons une
seconde fondée sur des idées de Remak et mettant en jeu les discriminants
relatifs : il existe des constantes C, = C,(n, g) et M, = M,(n, g) telles que pour
tout ek, :

29 12O > C,Log " xesers)
1

Il résulte de [1], prop. 4.10 et 52, que l'on peut prendre M, =m" et
C, = (n(m*—1)/3) 12

En reprenant les calculs de Silverman ([10], de la page 439 aprés (1) 4 la
page 441 avant la proposition), on montre qu’il existe au moins r—g unités &
verifiant

27 N y10®keeyx) 2 (N k@D,

avec Cg = m™'osa4m,

(L’adaptation au cas relatif de la démonstration de Silverman consist®
simplement a se limiter a des corps k; intermédiaires entre K et Let & remplace!
les discriminants absolus par les normes des discriminants relatifs; par ailleurs:
la premiére formule de la page 440 doit étre lue a(j) = QIK:kJY™™)

Pour d—(r—g) = o—ry unités ¢ parmi lesquelles toutes celles qui 1°
vérifient pas (2.7), on minore ||[p£(¢)|l par (2.4) et (2.5). En minorant enfin Ryx
par (22) et (2.3), une obtient linégalitt annoncée avec M =M 1es et

C™1=(C,Csy °Ci'C5%(2C,/np 'k »

La valeur numérique donnée aprés (2.1) correspond (pour des raisons 9°
simplicité) 4 I'estimation de C, due a Hermite, et a celle de C; due & BlanksbY
et Montgomery: C, > Log(1+(52nLog6n)™").

Le théoréme ci-dessus ne s’applique que lorsque b, a une norme asse?
grande. Toutefois, il résulte des assertions (2.2) a (2.5) qu’il existe une ccunstalltf3
k > 0 ne dépendant que du degré de L telle que I'on ait R, . > k quel que soit
K < L. Lorsque K = Q, Friedman ([6]) a trouvé, par des méthodes analytV”
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u 5 5 ; .
?1 es, le corps réalisant le minimum du régulateur. L'existence d’une minoration

me' RL{K lorsque K est fixé en résulte. En revanche, nous ignorons si Ry est
noré lorsque seul le degré de K est fixé. Les mémes commentaires

Ss T 5 w
appliquent a w_KR“”K (w: nombre de racines de I'unité).
L

i b3 K-Hauteurs. Dans ce § et les suivants, on se donne une cldture
ge rique Q de Q; les corps de nombres sont toujours supposés contenus dans
sulitsgt K un corps de flombres, soit x un point de I'espace projectif P4(Q) et
"entieo’m, X,;) un systel;ne de f;oordonnees dc'x. Pour &,,..., g,e E; et pour
- r> 0, 1a hauteur d un point de coordonnées (e x,, ..., &1/ x,) ne dépend
du'chqlx dans J* des racines i-émes des ¢;, ni de celui des coordonnées de x.
lnrla Justifie la définition suivante (qui redonne les notions usuelles de hauteurs
Sque K =Q) :
(3.1) DEFiNITION. La K-hauteur du point x est

H(K; x) = Inf H((e/x,, ..., £}/ix,))

iy

U i est un entier > O et les &,€E,. La K-h ithmi
| . -hauteur logarithm
h(k: x) = Log H(K; x). T ? fue de x e
" Les hauteurs H(K; o) et h(K;a) d’un élément xeQ* sont celles de
» ®)ePY(Q); on a donc H(K; ) = InfH(e"'«).

. iz
Si xePY(L), oi L c 0 est un corps de nombres contenant K, on peut
ir une K-hauteur de x relative a L :

H,(K; x) = HEO(K; x).

(Le cas des corps de fonctions n’est pas intéressant: le role des unités y est

Jjoua A
ma:, pa)r les constantes, si bien que les hauteurs absolues et relatives sont les
€S8,

La démonstration de la proposition suivante est laissée au lecteur.
(3:2) PROPOSITION. Soit x e P4(Q).
(i) Pour toute extension K/K,, on a

I < H(K; x) < H(K; x) < H(Q; x) = H(x).
(i) Quels que soient y,, ..., y,cQ dont une puissance est dans Eg,ona
H(K; (yoXo, .-, yax)) = H(K; x).

(iii) Soit y = (x jecti ]
= (X10» - -+ x;.) € P*(Q) une projection de x (on suppose les x,, no
nuls). Alors on a o

H(K; y) < H(K; x).

“DterNous re\fiendrons plus loin sur les cas d’égalité dans (i) ; on peut toutefois
g Kgue si K/K, est une extension (quadratique) de type C.M., on
(K; x) = H(Ky; x) pour tout x. L’assertion (iii) permet souvent de se
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ramener aux nombres algébriques non nuls, auxquels la suite du § est

consacreée.
Nous donnons tout d’abord une version relative facile de résultats bien

connus lorsque K = Q:

(3.3) PROPOSITION. Soient a, feQ* et jeZ. On a
(i) H(K; af) < H(K; 0)H(K; f),

(i) H(K; &’y = H(K; o).

Pour aller plus loin, précisons les notations: €tant donnés un corps de
nombres L < @ de degré n, et ae L*, écrivons (&) = AB ! la décomposition de
Pidéal fractionnaire (x) comme quotient de deux idéaux entiers premiers entre
eux de L. Alors, on a (cf. [7], p. 53), en notant N la norme N,

H'() =N(®B) [] lool
lea| =1
ot o décrit 'ensemble S des plongements de L dans C, d’ou I'on déduit une
formule plus symétrique:
H(@)=N@®B) [] loa = N() IT lod™!

LLES loa| <1

= [N @) [] (max|oa], loof ~1)]".
aeS

Notons que, lorsque o est entier, on a H(x)" > |Nal, d’ou Ton déduit
aisément H(K; a)" = |Nal.

Pour interpréter géométriquement le quotient H(K; @)?" N(UAB) ™!, nous
utilisons le plongement logarithmique déja introduit au §2: &, (ou &) désign®
’homomorphisme a— (Log|oal) de [* dans R, ou o€S. Par ailleurs, pouvf
x = (X4,..., X,)ER", on pose

Il = (S et xl =T e

On a
Il < Ixl < /nlxl.

(3.4) PrOPOSITION. Soit aeQ* et soit L > K(a). Alors, avec les notatio™
ci-dessus et p désignant la projection orthogonale de RZ(L') parallélement
a RZ(Ey), on a:

@ 2nh(a) = Log N(UB)+ | Z (@)l
(ii) 2nh(K; o) = Log N(UB)+ Inf | Z(@)+x]',
xeRZ¥(Ex)

Gii)  Log N(UB)+ |pL ()| < 2nh(K; a) < Log N(UB)+ |pZL ()]
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Démonstration. Pour (i), on utilise les remarques précédant (3.4), ou
Log I;[smaX(laaI, oo ™") = | L (@)]".

(i) Soient ecEy et i >0. On a (eaf) = W B~ et L (e _
Y . K= U = o) = L) +iP
dOu, par (l) (appl]que a wl) et (33) (“)’ ) (5) I (a),

r

2nh(s"'a) = Log N(UB)+ “.29(@#_2(;;)
1

On conclut en remarquant inféri
. que les bornes inférieures s ke
RZ(E,) sont identiques. b &

. R(iii) La seconde inégalité est évidente, car p.#(a) est de la forme % (a)+x

l"E' 2 (E x)- Pour la premiére, on utilise I'égalité |p.Z(a)| = Inf | L (a)+ x| e;

inégalite [y] > |lyl. m .

uteQﬁmt t}:{untenam Ko un Eous—corps de K. Nous allons associer a tout
un élément axx, = o' € @* tel que h(K; ; )7 soi :

g e A que h(K; a)h(K,; o)~ " soit borné lorsque

& (1;.5) NoTATIONS. (i) On note Ey o e sous-groupe de E; formé des unités
On?: a norme sur K'o est une racine de l'unité, et p, p, et p’ les projections
R-?ogonales respectives de R¥(L*) parallélement & R¥L(E,), R¥(E, ) et
((E x/k,) (0n a p = pop). "
ii) Soit ae O* et soit L un corps de
_ npombres contenant K(a). O
9=[K:K,), no =[L:K,], n=[L:Q] et Vit
Olk/ko = G[NL;K(GF'NUKO(“]_!]_”M-
On écrit simplement ak lorsque K, = Q.
une (tNlri)ler que o' n'est défini qu’a une racine de I'unité prés, et que, modulo
elle racine, il ne dépend pas du choix de L cont ’
S RGh 2 et ntenant K(x). On

(3.6) PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, on a:

(i) nl.?(a}'}’xn] = p'%(a).
0

o 1 S5

(ii) ——" (h(K 05 Okixo) + \/gn 2 LogN (QIES))

< h(K; o) < h(Ko; “k;xo)+%Log N(UB)

oy A . . .
(@) = ﬂe;s —?_ sont des idéaux entiers et premiers entre eux de L tels que

(i) St & o5t siie unité,

(1—Log2) h(Ky; akx,) < h(K;a) < h(Ky; akxo)-



162 A-M. Bergé et J. Martinet

Démonstration. (i) On remarque que R¥(Eg/x,) est le sous—espa_ce.de
RZ(I*) formé des vecteurs (y,) tels que y, = y,. si ¢ et ¢’ ont méme restriction
a K et Y y,=0 quel que soit le plongement 7, de K, dans C. Donc

alto

limage par &% de f = Npk(®)* Nyx,(®)~" appartient & RL(Egi,). Comme
Nyx(a"B~*) appartient a Ko, £(a)—(1/n) £ (B) est dans son orthogonal. Pour
(i) et (iii), nous utiliserons le résultat géométrique suivant :

(3.7) LeMMe. Soit ye RZ(L*). Alors on a:

1 ' ' v
(1) ﬁlgf"p'y-i-xo“' < Iilf ly+x|"< I::f 'y +xoll" 5

(2) Si de plus yeRZ(E)),
(1—Log2)Inf|p'y+x,l" < Inflly+x|’.
Xxp x

(Dans cet énoncé, x parcourt R¥(Eg) et x, RZ(Eg,).)

Démonstration du lemme. On a Inf |y+x|’ = Inf||py+x|/’, et aussi,
x x
comme p = p,op,

Inf {[p'y+xol’ = Inflpy+x,|".
X0 X0

On peut donc supposer désormais y = py. On a alors

Inflly+x| =yl et Infly+xel = llpoyll = iyl

d’ou (1) grce aux inégalités d’équivalence des normes |-|| et [-[". Nous allons
montrer un résultat plus précis que (2) pour tout ye RZ(E,) tel que y = py, ¢t
pour tout xe R¥(E;), on a

ly—x|' = (1—Log2)|iyll'.
On a

“.v—x“f = lelxu—yvl;
ou 7 parcourt 'ensemble des plongements de K dans C, et o I'ensemble des
plongements de L dans C. Comme I'on a x,=x, si o et ¢’ ont m§tp§
restriction 4 K, et Yy, = 0 pour tout z, il nous suffit de vérifier la proprict
olr

suivante :

Soient y, <... <}, des réels tels que Y y, =0, et soit, pour 1€R,
. i=1

[

f(/l) = Z H—Pil-

i=1
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Alors on a

f(4) = (1—Log2)f(0).

~ La fonction fest linédire par morceaux, et est minimum pour 4 = y,, avec
J=m/2 (resp. (m+1)/2) si m est pair (resp. impair). On a donc

J m m
min f(4) =f(y)= Z(J’j_J’tH' Z (J’f_’J’j) =2 Z 3’:+(2f—m)}’j
1 j+1

) j+1
(Plllsque Y'y: = 0). Quitte a changer tous les y; en leurs opposés et A en — A, on
Peut supposer y; > 0, d’ou min £ (1) > 2 2 yi- Soit 2< k <jtel que y,_, <0

j+1
® y,> 0. On peut alors écrire

m k-1 m J m
S = Z}’i_ Z yi= 22)’1 = 2Z.Vi+z E Yo
k 1 k k j+1
] Y g J
d'oy 1 (0) < min f(4)+2) y,. Par ailleurs, pour tout i >k, on a les inégalités
Suivantes : ¢

m+1-iy, < Y y,< Y y=%100),
=i I=k
4ol finalement

y 1 -
SO <min fR+7©) ¥ - < min /() +/ (0)LogZt %

) wsigym+1—i m—j
i

m+l—k - m—1

< =

m—j mf2—1/2

Ceci achéve 1a démonstration de (3.7).

w Revenons 4 la démonstration de (3.6). Ecrivons (™) = 9'8B'~!, on 9’ et
Sont des idéaux entiers et premiers entre eux de L. Par (3.4) (ii), on a

2nh(K; o) = Log N(UB) + Inf|| £ (a) + x|’

2.

et

1 . i
— L")+ x4

1
2nh(K,; o) = n—Log N(A'B')+ Inf =
0 X0 0

L°f8quc o est une unité, il en est de méme de ™, de sorte que (3.6) (iii) est

“Wivalente 4 (3.7) (2) appliquée a y = Z(«) (d’oti p'y = LS’ (). Dans le cas
B no
Qeral, on a

1
0 < —Log N(U'B) < 3Log N(UB):
0
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en effet, (3.5) (ii)) donne

AB' ! = WON o (WNLx(BYB N ko(B) ™ Nujio(W) ™%
donc (puisque A’ et B’ sont premiers entre eux), AW divise Iideal
(Ql%)""Nuxn(?Iﬁ)Nux(QﬁB]' 3 il s’ensuit que NLIKO(QIJE’) divise NL’KO(QI%):“D;
et a fortiori Log N(A'®B’) < 3n,Log N(UB). Cette inégalité, jointe & (3.7) (1)

-appliquée 3 y = £(a), donne, par les expressions de h(K; @) et h(Ko; @)

rappelées ci-dessus, I'assertion (3.6) (ii). w

4. Un théoréme de finitude. On conserve les notations des § antérieurs;
K < Q est un corps de nombres et d un entier > 0. Appelons degré d’un point
xeP4(Q) le minimum des degrés des corps Q(xo,- - x,) engendrés par les
systémes de coordonnées de x. Par ailleurs, faisons opérer E4t! sur PI(Q) par
(Egs Eys--+» Ba) (X Xysenes xg) = (EgXgs €4 Xys--0s £4%4)-

(4.1) THEOREME. (i) Soit x€ P(Q). Alors,ona H(K; x) = 1 si et seulement si
x posséde un systéme de coordonnées X, ..., Xg tel que, pour tout i, x; ait uné
puissance dans Eg ou soit nul.

(ii) L'ensemble des points de P4(Q) ayant un degré et une K -hauteur bornés
est fini modulo l'action de EY*'.

La démonstration utilise les théorémes de Kronecker et de Northcott, aux-
quels I'énoncé précédent se réduit lorsque K = Q.

Démonstration. Quitte 4 permuter les coordonnées de x, on peut
supposer la premiére coordonnée non nulle, et méme égale a 1. Si x; est alors
une coordonnée non nulle de x, ona 1 < H(K; x)) < H(K; x) et dg(x;) < dg(x)
On est donc ramené au cas d’'un élément oe Q*.

(i) Soit L contenant K(a), et supposons H(K; ) = 1. Par (3.4) (iii) 08
a LogN(UB) = [pZL(@)| =0. De N(UB)=1, on déduit que acE;. D¢
pZ(x) =0, on déduit que £(ax)e RL(Ey). Comme #(a) est dans le réseal

Z(E,), on a2 L(@eQZ(Ey. Si Sé’(u.)=.‘£(%a), a,beZ et ecEy, 07
a o’e~“cKer %, égal 4 p, par le théoréme de Kronecker.

(ii) Soient n, et hy > 0, et soit & T'ensemble des ae Q* tels que dg(a) < Mo
et h(K; &) < h,. Nous montrons d’abord que I'ensemble des ag e Q* que I'o?
peut associer aux a € & par (3.5) (ii) est fini. Pour a€ &, soit L = K(«) ; son degr®
n est < nyq (g = [K:QJ). Le degré de o est < n?, donc borné. En appliqua“t
(3.4) (iii), dont on conserve les notations, on en déduit que pour a€®
Log N(AB) est majoré. Par (3.6) (ii), o est de hauteur bornée ; le théoréme de
Northcott ([7]), p. 59) montre alors la finitude de I’ensemble des o pour ¢ €°"

Restreignons-nous maintenant aux a €& correspondant & un o donné, ¢
ayant en outre un degre n fixé. Dans Pécriture (o) = AB ™, les idéaux N () ot
N(B) ne prennent qu'un nombre fini de valeurs (puisque Log N(UB) est
majoré) ; il en est de méme des idéaux Nypx(U) et N 1x(B) de K. On en déduil
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que les idéaux frac‘tionnaires principaux de K engendrés par Ny x(a)*N(x)™*
Sont en nombre fini. Il s’en suit que « lui-méme ne prend qu’un nombre fini de

valeurs modulo EY” (cf. (3.5)), donc aussi modul -
" . y E . -
&roupe fini. = ulo Eg, puisque Eg/E} est un

de 5. Quelques calculs de hauteurs relatives. Dans ce paragraphe, K < @
eemgnle un corps de nombres donné. Nous donnons d’abord une formule
_Xph(:lte générale pour la K-hauteur d’'un nombre algébrique :

(5.1) THEOREME. Soit 60 € Q* un nombre algébrique, et soit L = Q un corps
: nombres contenant K (0). On note W et B les idéaux entiers et premiers entre
ux de L tels que (0) = UB ™. Pour tout plongement t de K dans C, on ordonne

:l:: m (m = [L:K]) plongements o, de L dans C au-dessus de t de fagon que I'on

0401 < 105,01 < .. < loy,. 0

(avec, si 7 est imaginaire, 0. = 0,.). La hauteur relative H,(K; 0) = H(K; 6)-:®
et donnée par la formule

H(K; 0) = Npx(®B) [] max(1,[]lo;.0).

1=is=m
Remarquons que cette expression, qui redonne le résultat classique lorsque

= Q, peut étre, comme dans ce cas (cf. §3 :
Symétrique : (cf. §3), formulée de fagon plus

H.(K; 0) = N(B)[[ max (1, []le:.0) = N@)]] [min(1, []lo 0D "
i T i T
= N®)"2 [[max([]o;.0], [[To:.0] )",

(On écrit N pour Nyo.)

; Démonstration de (5.1). Posons a;, = Log|o; 0], et soit £ : 6(q; ),
Plongement de I* dans R". D’aprés (3.4) (ii), il s’agit de montrer que lon a

Infl2@)-xI'= ¥ |Ta.l

1<i=m =

ol x =
ngtif = (xf-.,) parcourt le sous-espace R¥ (Ey) défini par les équations x; , = x, .
€ x, i=2,...,m x, =X, et Yx,=0. On pose f(x) = |£(O)—x|':

f(x) = EZIGIJ_xtI'
t i

' P
0 définit I'entier pe {0, 1,..., m} par Y a, <0< Y a,,,.;soit X 'ensemble
T 1

Ies X (EK} ] que, pol.lr tout T, IDI‘I ait ap.! é x‘ é ap+l € (Pat‘ X mpl s
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e i _ :
X contient le vecteur x défini par x, = a, . —5,(5p41—5,) (@41~ Gy OU
'on a posé s; =) a;..) Pour tout xeX, on a:

T

f@=Y[Y x—a )+ Y (a,—x)]

Tt isp iZp+1

= @p-mExc+ LI L el = Z|Lal

Comme f est convexe (c'est-d-dire que I'ensemble des xeRZ(Ey) tels que
£(x) > 0 est une partie convexe de RZ (Ey)), il suffit de mc?ntfe_r que la va}eur de
fsur X est un minimum local ; cela est clair si X est d’intérieur non vide ; la
démonstration suivante est générale: soit x 'élément de X exhibé ci-dessus, et
soit x'€e RZ(Eg). On a

f(x!) : f(X)'i'ZA‘.(JC: _x;}!

ou, pour |x.—x,| assez petit, A, ne dépend que du signe de x;—x,. On montre,
en examinant successivement les cas x, = G, = Gp4 1,0, X, = Gpe < Gps1,0s O
@, < X, < Gp41,, que 'on a toujours A, S 2p—msi X;—x, < 0,et A, =2p—m
si x;—x, >0, d’ol, pour x' assez voisin de x,

Y Alx—x) = 2p—m Y (xi—x) =0,

et finalement f(x') > f(x). =
(5.2) ExempLE. Si feK*, on a, avec les notations de (5.1),
H(K; H][K:Q) = maX(Nx!Q(QI), Nmro(%]).
(5.3) ExemPLE. Si 6 est une unité de degré 2 sur K, on a

H(K; %@ =[]}, .0),

ot a,,.(0) est le conjugué de O au-dessus de t de plus grand mogule.
Cette formule permet de déterminer facilement les 6 € Q* de degré 2 sur un
corps quadratique K et dont la hauteur sur K est inférieure 4 une borne

donnée. Ainsi inégalité 1 < H(K; 6)* < (1 +\/§)/2 posséde exactement % Eolﬂ-
tions (4 conjugaison prés): ce sont les nombres 6 définis par les polynémes
X?—aX +b suivants:

a=1,b=—(3+/13)2,
H(K; 0 =13122... (H(0)*=3,3028..),

a=1,b=—-1-/2,

H(K: 0)* = 1,3722... (H(0)* = 2,4142...),
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a=1, b= —(1+/5)2,
H(K; 0)* = 1,4675... (H(6)* = 14675...),

a=(5+./21)2, b=a,
H(K; 6)* = 1,5392... (H(0)* = 4,7913...).

On constate que les 4 corps Q(6) sont de signature mixte, de sorte que la
K-hauteur est donnée par la formule

H(K: 0 = [4tva —%b val—4b
2./\b|

Le théoréme (5.1) permet de comparer la K-hauteur a la hauteur usuelle
dans quelques cas particuliers :

(5.4) CoROLLAIRE. Soient O Q* et L un corps de nombres contenant K (6).
Si au-dessus de chaque plongement t de K dans C il y a le méme nombre de
Plongements ¢ de L dans C tels que |06 > 1, on a H(K; 0) = H(6). C'est
"otamment le cas si K et Q(0) sont linéairement disjoints sur Q (ou sur un corps
Quadratique imaginaire).

. Démonstration. La place de 1 dans les suites lo; 0] de (5.1) ne
dépendant pas du choix de t par hypothése, on a pour tout i :

max (1, []le;0]) = [ max(1, |o; . 0),
dou par (5.1), t '
H(K; 0)=® = N, o(B) [ max(1, |o0)). =

. (55) Remarque. On peut démontrer aisément, a partir de (5.1), le
Tesultat plus général suivant : soient K, un corps de nombres, K et K , deux
Corps de nombres contenant K, et linéairement disjoints sur K, (ou sur une
®Xtension quadratique de type C.M. de K,). Alors, on a H(K; 0) = H (Ko; 0)
Pour tout fe K¥. En fait, la conclusion reste valable sous une hypothése moins
festrictive que la linéaire disjonction: il suffit que le groupe Egx, soit contenu

s Eg,x/x, (rappelons que, pour une extension K,/K, de corps de nombres,
Nous avons noté (dans (3.5) (i) Ey,k, le groupe des unités de K, dont la norme
Sur K, est une racine de I'unité). Les conditions H(K; 6) = H(K,; 0) pour tout
BEK? et Eg/x, © Ex,x/x, sont probablement équivalentes, mais nous ne 'avons
Prouvé que pour K, = Q.

Nous introduisons maintenant deux classes de nombres algébriques
Pour lesquels, d’aprés (5.4), on a encore H(K; 0) = H (0).
(5.6) DEFmniTiON. Un entier # de Q* est un K-nombre de Salem (resp.

“hombre de Pisot) si, au-dessus de tout plongement r de K dans C, il existe un

:]“ique conjugué de 0 de module > 1, et au moins un (resp. aucun) conjugué de
Odule 1.

6
= Acta Arithmetica LIV. 2
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Si 0 O* est un tel nombre, notons, pour tout plongement t de K dans C,
0, le conjugué de 0 au-dessus de 7 dont le module est > 1. On déduit
immédiatement de (5.1) (ou (5.4)):

H(K; g}[Ktel:Ql = H(B)[xw::m S0 erl > 1,

Afin de nous rapprocher de la définition classique des nombres de Salem
ou de Pisot, nous identifions I'algébre R®,K au produit 4 = R" xC"™, ou
(r,, r,) désigne la signature du corps K : un élément a€K est représenté par
une suite (ze), de ses conjugués, t parcourant I'ensemble des places infinies de
K dans un ordre fixé (mais non canonique). Nous pouvons aussi représenter
dans R x C™* un K-nombre de Salem ou de Pisot 0: nous lui associons la suite
(0,), de ses conjugués de module > 1 (en effet, si © est réel, Punicité de 6,
implique qu'il est réel, méme si t est ramifiée dans K(0)). Cette identification
permet de voir qu'un Q-nombre de Salem (resp. Pisot) est, au signe prés, un
nombre de Salem (resp. Pisot) au sens usuel (cf. [2]). Elle permet en outre de
formuler une version relative des propriétés modulo 1 des nombres de Pisot,
dont nous laissons la démonstration au lecteur:

(5.7) PROPOSITION. Soit A le réseau image dans A = R x C™ de I'anneat
des entiers de K, et soit @ un K-nombre de Pisot (identifié a son image dans A).
Alors, quand n— oo, la suite 6" tend vers 0 modulo A. Plus précisément si o, €A
est l'image de Trye(0"), on a
lim (0" —a,) = 0.
Nous laissons également au lecteur le soin de démontrer le résultat suivant
relatif aux changements de corps de base :

(5.8) PROPOSITION. Soient K, = K deux corps de nombres, et soit 0 ub
K -nombre de Salem (resp. Pisot). Pour que 0 soit un K-nombre de Salem (resp:
Pisot), il faut et il suffit que K et K,(0) soient linéairement disjoints sur Ky

(59) Remarque. Pourvu qu'on puisse le représenter dans I'algébre 4, up
nombre algébrique 6 dont tous les conjugués ont un module # 1 et dont un au
plus au-dessus de chaque plongement 7 de K dans C est de module > 1, vérifie
la propriété de (5.7). Cest le cas en particulier des K,-nombres de Pisot
K, = K.

(5.10) QuUESTION. L’ensemble des K-nombres de Pisot est-il fermé dans Al

Noter qu'une réponse affirmative  (5.10) entraine I'existence de nombres
de Pisot pour K ayant une K-hauteur minimale, qu'il serait intéressant de
déterminer pour certains corps K. Signalons que lorsque K est un corps
quadratique imaginaire, les nombres de Pisot pour K font partie de I'ensembl®
des nombres considérés par C. Chamfy dans [3].

Notions relatives de régulateurs et de hauteurs 169

6: Autour .du probleme de Lehmer. Rappelons, en termes de hauteurs, le
?l‘obleme classique de Lehmer, que nous proposons, comme c’est 1'usage, sous
Orme de conjecture ([8], p. 476).

(6.1) CoNJECTURE DE LEHMER (forme faible). 11 existe une constante C > 1

t*-fffe que, pour tout entier algébrique 6 différent de O et d’'une racine de I'unité, on
t, n désignant le degré de 0, H(6)" > C.

I Une forme forte de la conjecture est que le minimum de H(0)" est atteint
Uquue_G est le plus petit nombre de Salem connu (0 = 1,17628...), et méme
qu’il existe des minima successifs donnés par les petits nombres de Salem (voir
Boyd [2], p. 326, table).

) Il résulte du §3 (3.6) que la conjecture de Lehmer (6.1) est équivalente a la
Conjecture suivante :

"o (6.2) CONJECTURE. I existe une constante C > 1 telle que, pour tout corps de

. l:n{:res K<=@ et tout emigr algébrique 0 € O dont aucune puissance n’est une

‘Mité de K, on ait H(K; )" > C, avec n' = [K(0'): Q], o 0 désigne I'élément

Mtroduit dans (3.2).

5 ,(On an< [K(lO}:Q]Z, et n' = [K(0): Q] si Nggyx(0)euy ; noter que, si
D'est pas une unité, on a H(K; O)" > 2)

s (6.3) QUESTION. Peut-on, dans l'inégalité de (6.2), remplacer n' par (K (6): Q]
€me lorsque O est une unité dont la norme relative n'est pas racine de I'unité?

(6.4) PROBLEME. Trouver, pour un corps K donné, une valeur au moins

s e ,
u"njecmrale du minimum de H(K; 6)" sur les 6 Q* dont aucune puissance n'est
he unité de K.

- En liaison avec (6.4),_il- convient de signaler le résultat de Smyth ([11]),
“'on lequel la hauteur minimale d’un nombre algébrique qui n’est pas racine
raufl po!ynéme rédpr?que est atteinte sur le plus petit nombre de Pisot (la
énﬁne_reel'le'du_polynomc X?—X —1). 1l serait intéressant de démontrer des
onces généralisant celui de Smyth 4 d’autres corps de base que le corps Q.

N

Otons que, lorsque @ est un K-nombre de Pisot, il ne peut étre racine d’un

lynoéme recipl:oq}le que lorsgue K () est un corps totalement réel de degré
Sur K, ce qui répond partiellement 4 la question (5.10).
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