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@ d=1(@4):d=3xT7**3x%x23 Tx11** 3x31,3x71,3x79,7x59,
19 x 23** 3 x 151, 3x239, 3x359, 11x103 et 7x179.
(b)d=2 3(4):d=23% 2x3,7, 11, 2x7, 23, 2x 19, 47, 2x 31, 83,
167, 227 et 2% 199.
(3) N(g) = +1 et h(d) =2:
(@)d=14):d=3x5x11** 3x5x19%¥* 3xTx17%* 3 x 11 x29**,
SxTx31*¥, Ix5x131, 3x5x139 et 3x 17 x47**,
b)d=2,3(4):d=3x5%2x3x55xT7*2x3x7,3x29,2x5x11,
2x3x23, 11x13* 2x7Tx13, 5x43, 2x3x53, 3x149 et 5x127.
(4) N(gy) = +1 et h(d) = 4:
d=2,3(4): d=3x5x13* 3x5x17* 3x7Tx23*% 2x3x5x3l,
S5x7Tx37% et 2x3x7x4l.
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Quelques remarques a propos des invariants c,, ¢, et 4
d’une courbe elliptique

par

ALAIN KRAuUs (Paris)

A. Introduction. Soit K un corps de caractéristique nulle muni d'une
Valuation discréte v normalisée par v(K*) = Z.
On introduit les notations suivantes:
Oy lanneau de valuation;
p la caractéristique résiduelle;
e la valuation de p.
une équation de Weierstrass affine (W) a coefficients dans O:

W) yi+a,xy+ayy = x*+a,x*+ax+aq,

On associe des invariants ¢4, Cg €t 4 que I'on calcule par le procédé suivant [17]:

b, = a} +4a,,
b, = a,a,+2a,,
bs = a3 +4aq,
by = alag—a,a,a,+4a,a5+a,a3—a3,
Cq = b3—24b,,
Ce = —b3+36b,b,—216b,,
4 = —blby—8b3—27b%+9b,b,bs.
Ces grandeurs sont reliées par:
4by = b,bg—b2, 17284 = c3—ci.
La cubique définie par I'équation (W) est non singuliére si et seulement si
€st non nul.
Etant donnés des éléments C4, Cs €t 4 de Oy satisfaisant a
(%) 3—c2=17284 et A#0
on se pPropose de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes simples
EO“" que ¢,, ¢ et 4 puissent étre réalisés comme les invariants ¢, (W), ¢s(W) et
éc“"?} d’une équation de Weierstrass (W) définie sur O,. Si tel est le cas, on
A ¢y = ¢y (W), ¢5 = c5(W), 4 = A(W),



76 A. Kraus

S’il existe une telle équation, elle est unique & un changement de variables
prés de la forme:

x=Xx+4r,
y=y+sx'+t .
ou r, s, t sont des éléments de O,.

Je tiens a remercier J. Oesterlé pour les conseils qu’il a bien voulu me
donner.

B. Enonce des résultats. Le cas ou p = 5 est facile et rappelé pour mémoire:

PROPOSITION 1. Supposons p > 5. Quels que soient c,, cs, 4 dans Og
satisfaisant (x), il existe une équation de Weierstrass (W) a coefficients dans Og

telle que c, = c (W), cs = cs(W).
Cas ou p=3.

THEOREME 1. Supposons p = 3, et soient c, ¢, 4 dans Oy satisfaisant (%). Il
existe une éequation de Weierstrass (W) définie sur Oy telle que c, = c (W),
ce = c(W) si et seulement si P'une des conditions suivantes est vérifiée:

(@) cg est une unité de Oy;

(b) on a 0 < v(cg) < 3e et il existe x dans Oy tel que

x3—=3xc, —2cs = Omod 27;
(c) on a cg = 0 mod 27.

Remarque. Sous les hypothéses du théoréme 1, et si la condition (b) est
satisfaite par un élément x de Oy, on a

3v(x) = v(cg), x?*=c,mod3 et xc,+cs=0mod3.

COROLLAIRE. Supposons toujours p =3, et de plus e =1 (par exemple
K = Q.); soient c4, cg, 4 dans Oy satisfaisant (»). Il existe une équation dé
Weierstrass definie sur Oy telle que c, = c4(W), cs = cs(W), si et seulement si
v(ce) # 2.
3

Démonstration du corollaire. Par hypothése, on a ¢ —c2 = 17284,
d’oi ¢ = c2 mod 27. Il en résulte que I'on a v(ce) = 0, v(cs) = 2 ou v(cg) > 3.5
v(ce) = 0 ou v(cg) = 3, I'existence de (W) est assurée par le théoréme 1, (a) ov
(c). Si v(cg) = 2, le théoréme 1(b) et la remarque qui le suit montrent qu'il
nexiste pas d’équation (W) possédant les propriétés requises.

Cas ou p=2.

THEOREME 2. Supposons p = 2, et soient c,, Cg, 4 dans Oy satisfaisant (). I
existe une équation de Weierstrass (W) définie sur O, telle que c, = c, (W)
ce = cs(W) si et seulement si 'une des conditions suivantes est verifiee:
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(@) c, est une unite de Oy et —cg est un carré modulo 4; _
(b) 0 < v(c,) < 4e et il existe x dans Oy tel que si P(X) = —X®+3X2¢,
+2¢q, on ait:

4x*P(x) = (x*—c,)* mod 28,
P(x) est multiple de 16,
P(x)/16 est un carre modulo 4;

(¢) on a ¢, =0mod 16 et il existe x dans Oy tel que c, = 8x*mod 32.

Remarque. Sila condition (b) du théoréme 2 est satisfaite par un élément
X de 04, on a v(c,) = 4v(x).

p COROLLAIRE. Supposons toujours p =2 et de plus e = 1; soient c,, cq,
0 dans Oy satisfaisant (x). 1l existe une équation de Weierstrass (W) definie sur
K telle que c, = c,(W), cg = cs(W) si et seulement si 'une des conditions

Suivantes est verifice:

(@) ¢, est une unité de Oy et —cg est un carré modulo 4;

(b) on a ¢, = 0mod 16 et il existe x dans Oy tel que cs = 8x*mod 32.
(Lorsque K = Q,, ces conditions s'écrivent respectivement
(@) cg = —1mod4,
(®) v(c,) =>4 et ¢, =0 ou 8mod32)

Démonstration du corollaire. Si 0 < v(c,) < 4, le théoréme 2(b) et
ca femarque précédente montrent qu'il nexiste pas d’équation (W) réalisant
t]:é= Ca(W) et c5 = c(W). Si v(c,) = 0 ou v(c,) > 4, le corollaire résulte du

Oréme 2, (a) et (c). .

C. Démonstrations.

q Ca?. ou p = 5. L’¢quation (W): y? = x> —(c,/48)x —(cs/864) est définie
UrOy sip > 5 avec ¢, = cy (W) et cg = cg(W), ce qui démontre la proposition.

Cas ou p = 3. Montrons d’abord qu'il existe une équation (W) telle que
4= c4(W), ¢ = cg(W) si et seulement si il existe x dans Oy tel que

(1) {xs—i'?xc,‘—Zc“i = Omod 27,

¢, = x*mod 3.

(&

ta nécessité de (1) résulte des définitions en prenant x = b,; inversement pour
1 x de O, satisfaisant (1), Iéquation

M) ¥ = X0 () X+ (6P — e, B + (6 — e, ~ 2c,)/1728

g‘ahse Cq = ¢ (W) et cg = ce(W) et est a coefficients dans O. Etant donné un

“Mment x de Oy, il résulte de lidentité

(x2—c,)? = (x®—3xc,—2¢6)(x> +2c6) + 3(xcy +cg)* +cE —c}
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que la condition (1) équivaut a

x3—3xc,—2¢e = 0 mod 27,
xcy+ce = 0 mod 3.

)

Plagons nous dans la condition (a) du théoréme 1, C’est & dire supposons
que ¢ soit une unité de Oy. Posons x = —cg/cy; il est clair que x satisfait (2)
puisque c3 = ¢ mod 27.

Supposons maintenant 0 < v(ce) < 3e¢. Considérons un élément x de O
satisfaisant @ x3—3xc,—2¢, = 0 mod 27. Vérifions qu'il satisfait aussi
i xci+co=0mod 3. Pour cela, on remarqie que les congruences
¢3 =2 mod 27 et x* = 3xc,+2c, mod 27 entrainent

(xcs+¢e)® = 3cg(xcy+c)? mod 27,  d’ou xcg+cg =0 mod 3.
Cela prouve lassertion (b) du théoréme 1. Posons alors ¢, = x2+3u (avec
u dans Og); on a 2x*+9xu+2cs = 0 mod 27, d’ou I'égalité 3v(x) = v(ce) et la
remarque qui suit le théoréme 1.

Enfin, si v(cg) > 3e, il est clair que x = 0 satisfait (2). Cela achéve la
démonstration du théoréme 1.

Cas ou p = 2. S'il existe une équation de Weierstrass (W) & coefficients
dans Oy telle que ¢, = ¢4(W) et cg = cg(W), il en existe une aussi dont le
coefficient @, soit nul. L'existence d'une telle équation équivaut alors par
définition a Dexistence d’éléments a, et a; de Oy tels que:

at—c, = 8a,a; mod 16,
P(a,) = 16a3 mod 64

ot P(X)= —X%+3X%c,+2c.
Cela équivaut encore i lexistence d’un élément x de Oy tel que:

@)

4x2P(x) = (x* —c,)? mod 28,
P(x) est multiple de 16,
P(x)/16 est un carré modulo 4.

Ceci prouve en particulier I'assertion (b) du théoréme 2. Quant a la remarque
qui suit ce théoréme, elle se déduit simplement du fait qu'un élément x de O
vérifiant la condition (b) est tel que v(x) < e.

Supposons que ¢, soit une unité de Oy. Il en est alors de méme de ¢, s'il
existe (W) tel que ¢, = c,(W)et cs = cs(W), alors il résulte des définitions de b;
et ¢, que —cg est un carré modulo 4. Inversement, soit ¢ un élément de O tel
que —cq = t* mod 4; en utilisant le fait que ¢ = ¢§ mod 64, on constate qué
rélément x = c,/t vérifie les deux congruences

¢, = x* mod 8,
—cg = x° mod 4.
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Par conséquent, il existe des éléments u et v de O tels que
¢y = x*+8v,
ce = —x°+4u.

:;ivcongrucnce c3 =t mod' 64 s'écrit alors 3x%v = 2u®—x%s mod 8. En se
ant de cette congruence, il est facile de vérifier que les éléments a, = x et

9 = u/x* satisfont (3). Cela prouve I'assertion (a) du théoréme 2.

3 Osnupposons maint‘en‘ant v(c,) = 4e. Si des éléments a, et a, de O satisfont

Me,m E v{a.,) 2 e, d'ou P(a,) = 2c,mod 64 et ¢, = 8a3 mod 32; réciproque-

oy sﬂ‘ (?Kl‘sle x dans O,( tel que ¢ = 8x*mod 32 les éléments a, = 0 et

3 = x verifient (3), ce qui démontre ['assertion (c) du théoréme 2.

Remarques. Dans le cas ou p = 3:
L. Lexistence d'un élément x de O, tel que
x*—=3¢,x—2c = 0 mod 27
®st équivalente a I'existence d’un élément u de K tel que
w3 —(c,/48)u—(c4/864)
4ppartient a 0.
De tels éléments existent par exemple si la courbe elliptique
y? = x3—(c,/48)x —(cs/864)
Posséde un point d'ordre 2 défini sur K.
2. Supposons 0 < v(cg) < 3e¢; Vu la remarque qui suit le théoréme 1, si un

ent x de O vérifie x> —3xc, —2c, = 0 mod 27, il en est de méme de x + 3u

recl]l]l' tOI:I[ ue Oy Les solutions de cette congruence peuvent donc étre
erchées modulo 3. .

Dans le cas ou p = 2:

elém

o L. Posons K = Q,(n) ot 76=2, ¢, =8n% c,=8n> On a e=6,

€)= 20 et v(cy) = 21.

- Ion constate que I'éléement x = n° vérifie 4x? P(x) = (x*—¢,)? mod 2 bien

a a congruence P(x) = 162%> mod 64 soit sans solution dans Ok. En ce sens,
condition (b) du théoréme 2 est minimale.

- 2. Si un élément x de O, satisfait la condition (b) du théoréme 2 il en est de
Mme de x+2u pour tout ue G.

En effet, d’aprés la démonstration du théoréme 2, cette condition est

equi e
Quivalente a l'existence d'un élément z de Oy tel que:

x*—c, = 8xz mod 16,
P(x) = 16z? mod 64,
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Or si ue Oy, on vérifie que:

(x+2u)* —c, = 8(x+2u)z’ mod 16,
P(x+2u) = 16(z')* mod 64,
ou 7' = z+ux?+u’x.

Cela démontre I'assertion. Par conséquent, la solution x du systéme peut
étre recherchée modulo 2.

D. Conséquences.

1. Considérons E une courbe elliptique définie sur K. Soit (W) un modéle
de E entier, et = une uniformisante de K. (W) est un modéle minimal pour E si
et seulement si c,(W)/n* et cs(W)/n® ne sont pas les invariants c, (W) et cs(W')
d’une équation de Weierstrass (W') définie sur O,. Les résultats précédents
permettent donc de déterminer si un modéle donné de E est minimal

2. Désignons par v,(a) la valuation p-adique d’un entier relatif a.

PROPOSITION 2. Soient c,, cq, 4 des éléments de Z tels que c3—cg = 1728 4
et A # 0. Pour qu'il existe une équation de Weierstrass (W) a coefficients dans
Z avec cy = c4(W), cg = cg(W) il faut et il suffit que I'on ait vy(ce) # 2 et

¢ = —1 mod 4
ou
v,(c)=>4 et c¢g=0 ou 8 mod 32.

On a ¢y = c,(W), cg = cq(W) avec (W) une équation de Weierstrass
définie sur Z si et seulement si il en est de méme sur Z, et Z,. 1l suffit alors de
récrire les corollaires des deux théorémes pour obtenir le résultat.

Remarque. J. F. Mestre m’'a communiqué I'énoncé de la proposition
2 qu’il avait obtenu auparavant mais qulil n’a pas publié.
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Sur un théoréme de M. Langevin
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L. Introduction. Dans [4], Michel Langevin a démontré le résultat suivant.

THEOREME A. Soit V un voisinage d'un point du cercle unité. Alors il existe
Une constante C > 1, effectivement calculable, telle que tout polynéme a coeffi-
Cients entiers, irréductible et qui ne posséde pas de zéro dans V a une mesure qui
verifie M(P) > C¢ lorsque le degré d du polynéme P est assez grand.

La démonstration utilise la notion de diamétre transfini. L'étape principale
Consistant 4 prouver que le diamétre transfini du disque unité privé des points
de Vest < 1.

. Nous allons donner une démonstration trés diﬁ‘érente de ce résultat. Cette
démonstration seffectue en deux etapes:
1°, construction d’un multiple du polynéme P de petite hauteur,
2°, application d’un théoréme d’Erdds-Turan sur la répartition des racines
polyndme a coefficients complexes.
Par cette méthode nous obtenons un résultat général dont le théoréme

€8t un corollaire (voir la remarque a la suite du corollaire 3).
Soit

d’up

F=) aX, a,#0,

i=0
::: Polynéme & coefficients complexes. Rappelons les définitions suivantes: on
se

H(F) = max |a}, la hauteur de F,
O€isn

L(F)= Y la), la longueur de F.
i=0

= Acta Arithmetica 54.1
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