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1. Introduction.

1. Si lentier n, n>2, sécrit p;' ... p, ou les p, sont des nombres
premiers deux i deux distincts et les %; des entiers >0, la moyenne des
exposants dans la décomposition de n en facteurs premiers est

f(n) = (o + ... +o)/k:

w(n) et Q(n) désignant le nombre de facteurs premiers de n, comptés
respectivement sans et avec multiplicité, cette moyenne s’écrit

f(n) = Q(n)/w(n).

J.M. De Koninck et A. Ivi¢ ont étudié I'ordre moyen de f(n) et obtenu la
relation suivante, valable pour x = 3:

m X f
lspsx
_ a;+by Ly(x) ay+by Ly(x) ( 1
= x(al +b, Ly (x)+ B (log )~ "\ {og 0"
pour tout entier N =1, ol a, =1, a,, ..., ay, by, by, ..., by sont des con-
stantes calculables et L,(x),..., Ly(x) des fonctions & oscillation lente

asymptotiques a 1/loglog x et admettant des développements asymptotiques
suivant les puissances de 1/loglogx (cf. [2], chapitre S, corollaire 5.6).

En particulier 'ordre moyen de f est 1. Compte tenu de (I) et de
linégalité f> 1, on a aussi:

(2) N(x,o):=card{neN| 2<n<x,[(n)>0a} & x/((x—1) log log x)

pour tout x >3 et tout a > L.

Dans cet article nous donnons de la fonction de répartition N(x, «) un
développement asymptotique quand o est fixé et x tend vers +co, et une
majoration uniforme pour x =3 et « > 1, meilleure que la relation (2) dés
que x—1 » logloglog x/log log x.
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2. Afin d’énoncer nos résultats, indiquons quelques notations.

Si o est rationnel et s'écrit a = p/q (p, g €N*, (p,9) =1, p>¢q) nous
posons

g(@) = 1/(2(1-2" ")),
Si « est irrationnel nous posons
g() = 1/2log 2) = limg (B).
heo
Pour tout « > 1 nous posons

1-a

2 1 21-a 2l-a
h(x) = s —e
(@) g(a)zzl"“r(z““}n(l !) (I+ 1_2)

ou le produit porte sur les nombres premiers > 3.

Nous utilisf.tons les notations [ 1, { }, [ 71, || || pour désigner respecti-
vement la partie entiére, la partie fractionnaire, le plafond ([y= infn =

neZ
—[=y)) et la distance & Z. -

Pou.r tout irrationnel A et tout ¢ > 1, soit D, (¢) la discrépance a I'ordre ¢
de la suite {ni}, n=1, 2, ... Ainsi:

1

D;() = sup ’~ Y 1-(B-a)

osa<ps1 |l -‘;ﬁz",
@ ’(

Nous posons également

D¥ (1) = D,‘(r}-l-[iz;[BDA(B)dﬂ.
Notons que
D¥() -0 quand t = + 0.
Si A est de type fini > 1, 0n a
D¥(t)=0,.(t"""*% pour tout ¢ >0

(cf. [4], théoréme 3.2); si, de plus, il existe une constante positive minorant
n"||nA|| pour tout neN*, on a '

D}(t)=0,(t™*m, pourvu que n>1 (cf. [3], p. 103).

Remarquons également que, pour ¢ > 1,

Df(t)=D,(1) = 1/t
et que g

Dy(®)=D_,(t), D¥()=D*,().
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3. Nous obtenons les résultats suivants:
THEOREME 1. Soient o, et a,€]1, +o[. On a:
N(x, @) = h(@) x(log x)2' "*~1 (140, ., (D2 (/2" *loglog x)))
uniformément pour x >3 et o irrationnel €[a,, a,].

COROLLAIRE. Si a est irrationnel de type t > 1, le terme derreur du
théoréme 1 est

0,.((loglog x)~"/%**¢)  pour tout &> 0.

Si > 1 et si n°||na|| est minorée par une constante positive pour tout neN¥,
on peut prendre & = 0.
THEOREME 2. Soit a,€]1l, +o0o[. On a:
N(x, a) = h(a) x(log x)*' ~*~* (1+0((g— 1)(log x)~ 2" ~*2sin’nla)
+0,, ((log log x)*?(log x3!Te-217Y)

uniformément pour x > 3 et a rationnel €]1, «,], q désignant le dénominateur
de a écrit sous forme irréductible.

THEOREME 3. On a
N(x, a) <€ (l+«—l—l)x(logx)”_“" pour tout x >3 er tout a > 1.
a—

Faisons ici quelques remarques. La fonction h(x) est continue aux points
irrationnels, et discontinue aux points rationnels, ou elle vérifie

h(x) > limh(f).
ha
Si « =p/q (p, geN*,(p, q9) =1, p > q) on peut s’interesser a
N'(x,®) =card {neN| 2<n<x, f(n) =a}.

Une démonstration semblable 4 celle du théoréme 2 permet de voir que
N'(x, ) fournit une contribution non négligeable 3 N(x, a):

N'(x,a) ~(1—=2 "9 N(x,«), quand x tend vers [infini.
Pour la quantité
N(x,®)—N'(x, a) =card {neN| 2< n< x, f(n) >a},

on obtient des résultats similaires aux théorémes 1 et 2 mais la fonction h, ()
remplagant h(x) vérifie cette fois:

hy(@) <limh,(f) en tout a rationnel.
B —a
B #a
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Dans le méme ordre d'idées, nous posons la question suivante: a > 1
étant un irrationnel fixé, la quantité card {neN| 2<n<x, f(n) est une
réduite > o dans le développement de « en fraction continue] fournit-elle une
contribution non négligeable a N (x, a)?

Cette question apparait de fagon naturelle dans notre démonstration
(voir n°4).

11 est interessant de donner une condition nécessaire et suffisante sur a
= a(x) pour que N(x,«)=o(x) quand x tend vers linfini. La relation (2)
montre qu'il suffit que (x—1)loglog x tende vers linfini avec x. Clest aussi
nécessaire, comme le montre la minoration suivante, die 3 G. Tenenbaum
(lettre du 11 juin 1986):

(2) 1+ N(x,a)> x/(log x)*~ "2 valable pour x> 3 et a > 1.

Pour démontrer (2) on observe que les entiers n tels que: n < x, n = 2*m ou
m est pair sans facteur carré et vérifie w(m) < loglog x, sont comptés dans
N(x,a) si k=[(a—1)loglogx1. En effet:

k
Qn)=k+w(m e owm=wm doncf(N=1l4+——=>a
log log x
Ainsi
N(x, o) = Y x(m= Y %(m),
m< x/2k m< x/2k
w(m) < loglogx w(m) L loglog(x/2%)

ou x est la fonction caractéristique des entiers pairs sans facteur carré. Le
théoréme d’Erdés-Kac pour ces entiers donne alors

N(x, a) > x/2* > x/(log x)*~ V2 sj x/2* > 16, doi (2).

Notons que pour & = 1+ ¢/loglog x, ot ¢ est une constante positive, (2) et (2
donnent T'encadrement: x/2° < N(x, ) < x/c, qu'il serait interessant de
préciser.

On peut d'autre part montrer que les exposants de logx intervenant
dans les termes restes du théoréme 2 sont les meilleurs possibles. En

particulier, si @ > 1 est un entier fixé, on a un développement asymptotique
pour x = 3, k entier > I:

X k ;‘: -a ll_:a
N(x, a) = E;(E: hj(@)(log x)4  + 0, ,((log x)* 1))

ou hy(a) = h(x), les hj(a) étant des réels positifs, et 2 =1, <1, <... la suite
des nombres premiers.

Au paragraphe II nous donnons la démonstration des théorémes 1, 2, 3.
Ce faisant, nous rencontrerons un probléme li€ au procédé de sommation de
Borel (rappelons qu’une suite (a,) de nombres complexes converge vers a e C
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au sens de Borel si
oo X!l
-X
(4 d,——
g:o " n!

tend vers a quand X tend vers linfini). La résolution de ce probléme est
I'objet du lemme suivant, démontré dans le paragraphe IlI:

LemME. Soit u: [0, 1] =[O0, 1] lipschitzienne de rapport 1;p et y deux
reels. ’
(i) Si B est irrationnel, on a uniformément pour X > 1:
+ > Xk l_ /,___
Y u(tkB+y) oy = eX([u(t)dt +0(D*(\/ X))).
k=0 : 0 _
(i) Si B est rationnel (B =p/q ou peZ, ({EN* et (p,g=1) et siy
appartient a 1/qZ (y = a/q, a€Z) on a uniformément pour Xzl

+ @ Xk lq-l r -2Xsin2qu )
: N—=e*|- - +0((g—1)e .
kgﬂu(lkﬁ-i-yl k' ¢ (Qrgﬂu(q)+ ((q ) )

La question de I'estimation de N(x,a) a 'été posée par A. Ivic. La
réponse que nous donnons dans cet article a été obt.en'ue mdependarpmenl
par G. Tenenbaum (cf. [9]). Il utilise une méthode différente de la notre et
obtient dans certains cas des résultats meilleurs (par exemple quand a est un
irrationnel quadratique).

Je tiens a remercier ici les mathématiciens qui m’ont aidé & préparer cet
article: J. M. De Koninck, A. Ivi¢, J.L. Nicolas, C. Pomerance et G. Tenen-
baum.

II. Démonstration des théorémes.

4. A une unité prés N(x,a) est égala ) 1. On se raméne ainsi a

1<n<x
{Xn) 2 aw(n)

un probléme concernant la distribution conjointe de Q et w: dirc2 que Q(n‘)
> aw(n), Cest dire que (2(n), w(n)) appartient & E, := i(h, k)eN'l h >‘cfk,.
Graphiquement, E, est la partie du réseau des points a coordonnees entieres
> 0 située au dessus de la droite passant par (0, 0) et de pente a. Quand
cette pente est irrationnelle, les sommets de I’envel?ppe convexe de
E,\!(0, 0)} sont les couples (h, k) tels que h/k soit une réduite > a dans le
développement de « en fraction continue (cf. [1], p. 111).
L’outil naturel est la formule de Cauchy:

. =h=1,-k=1
(zm)z ‘ ‘ Z z{lnl zc;m 2~zz| Z, dzldzz.
zq|= h.k
:;;:4; nex s

B) 1+N(x,o)=

Ici et dans toute la suite, les cercles sont parcourus dans le sens positif.
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Posons
M(z,,z)) = Z zl_h_lzzﬁk_l-
(hk)eN2
h2ak .
Pour que (3) soit vraie il suffit que la série M(ry, r;) soit convergente,
Or
rye-1
M(ry,r))= Y rs* 12 &, 51
(1, 72) Eo o sin
On a donc
1 1
M(ry, ry) < ¥ <+ sirA>Il.

"z(’n"”uo{rz"{)*
Ainsi M (z,, z,) est holomorphe pour |z,| > 1 et 22l |z4]* > 1 et (3) est
valable si r, > 1 et rari > 1.
5. Nous allons maintenant évaluer

Z z{lu} z;}tn}
ngy

grace au théoréme suivant di a Atle Selberg (voir [6], théoréme 2 et [7],
p. 79):

Soit E un ensemble et ¢: E —C une application. Soit

+ @

F(s,2)= Y a,(nyr

a=1

une série de Dirichlet convergente pour Res > 1, zeE.
On pose

G(5,2) =L ™ F(s,2)= 3 b, (m)n’

et 'on suppose I'existence de deux constantes positives B et H telles que 'on
ait pour z€eE et le(z) < B:

Z 'b (ﬂ)'l gx+z(3n) <H.
n=1
Alors on a, uniformément pour z €E, |¢p(z)| < B et x > 2
2 a(n)= Sl )x(logx)"" '+ 0g(Hx(log x)*® - 2),
nEx r( ( ))

Ici nous prenons
@: E —C définie par

(24, z,) =2Z1z, et a’:'*z(") =z{1"?z‘;(ﬂ_

E={z,2)eC? lz)) <2(1-n)} on ne]o, 13[,
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Si (zy,2,)€E et Res > 1 le produit infini- suivant (portant sur les nombres
Z12Z3

premiers) converge:
2122
e p=[]14=—>.
7 v U{‘ |r|—|z1|}

]‘[{H

1

D’aprés le théoréme du produit eulerien, la série
z{lu} zw(n}

n

ziz,
IZI

F(s,zy,25) = Y

nz1

converge absolument pour (z,, z;) €E, Res > . ' o
Pgur(‘] (z1, 25) €E, b, ., est alors la fonction multiplicative dont les

valeurs sur les puissanices de nombres premiers sont définies par Iidentité

1z tlez
@ 1+z by, .ey (ME =(1- cJ”(l+ 5;1)

Comme le membre de. droite de (4) est une fonction analytique de £ pour |¢]
<1/2(1—n) on obtient par la formule de Cauchy

bz, @ <50~ ' 2=, bz, ., (") <5(5/2)" (I123).
De plus, (4) implique que b, ,,(!) =0 pour tout premier I La série de
+ @

Dirichlet Y |b, 12, (MIn™* est -donc absolument convergente pour Res
n=1

>1—n/4log2 et est <zn~% dans ce demi plan.

Dans la suite nous utiliserons seulement B = 2. La formule de Cauchy a
+ oo

T'ordre 4 appliquée a s — ) Ib, 1.z,(MIn~* donne la majoration:

n=1

"
Zmlb,ll,2 (n)(log3n)*n~! <n~% pour.tout (zy, z,) €E.

n=1

Le théoréme de Selberg donne donc:
(5) pour x>3,|z,| <2,z,€C,
Y zf® 220 = F(z,, 2))x(log X2 +Q(x, 2y, 25)

nEx

- 1 B ZyZ,
F(21.23)=r(zlzz)l:[(l—‘l) (l+,_21)

(") Nous devons cette présentation de la formule (5) 2 G. Tenenbaum (cf. [9]).

ol

2 — Acta Arithmetica 52.1
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(fonction holomorphe pour |z,| <2 et z,€C) et

Q(x, 21, 22) = 0(1™ * x (log x)'*2 %)
uniformément pour |z,| < 2(1—n), |2,2,/ <2, x> 3.
Observons que
B(z,, z,)
Py, gD Ll
Zl _2

ou

2 *1%2 Y12 Zyz,
B = I —
(24, 25) r(21z;}(zl 2-2,2y) rl;:la(l !) (1+ )

est fonction holomorphe de (z,, z,) pour |z, <3, z, eC.
6. Les formules (3) et (5) montrent que
1+N(x,a)=8,+8,,

ou
. P z1z3-1
1 {zni]zlzl_‘;;[rlf‘(zhzz)x(IOSx] M(zy, z;)dz, dz,
lzal=r3
et
1
S, =—— X, 2y, Z25) M(zy, 2,)dz, dz
2 (2ri)? Iz;";é[rlQ( 1, 22) M(zy, 25)dz, dz,
lzal=r2

avec 1 <ry <2etr,>r;%
Estimation de S,: Soit ry€]2,3[,r;€]1, 2[ et r, > 1. La fonction

1 1

—_—
21!:!'21—2|:2

[ B2y, 22)(log )" "2 M (zy, 2,) dz,

I=ra

Zy

est méromorphe pour 1 <|z;| < 3 avec au plus un péle, simple, en z; = 2. Le
théoréme des résidus donne donc:

B(Zl, 2) 123
(Zm']2 |=lj|.j,1 z— (log x)™" Mz, 2))dz, dz,
lzgl=rq
logx , - 1 5
= —— = 2 M (2, z,)dz,.
% Sl+2nf|=z"[_r28(2' 3;)(Iogx) M( z:) Zz

Cette derniére intégrale va fournir la contribution principale & N (x, «). C'est
le coefficient de 1/z dans le développement en série de Laurent pour |z| > 27*
de:

) (2loglogx)"zh. T gke1 y gohed

az0 b20 b! k20 h2ak
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ol la premiére série représente le développement en série entiére sur C de
B(2, z) (remarquons ici que f, =, =0, B, = —4, d’aprés I'expression de B
donnée au numéro 5.). Le coefficient cherché vaut:

2logl A
©® ¥ ﬁ,(—"g—:’g—") Y 2°*' (on doit avoir k =a+b)

abz0 ' hZafa+b)

=2 A

abz0

=Y B2 Y

az0 b20 b!

LM_M 2 =ala+b)]

(2'~*log log x)* o= t-sta+b))

Pour le théoréme 3, on remarque que cette somme est <4~ “(log X2 "
Pour le théoréme 2, on utilise le (ii) du lemme démontré au paragraphe
III, avec u(t) =27, p= —a, y = —aae(l/q) Z et X =2'"*loglogx. On a ici

(r 3 1 _
1 2,() g oo

27 (o0 = g (@) (log x)*' "+ 0((g— 1) log x)?' ~*24)

donc
(2' ~*log log x)°
bz20 b'
uniformément par rapport @ aeN. En reportant dans (6) on obtient
9@ B(2, 27%)(log )*' ~*+0(4™*(g—1)(log x)*' ~**=2).
En revenant a I'expression de F sous forme de produit infini et en remar-
q_uam que
IB(2, 279 R47"
on obtient bien:
—h(@)(log x)*' ~*(1+0((g— 1) (log x) 7> ~*2*)).
Pour le théoréme 1 le calcul est similaire, en utilisant le (i) du lemme.
Majorons maintenant l'intégrale:
j- j' B (21 ? 22)
(Zm) l21g=r}

lzgl=ry
Sa valeur est en fait indépendante de rj et r, pourvu que rj€]2, 3[ et
"2Ff > 1. Supposons r, borné par une constante absolue. Vues I'expression
de B (n°5) et la majoration de M (n°4), cette intégrale est majorée en module
par;

log x)*1*2 M (z,, z,)dz, dz,.

ra ‘_ rira(loglogxjous(fy +83)

= e do, do,,
B=r) i =21 —(2rD T _r<o 0, e
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4 une constante absolue multiplicative prés. La derniére intégrale est
r1ra

(log x)
1+ \/rz loglog x

par la méthode de Laplace.
Pour les théorémes 1 et 2, choisissons

+1 [
rrl — 31_‘5'6Ioglosx et r, = 3_¢+Iﬁlosklgx .

d’oll
rorf =3%000ET oty =37 0glegx

L'intégrale considérée est donc <,, (loglog x)*?(log P
Cela donne le deuxiéme terme reste du théoréme 2; pour le théoréme 1
on remarque que:

21-a

(log log x)*?(log x)** ~* <

|
0y ———(log x)
' /2 " log log x ¢
<(logx)?' ~* D¥(\/2" *log log x).

Pour le théoréme. 3, choisissons ry =2"! et r, =272 dou r,r
=2%1e=1 et r,ry = 2'"% L'intégrale considérée est donc

2_’ 21-a
@m—:—l(logx) .

Majoration de S,: Rappelons que

1

S, =—— X, 2y, 2;) M(zy, z,)dz, dz
2= Gm)? |=1{£r1Q( 1, 2)) M (24, 25)dz, dz,
lzal=r3
avec 1 <r, <2etr,>r;%
Pour les théorémes 1 et 2, choisissons r; = 1,5, r, = (1+3'"9)/1,5 et

=1/4.0On ariry=143'""<2 et rir, =(1,5* ' (1+3'"9 si bien que:

rirg=2 ryr; X

) 12 = & -
ra(1=r§r)™") ~ (log x)! -3

ce qui est absorbé par le terme reste venant de S, étudié précédemment.

Le méme choix de r, et r, est suffisant pour achever la démonstration
du théoréme 3.

S, €<x(logx

I11. Procédé de sommation de Borel et approximation diophantienne. Soit
u: [0, 1] =[O0, 1], lipschitzienne de rapport 1; B et y deux réels, X un réel
= 2. Nous posons
k

SwhyX)=3 u({kﬂ+y})x

k=0
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Il est clair que 0 < S(u, 8, y, X) . D’autre part si 'on pose

A@) = Z u({kﬁ+y})

O€ksr

et si 'on suppose B irrationnel:

: 1
7 |4 (v;)— A (v,) = (v, —vy) [u(t)dt| <(v;—v,) Dy(vy,—0y)
]

pour 1 <o, <v,—1, d’aprés l'inégalité de Koksma (cf. [5], théoréme 5.1)
et le fait que la discrépance de la suite finie {kf+y}; v; <k <v, est
< Dg(v;—v,). Un théoréme abélien de G. Tenenbaum (cf. [8], théoréme 3)
montre alors que

1
e XS, B, y, X) — [u(r)de.

X—=+mo

En d’autres termes, la suite u({kp+ y}) converge au sens de Borel vers
1

fu(f)dt. Nous allons suivre la démonstration de G. Tenenbaum pour estimer
0

1,
e *S(u, B, y, X)— [u(r)dr.
0 .

Commengons par choisir un réel Z positif tel que

X Y XYk <1/ /X.

k-X12Z

On peut par exemple prendre Z = (X log X)"/?* comme le montre la formule:

Xke~X | e"’”dr+0( 1

wFix B ﬁ)’

valable uniformément pour X > 1, s réel (cf. [5]). Nous avons:

A+Z

e XS, B, y, X)— [udt = | 9(X, )dA*(0)+0(1//%)
0 X-z
ol

A*) =A@ -t [u@dd et o(X,0)=e*XYI(t+1).
0

Nous posons Z =K\/)_( et, quitte & modifier légérement Z, nous
Supposons que K est un entier. On a alors:

X+Z X+(y+1)/X
| o(X,ndA*®)= ) | oX,nda*@).
x-z -KSjSK-1 X+jJX
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Pour tout j= —K, ..., K—1, nous intégrons par parties:

X+(+1)yx
= . X+(y+1), X
5 0K DA 0 =[o(X, n(4* - A* X+ SO
X+(j+1) /X
- I (Ar0-4ar(x+i X ))——(x f)dt
X+jJX

<e -U+112a’2Dﬂ( /_)+ i:D,(t) Lﬂ)\/_ el=i2+20i2 g,

X3z

d’aprés (7) et le lemme 1 de [8]. En sommant sur tous les j, on obtient le (i)
du lemme.

Pour démontrer le (i) on observe que {kf+y} est une fonction
périodique de k, de période g, et prend les valeurs 0, 1/g, 2/q, ..., (g—1)/q. Si
k=bq+r o beN et re{0, 1,...,q—1}, on a {kB+y} = {rf+y), donc

S, B, y, X)= Z u(irf+yp X (ba +,;.
b20

g-=1

=Y u( rﬁ-f—y})— I e‘x Z z7h 4 sip>1
r=0 I|=|=a 520
1 P(2)

= x
2ni ,,,i,e, z9—1 %
ol

g-1

P@) =Y u({rB+y})z2 1"

r=0
(c’est un polynéme). Le théoréme des résidus nous donne:
P(z) jazt
Swh 0= e B =T u(: )
Z qzq' q,.; ﬂ§]

z#1

P[z)
g v
Orsizi=1letz#]1,

ox P
qz*

< eXcos2nq. lqil £ Xcos 2n/g
qr—ou a ge

d’ol le résultat.
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