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Critere de reconnaissabilité de fonctions analytigues
et fonctions entiéres arithmétiques

par

ApaMm BazYLEwiCcz (Warszawa)

1. MNotations et définitions. N est l'ensemble des nombres naturels, Z
Pensemble des nombres entiers rationnels, @, R, C, 4 sont les corps des
nombres rationnels, réels, complexes et algébriques respectivement.

Soit K un corps des nombres de degréd = r+2ssur Q, K, 1 € i < r, et
Kt*h = Kr*+s*h 1 € j<s, sont ses plongements réels et complexes. O
désigne 'anneau des nombres entiers de K, O, 'anneau de tous les nombres
entiers sur Z contenus dans C, Uy le groupe des unités de K. Pour 1 <j < d,
OY désigne I'anneau des entiers de KU et U est le groupe des unités de K,
Siac0p, les a¥ e OF sont les conjugués de a = a®. Pour P = Y a,2"e K[z]
onnote PV = % aPz"e KWz].1=(1,...,1)eN". Siz=(z,,..., z,)eC" et

=Ry, .., n)eN" |z| = /lz,*+ ... -{-|;:,,,i2 et z* =z% ... z%. Pour un

ensemble § = C [§ désigne le compiémentaire C\S de S.

DérniTion 1. On dit que la fonction f(z)eC(z) est une fiaction
reconnaissable si et seulement si il existe des polyndémes PeC[z] et Q eC[z,]
pour 1 £ 1< m tels que deg, P < deg(; et

P(2)
H Qilz)

1€i<m

fz) =

DErINITION 2. Pour 1 < j < m, soit T; = C un compact convexe. On pose
K () = max Re(ze™ ™). Soit fune fonction entiére sur €™ de type exponentiel.

zel; . .
On dit que f est de type exponentiel (77, ..., T,) si et seulement si pour tout
>0

e . ™) < CORRP(, 6K o))

pour tout re R et tout peR™

2. Résultats. Dans la litterature on peut trouver nombreux critéres de
rationalité, mais il n’y a qun résultat de Martineau (cf. [6]) concernant la
reconnaissabilité. Nous Pénoncerons dans une forme simplifiée.
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m) des ‘compacts convexes de diamétres
(1 [S, de déve-

1<j<m

., 00) avec a,€ £ pour tout

THEOREME. Soient S, = C (1 £j <
wransfinis ©(S;) < 1. Soit g une fonction holomorphe sur

loppement Y a,z "% au voisinage de (o0, ..
nef P
neN™ Alors g est une fraction rationnelle de la forme

P(z)

n Qi(z)

1€i€m

ouPeZlz,, ..
Nous généralisons ce résultat sous la forme suivante.

THEOREME 1. Pour 1 < i< m, 1 <j<d soient S < C des compacts de
diamétres transfinis v; vérifiant S = 5P pour 1 £jgr, frtd = S+t pour
I<jsse J] r,J < 1 pour tout i, 1. < i< m. Soit (a,), ne N™ une suite

i<j<d
d'éléments de Oy telle que les fonctions définies au voisinage de l'infini par
M2y = Y az717" soient analytiques sur [ [SY pour 1 <j < d.
nsN™ 1£i<m

Alors il existe des polynémes Pe Oy [z]et Qe Oxlz,] powr 1 <

Q; unitaire et deg, P < deg(; tels que

o 2] et Q6 Z[z.] sont des pelynbmes unitaires pour 1 < i< m.

< m, arec

PU(z)
[[ ¢

1€i€sm

'f(j)(Z) =

A Tlaide de ce théoréme nous obtenons notre résultat sur les fonctions
entiéres sur C™ safisfaisant 4 f(N™) <= O, qui contient comme cas particuliers
des résultats de Ch. Pisot [7], V. Avanissian et R. Gay [1] et F. Gramain [4].

THEOREME 2. Soit K < C un corps de nombres de degré d et Oy U'anneau de
ses entiers. On pose § = df2 si K ¢« Ret d = d si K < R Pour 1 <i < m, soit
T; = C un compact convexe (avec T, = T, si K < R) contenu dans un ouvert V, sur
lequel la fonction exponentielle est injective. Soit t; le diamétre transfini de exp T,,
soit ¢ une constante positive.

Alors il existe une partie finie C de 0% avant la propriété suivante:

Si f est une fonction entiére de type exponentiel (T, ..., T,) telle que
SIN™) < Og et

log|f (m)] _

lim sup————=! ] <

In] o

et si logr; << —¢(d—1) pour 1 i< m, alors [ est un polynéme exponentiel

f2) =Y P,(z)y" on PeK[C] [z] et y* est défini par des logy, e V..
ye€

icm
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3. Quelgues lemimes.

LeMME 3. Pour 1 € <
vérifiant SV = 89 pour 1 < i €
avec 0 £ 1< 1.

Si H 7, <1, alors il existe un polynéme A € Op[z] unitaire (i.e. dont le
1<55d

coefficient du terme de plus haut degré est dans Upg) vérifiant

sup |A9(z)| < A

zeSWD

d soit S < C un compact de diamétre transfini 1,
v, SUFD = §ETSHD) pour 1 < j < 5 et Soit AER

pour 1 €j<d.
Preuve. Cest une conséquence de lemme 5 de [2].
@
LEMME 4. La fonction Y g,z ' ~" est rationnelle si et seulement si pour tout
n=0
kzk,,
A(k) = det{a;_+j: 0 < I,] = k—"l} =0,
Preuve. Cest le critere de Kronecker {[5]).
271", on a, & Og pour tour ne {0} UN,

P(o)
oz

LeMME 5. Si la série f(z) Z

est rationnelle, alors elle a la représentation f{z) = o PeOg[z] et
QeO0g[z] est unitaire.

Preuve. Cela résulte du fait que O est un anneau de Fatou (cf. théoréme
3.3 de [4]).

LeMME 6. Soit f une fonction entiére de type exponentiel (T,,...,T,). On
pose H,(f) =f(n) pour ne N™ et g(z) = Y H,(f}z"*"". Alors g se prolonge
nefN™
en une fonction holomorphe sur || [expT;.

1€j<m

Preuve. Cest un cas particulicr de la Proposition 2.4 de [4].

LEMME 7. Supposons que f et (T,, ..., T,) vérifient les conditions du lemme 6
et supposons de plus que pour 1 < j < m, T; soit contenu dans un ouvert £2; ou
expz est injective. Si pour tout ne N", f(u) = 0 alors f = 0.

Preuve. (Cest une conséquence directe de la Proposition 2.4 de [4].

4. Démonstration du critére de reconnaissabilite,

THEOREME 8. Soient SY < C des compacts vérifiant les conditions du lemme
3. On suppose de plus que les séries

ot a,,€0g

w
M) = Z alz™t,
n=0
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pour tout (n,)eN* et 1< j<d forment de familles normales de fonctions
analytiques sur [SY respectivement. Alovs il existe P,eOy[z] et Qe0[z]
unitaire tels que

P(z)
QV(z)
De plus le polynéme Q ne dépend que de K et des SV

Démonstration du théoréme 8. Soit AeR, avec 0 < 1 < 1. Draprés
le lemme 3 il existe 4 € 0¢[z], unitaire tel que SO = UY = {z: |40(z)| < 4}.
k

1(z) =

pour 1 <j<d.

Notons A(z)= ), a;z/ ot a;e O pour 1 <j<h et a,e Uy,
i=0
D’aprés a formule (3) de [3] le diamétre transfini ¢; de U est égal 4

r 1/k
(laﬂ)  dou

¢ 1=

i=1 INK,IQahl
Soit £ > 0 suffisament petit pour que

N
2 [1G;+e <1
. i=1
On note C, le maximum des longueurs des 38UV, et

C, = sup sup |fP(z)).

Jwa zedUL?

C, est fini parce que la famille {f’(z)},ey est normale dans [SY. Notons
V(xl, .-y X,) le déterminant de Vandermonde.

D’apres la définition de Fekete du diamétre transfini d'un compact il existe
Ny = N,(e)eN tel que pour tout k > N, et tout (x,, .. LX) eUY on a

dih
A = L

3 : IV Xyjs-en xkj)l 5 (Tj+8)k(k b,
Posons
oy Qg 1,2
Ak, ey = | ... ...
-1, Qa2 g

Une formule de Schiffer et Siciak (cf. [9], page 357} qui résulte de la
formule de Cauchy donne

@) kAN, o) =

k
ViHzy, o 2) [T £9(z)dzy A .. A dz,.
)

2 o, st
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De (3) et (4) on déduit

d . d

¥ WAk, ) < (Ck iy rL) T (g ey,

Comme NggAlk,)eZ on a
®) Ak, o= pour tout k > N, et ae {0} UN,
ol N, ne dépend pas de a.

Il résulte des lemmes 4 et 5 que les £ sont des fractions rationnelles a
coefficients dans 0. Les coefficients de leurs developpements en série étant
conjugués, il existe A, et B, € Oy[z] avec B, unitaire, deg4, < degB, < N, tels
que

A9(2)

7 f;(..i)(z) = B(j)(z} .

d

Soit § « C une boule contenant [ | S¥. Les pdles de f;” sont des entiers
i=t
algébriques de degré au plus dN, sur g et dont tous les comjugués sont

contenus dans le compact S. Ils sont donc en nombre fini et il exxste
Q(z) € Ox[z] unitaire, indépendant des /¥ et tel que

(8) A ou P _e0,[z], Q unitaire, degP, < degQ.

Cela achéve la preuve du théoréme 8.

Demonstration du théoréme 1. Soit ieR, avec 0 <A< 1. En
applicant m fois lemme 1 on obtient pour 1 < i < m, des polyndmes unitaires
A e 0[] tels que 8P < U = {z: |4P(z)| < A}. Soit €, le diamétre transfini
de UY. La formule (3) de [3] donne ‘

9) [T t;<1, powr l<i<m
15j<d

Soit h, = degA,. A I'aide des polyndmes 4; on construit une nouvelle base
du Oyg-module Ok{z,,...,2,]. -

D'abord soit P, =z pour 0 <! <h; Puga=APz pour keN
et 0<!<h. On définit les polyndmes P, en posant pour chaque
Ljil<si<ml<j<d):

10 P = P?)m(zl) PRy (e ) PR s i d) - Pl (20)-

On remarque quc le coefficient du terme de plus haut degré appartient 4
UY. 11 existe une constante absolue C, > 0 satisfaisant 4 Iinégalité

(1 max sup |[P{P(z)) < C, pour tout leNu {0}.

t,j zeUl)
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En comparant.(l()) et (11) nous voyons gue
(12 |POM(z)| < C, = Cp~1
x U, xUP, x ... xUD,

Fixons alors un indice i. On peut écrire P;, et fY sous la forme

pour i<i<m, 1<j<det zeUPx ...

{13) P, = Z PimwZl' - 2i( 2 Lz
weog

ou &, est un ensemble fini d’indices.
Do) — -] —l-goq,~1- o
(14) f(J)(z) _Zaﬂl.;.ai—jau 1...am(zi)zl J:H""zt'"—l i 12!"‘1“1 di*l"-zm am-

Notons

(15) Pi,u(an Zi) = Z pi,n,uaal...a;-mH;...rxm(zi)-
®E5

La formule suivante est une conséquence du théoréme des résidus:

1 . ‘
1 o = [ W{(z) PR
( 6) P:.n (ﬂ, Zi) (Zni)’"_l a[}[(i‘f) HJH) f (Z) P:,n (Z) le N
cendziig Adziy A LA de,,.
Soit C5 = max sup |fY(z)| et Cg le maximum des longueurs des SUY,
i zEU(_j)

Pia, z) comme ‘fonction de z; est analytique sur [$§?, d’od en particulier
aussi dans [U{". Alors (16) implique que pour 7eUP, 1<ig<m, 1 <j<d,
neN™ on a :

{17 [P a, ) < Cp? Cy = C,.

1
(2mym-t

Ainsi les familles de fonctions {P{)(a, z;)}, vérifient les hypothéses du
théoréme 8. On en déduit quil existe des polyndmes 4, ,, B,e 0x[z],
B; unitaire, degd;, < degB,, tels que

A a(z)

18 Pia(a, z) = =228
( ) 1, ( Zl) Br(z")

‘Mais on peut voir (15) et (18) comme un systéme d’équations linéaires en
le:s Inconnues a, et d coefficients dans Oy. La matrice de ce systéme est
triangulaire et les éléments de la diagonale sont dans Ug, donc

Ai,u(zi)

19 - = TR
( ) au;...a.-zﬂwl---"m(zl) Bi(zi) '

ol A;,e0.(z] et deg A;, < degB,..
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En substituant (19) dans (14) on obtient
k.

m T
(20) (]—.[ lej)(zk))fl(”(z) = Z Z?aﬁuj}(zls IARE] Zi"“i’ Zid1s vnny Zm):v
k=1 - k=0
ou k; < degB; et a(zy, ...,z 1, 2144, ..., z,) est une série formelle & coeffi-
cients dans Oy, pour 1 < i< m.
Ainsi la série entiére

96 [T B,
k=1

est un polyndme en chacune des variables z,, donc un polyndme PY e 04[z],
et on a

m
(21) (H B%"’(zi))f (z) = P9(z).
i=}
Le démonstration est donc terminée.

5. Fonctions entieres arithmétiques. Ce paragraphe est consacré a des
applications du théoréme 1.

TaEOREME 9. Powr 1.<i<m e 1<j<d, soiemt TV cC des
compacts convexes vérifiant TV = TO (1 i< m; 1 <j < r) Tt = Trts+h
(A <i<m 1 <j<s) et 1y le diamétre transfini de S = exp TY'. On suppose
que,pour L Si<m,ona [] 7; < 1 et quiil existe p tel que TP < £, o

1€j5d
est un ouvert de C sur lequel la fonction exponentielle est injective. Alors il existe

une partie finie C, de O% ayant la propriété suivante:

Pour 1 £j<d, soit f;; C"—C une fonction entiére de type exponentiel
(T, ..., TP telle que f,(N™) = OF et fin) = (f,(m) pour tout ne N™. Alors
1, est de la forme

Sz =}, Py
yeCp
ou P,e KP[C[z] et y* est défini par des logy, e Q.
Démonstration du théoréme 9. Posons

gV (z) = Z f}.(n)z'l "

ngiym
Les ¢\ et S satisfont a toutes les conditions du théoréme 1, Donc il existe
Pe0[z] et des polynémes unitaires Q,(z) € O, [z;] tels que deg, P < degQ, et
. I P
22 Ng) = ——=—""—r.

1€£i€m
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L’ensemble
(23) C, = {15 s T EC™: Q) = 0)

est fini. La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle g'?(z)
montre que f,(n) est de la forme

S =3, Pyn)y”

veCp
ot P,e KP[C J[z]. Alors le lemme 7 permet de conclure.
Démonstration du théoréme 2. On définit pour 1 €7 <d

g (z) = Z fPz7im et g(z) = Z Pzt

N nsm

D'une part, chaque g’ se prolonge en une fonction holomorphe sur

[T {z: 24 = €} en raison de la majoration des | f{n)!. D'autre part g(z) et
i=1

gizy=3 f(n)z"' ™" se prolongent sur TTLS; et T [S; respectivement, o

neiNm™m i=1q =1 .
S, =expT.
On définit maintenant
S0 =<8 si K=KV

lzl € ¢ dans les autres cas.

On voit que les g et §¥ satisfont & toutes les conditions du théoréme 1.
Donc
P(z)
H Qi(z(')’

1<igm

g(z) =

ou PeOg[z] et les Q;€ O[z;] sont unitaires; de plus pour 1 <i<m on a
deg,, P < deg;. On pose
C={r=0n . .7eC™ Qr)=0,1<i<m.

La fin de la démonstration est la méme que celle de théoréme 9.
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