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representation ¢: Gal(Q(T)/Q(T)) — A, with a trivial second Stiefel-Whit-

ney class ¢* w,(¢,) eH2(Gal(Q(T)/Q(T)), Z/2Z). Here £, denotes the real
bundle over B4, associated to the standard representation of the aliernating
group A, into S§0,(R). Since ¢* w?(A,) can be viewed as the obstruction to
the embedding problem given by the diagram

’GaI[(}Tﬂ/GITH

-

// q
-

Yo 2 RZ i Ay —— e Ay e |
where A, denotes the universal central extension of A,, the result follows.
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Biniire quadratische Formen und Diederkorper
von

Franz Harrer-Kocu (Graz)

Gegenstand dieser Arbeit ist die Darstellung von Primzahlen durch
ganzzahlige bindre quadratische Formen. Die Gauf¥sche Theorie der Gesch-
lechter gestattet es, zu entscheiden, ob eine Primzahl durch ein Geschlecht
quadratischer Formen dargestellt wird oder nicht, aber sie erlaubt im allge-
meinen keine Aussagen iber die Darstellung durch individuelle Formen.

Die binéren quadratischen Formen fester Diskriminante bilden beziiglich
der Komposition e¢ine zur Ringklassengruppe dieser Diskriminante isomor-
phe Gruppe, und jeder Satz tiber die Darstellung von Primzahlen durch eine
Form dieser Diskriminante ist ein Satz iiber das Zerlegungsverhalten dieser
Primzahl im Ringklassenk&rper; umgekehrt ist auch jedes Zerlegungsgesetz
fiir den Ringklassenkorper ein Darstellungssatz durch bindre quadratische
Formen (auf Grund des Artin-Isomorphismus). Kann man nun aof andere als
auf klassenktrpertheoretische Weise (etwa mittels einer Radikalerzeugung)
ein Zerlegungsgesetz fiir den RingklassenkSrper herleiten, so hat man damit
einen Darstellungssatz fiir Primzahlen durch binire quadratische Formen
hergeleitet. Auf diesem Prinzip beruhen viele der i den letzten Jahren
publizierten Potenzrestkriterien fiir quadratische Einheiten, welche man auch
als Darstellungssitze fiir Primzahipotenzen durch binfire quadratische For-
men deuten kann ([21, [15], [25], {141, [26]. [12], [13])

Verwendet man an Stelle des vollen RingklassenkSrpers nur einen
Teilksrper desselben, so erhilt man nicht mehr Darstellungssitze fiir indivi-
duelle Formen, aber doch noch Darstellungssiitze fiir gewisse Mengen von
Formenklassen, welche im Spezialfall absolut-abelscher Teilkdrper gerade die
Geschlechter sind. Eine in diesem Zusammenhang bereits mehrfach unter-
suchte Korperklasse ist die der Diederkorper 8. Grades ([21], [15], [2¢],
[227), da deren Radikalerzeugung leicht zu iberblicken ist. Die daraus
resultierenden Darstellungssitze fiir Primzahlen durch bindre quadratische
Formen bestimmen die Klasse darstellender Formen bis auf 4. Potenzen in
der Kompositionsklassengruppe ihrer Diskriminante.

In den zitierten Arbeiten wurden die Diederkérper 8. Grades immer nur
in solchen Fillen verwendet, in denen die zugehdrige Ringklassengruppe nur
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eine durch 4 teilbare Invariante besitzt; nur in solchen Fillen ist nimlich
eine eindeutige explizite Zuordnung zwischen dem Diederkorper und dem
definierenden Charakter 4. Grades méglich. In der vorliegenden Arbeit
befrete ich mich von dieser Einschriinkung durch die systematische Verwen-
dung von Charakteren; damit riicken einerseits die bisherigen Resultate in
ein neues Licht, es gelingt aber auch, diese wesentlich zu verallgemeinern und
eine Reihe neuer Darstellungsséitze fiir Primzahlen durch bindre quadratische
Formen herzuleiten.

Teile dieser Arbeit entstanden withrend eines Gastaufenthaltes an der
Universite de Nancy I; Herrn Professor P. Kaplan danke ich Rir seine

Gastfreundschaft und viele interessante Diskussionen zur Thematik dicscr
Arbeit,

1. Ein allgemeiner Darstellungssatz. Die in diesem Abschnitl eingefiihrten
Bezeichnungen werde ich wilhrend der ganzen Arbeit beibehalter.

Sei A eine Diskriminante ganzzahliger binfrer quadratischer Formen,
also 4eZ\{0,1}, A=1mod4 oder 4=0mod 4, A4=d,f? mit ciner
Fundamentaldiskriminante A, und sei k, = Q(\/E). #(4} sei die Klassen-
gruppe ganzzahliger primitiver bindrer (im Falle 4 <0 positiv definiter)
quadratischer Formen der Diskriminante 4; ich bezeichne mit [a, b, ¢] die
Klasse der Form aX?+bXY-+c¥?, es ist also [a, b, ¢]e ¥(d) genau dann,
wenn a, b, ceZ, {a, b, ) =1, 4 = b*~4ac, und a > 0, falls 4 < 0. Stellt eine
Klasse Ae % (4) eine Zahl xe Z primitiv. dar, so schreibe ich A4 — x.

Z(4) sei die Gruppe aller Geschlechtscharakiere g: 4(4) — {+1} der
Form ¢ =x* mit einem Charakter y: €(d)— C*; &(4) ist ein F,-
Vektorraum, und dim &'(4) ist die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten
von €(A).

Sei ¢: €(4) = {1} ein Geschlechischarakter, ¢ = 1; zu ¢ gehdrt ein
k ; enthaltender biquadratischer K&rper

K, = Q(\/e_q,,, \/‘i) >k,

mit Fundamentaldiskriminanten €pr €, und
(™ g = AO (./(po)z
(f, ist der Fiihrer von K,/k ), so daly gilt:
Fiir alle Qe ¢(4) und Primzahlen p ¥ £ mit Q -» p gilt fiir die Primtei-

ler p von p in k, Genau dann ist p in K, zerlegt, wenn Q) =1,
Insbesondere gilt fir alle xe N mit (3, 24) = 1 und Q - 3;

0(0) = (f;) = G;)

Die Deutung von ¢ als Artin-Charakter von K,k liefert ein
kdrpertheoretisches Kriterium fiir ¢, zu Z(4) zu gehdren:
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Genau daun ist @e Z(d), wenn sich K, in einem iiber k, zyklischen
DiederkSrper 8. Grades(') L, einbetten 148t derart, daB fiir den Fhrer f,
von Ltk gilt: f,] f.

Sei nun im folgenden ¢@eZ'(4) und L, ein ber k, zyklischer
Diederk&rper 8. Grades, sei f, der Fihrer von L,/k, und f|f L, ist
Teilksrper des Ringklassenk&rpers modulo f iiber k, (im “engeren” Sinne,
d.h. mit klassenk&rpertheoretischem Fiihrer [ - o), und daher ist der Artin-
charakter y, von L,/k, auf ¥(4) definiert,

Lot E(d) = C".

Es ist y2 = ¢, und fiir Qe%(4), Primzahlen p mit ptf, und Q = p und
Primteiler p von p in k, gilt; p zerfillt in L, in ein Produkt von 1, 2 oder 4
Primfaktoren, je nachdem, ob y,(@) = +i, —1 oder L

P(4) sei die Menge aller Primzahlen p mit p k24, die von einer Klasse
Qe %€ (4)? dargestellt werden. Bine Primzahl p mit p 24 gehért offensichtlich
genau dann zu P{4), wenn p im Geschlechterkdrper des Ringklassenkorpers
modulo f von k, vollzerlegt ist [11]; dann ist p auch voll-zerlegt in K, fir
alie Geschlechtscharaktere ¢ # 1.

Fiir pe P(A) und oec Z(4) sel

1, falls ¢ =1 oder p in L, voll-zerlegt ist,
Tolp) = —1  sonst.

Wegen pe P(4) ist o, (p) von der Wahl des Kdrpers L, unabhingig (das folgt
aus dem unten stehenden Theorem, kann aber auch leicht direkt eingesehen
werden). ‘

Der Zusammenhang zwischen Diederkdrpern 8. Grades und der Darstel-
fung von Primzahlen durch binire quadratische Formen kann nun wie folgt
formuliert werden:

THEOREM. Sei A = Aie €(4)? eine Klasse im Hauptgeschlecht von €(4),
und sei peP(A). Dann sind tquivalent.

(i) Es gibt ein A'e A-€(4)Y* mir A" — p.

(ii) Fiir alle pe (4} ist 5,(p) = @(Ag)

Bemerkung. Die Nebenklasse A-%(4)*€¥(4)/%(4)* ist das Spinor-
geschlecht von 4 im Sinne von [6]. Das Symbol o, (p) bescl.lreibt das
Spinorgeschlecht von A& %(4) mit 4 — p und kann daher als Spmorgeschj
lechtssymbol bezeichnet werden. Es ist eng verwandt mit den von L. Rede%
[317 und Y. Furuta [8] definierten Symbolen, jedoch ist kemes der drei
Symbole Spezialfall eines anderen; ihre genaue Beziehung zueinander habe
ich an anderer Stelle ausfiihrlich dargestellt [16].

{*) Unter einem Dicderk&rper 8. Grades verstehe ich ginen galoisschen algebraischen
Zahlksrper £, dessen Galoisgruppe Gal(£/Q) eine Diedergruppe der Ordnung 8 ist.
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Beweis des Theorems. Ist A = AB* mit Be7{4) und 4" - p, so
folgt  o,{p) = x,(4) (Klassenkdrper-Zerlegungsgesetz), also o,(p) = y,(4)
= p(dp) fiir alle pe2'(A).

Ich nehme nun an, es sei A'€%(4)* mit 4" —p, aber A'¢A-%(4)*.
Dann ist

A'A™ = B2e 4(A)2\ 7 (4)* -
mit Be % (4), so daBl 4|ord {B) und B¢ % (4)% Folglich existiert ¢in Charakter
4. Grades y: ¢ (d) — €™ mit ¥(B) =i und fiir ¢ = y*: %{4) -~ C* gili;

o d(d), . (B)= *Li,
und

—1 = (BY) = o (A) 2, (A) 7 =0, (p) ¢ (Ao) ™"
Daraus folgt aber @(Ay) # 0,(p). =

KoroLrar 1 unp Zusartz. Fiir @, ¢'e 4(4) ist

Op O =0yt P(d) = {1}

Insbesondere kann man sich in Aussage (1) des Theorems auf ein Erzeugenden-
system von #(4) beschrinken.

Beweis. Sei peP(4) und Aye'¢(d) mit A3 -~ p. Dann folgt a,(p)
= @ (Ae) 0, () = ©'(Ag) Gpp (1) = (@) (Ap) = @(Ag) @' (Ag) und daraus die
Behauptung. =

KoroLLar 2. Sei A = Ae % (d)* eine Klasse im Houptgeschlecht von
G{A), e N mit (x,24) =1, pe P(AY und A - %* p. Dann gilt fiir alle g e 1(4):

Beweis. Sei Q =03c%(4)* mit @ ~p: dann folgt 4,05 " - x, also
e . fen ‘
(f)z ¢{4,Q5") und damit (‘f)'(P(Ao) = 0{Qy) = 0,(p). w

Fiir die Anwendung des Theorems und der beiden Korollare ist es nitig,
zu entscheiden, welche Geschlechtscharakiere ¢ zu 7'(4) geh&ren, und nach
dem eingangs Gesagten ist das #iquivalent zum Problem der Einbettbarkeit
von K, in einen Diederkdrper unter Beschriinkung des Fiihrers; ferner ist
eine (m&glichst explizite) Formel zur Berechnung von o, erforderlich. Diese
Aufgaben werden in den beiden ndchsten Paragraphen behandelt,

2. Berechnung von 5. Ich behalte die in § 1 eingefiihrten Bezeichnungen
bei und erhalte zunichst aus [9] das folgende Kriterium flir einen Gesch-
lechtscharakter, zu #'(4) zu gehbren:
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PROPOSITION 1. Fiir einen Geschlechtscharakrer ¢: €{4) — {+1}, ¢ 5 1,
sind dguivalent:

(A) e Z(4);

(B) Es gibt eine Zahl %EQ(\/&;) mit folgenden Eigenschaften:

L NMoimoley) =8, h* mit heQ*;

2. fiir die Relativdiskriminante d(a,) von Q(./o,)/Q(~/e,) gilt
N oiepiold(a,) e, 4;

3. o, ist ganz und ohne echren ganzrationalen Teiler.

Die Zahl o, aus Proposition 1 ist die wichtigste GrBe fiir die Berech-
nung von o,; fiir eine quadratische Irrationalitit « sei im folgenden stets o
die zy a konjugierte Zahl

ProposiTion 2. Sei e Z(4), o # 1; a,¢ Q(\/Z,;) erfiille die Bedingungen
1., 2. und 3. von Proposition 1. Dann gilt:

() Fiir pe P(4) und alle Primteiler p von p in Q(\/Z} ist

a.(p) = (al)
p

{quuadratisches Restsymbol modulo p).

(i) Ist @, Q(\/&,) und & Q(\/E,) mir
0,8 = (Vo /2, = 0,4, +h 2,

so gilt fiir pe P(4) und alle Primteiler $ von p in Q(\/a):

(quadratisches Restsymbol modulo §).

Beweis von Proposition 1 und 2. Sei zundchst ee 2'(4), ¢ # 1.
Dann ist K, = Q(\/ (;,; \/_ETP) in einen_tiber k, zyklischen Diederk&rper 8.
Grades L, cinbettbar, so dal der Fiithrer f, von L,/k, f teilt. Nach [97 ist
L, Normalkorper eines Korpers 4. Grades A, mit Q(\ﬂz;) A, <L, und
fiir die Diskriminante a(4,) von A, gilt:

NA,) = dye, fHlde,.

Sei  «, E“Q(\/é,,,) ganz und ohne ganzrationalen Teiler mit A,
= Q(V/éfp) (~/a,); dann folgt

MQ(J@/Q(%) =g,h* mit he Q",_

4 ~ Acta Arithmetica LL2
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und
AA) = L eg N grieyalDlea):
also

N oigyalD(e)) epld.

d.h. x, hat die drei Figenschafien aus Proposition 1 (B). Seien nun

5, EeQW/By  mit @8 = (i, + /) = SPouiy ol /i
dann ist L, auch NormalkSrper zu
A, = 0(Je) (Vi)
und fiir peP(4) gilt: Genau dann ist g, (p) = 1, wenn p in A, (bzw. /_-f,,,) voll-

zerlegt ist. Ist p bzw. P ein Primteiler von p in 9(\/:2;) bzw. Q(ﬁ,p), 80 ist
genau dann o, (p) = 1, wenn p in A, baw. § in A, vollzerlegt ist, und das ist

o~

dquivalent zu (%1)=1 bzw. (ﬁ’-) = 1: damit ist Proposition 2 bewiesen.
P

—

Sei_nun_g,eQ( \/Em) .so daB Proposition 1(B) gilt, und sei A,
= Q(\/—ém)(\ﬁw). Dann ist A, nicht normal, und der zugeh&rige Normal-
korper L, ist ein K, enthaltender, Uber k, zyklischer, Diederk&rper 8. Grades
tiber Q. Ist f, der Fithrer von L,/k,, so folgt wie oben:

3(g) = Ao, 7 = L5 N oipyaldley)
teilt '
AE‘P = A() E‘p j';’,,
also f,| f und damit peZ(4). m ,

Die Berechnung von a,(p) mittels Proposition 2 hat den Schén-
heitsfehler, daf die dazu benutzten quadratischen Restsymbole keine ratio-
nalen Symbole sind. Ein erster Schritt zur Beseitigung dieses Schén-

heitsfehlers ist die- folgende unmittelbar einsichtige, aber oft niitzliche
Bemerkung.

Zusatz zu Proposition 2. Die in Proposition 2 auftretenden quudratischen
o a, .
Resrsymbole(-‘f») bzw. (—:1’3- zur Berechnung von o,(p) sind von der Auswah!
p P

der plp bzw. Plp unabhdngig. Bei der Wahl von festen  Einhettungen

0(Je,) = Q, bzw. Q(\/E) = Q, ist

GG 6

(mit gewdhnlichen Legendre-Symbolen in Q).
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Im folgenden leit-e‘ich fiir o,(p) einen rationalen Ausdruck her, welcher
aus dem von Proposition 2 durch Anwendung des Reziprozititsgesetzes in

Q(\/e:,) entsteht und damit der Variabilitdt von peP(4) besser Rechnung
trigt.

Sei alsq _wieder we Z(4), @ # 1, und habe «, € Q(\/e:) die Eigenschaften
aus Proposition 1(B). Dann hat die Primidealzerlegung von o, die Form
o (@) =10 ... g, 07
n.mt paarweise nicht-konjugierten Primidecalen 1. Grades a; 42 von Q(\/e—,,,)
(i=1,...,9); vist ein ganzes Ideal von Q(/e,). und es ist entweder n = (1)

EE

oder v ist ein Primteiler 1. Grades von 2 in Q(\/%). Ist A7(q;) = ¢, so folgt

€ =lpq, ...0qe mit u,e{tl, +4, +8},
und genau dann ist. v # (1), wenn u, = 18,

Sei 4, der Hecke'sche Idealcharakter von Q( \/E;)/Q(\/;z:) (definiert auf

den zu d(a,) primen Idea]eq von Q(\/e—q,) mit Werten in {4+1}). Dann gilt fiir
peP(4) und Primteiler p von p.in Q(/e,):

0,(p) = A,(n).

Ay {p) ist aber mittels Kiassenktirpértheorie fiir Q. /:xg,)/Q(\/—e;) berechenbar!
Ist pe P(4) und p ein Primteiler von p in Q(\/;), so licgt p im engeren
Hauptgeschlecht von Q{\/t;), also gibt es ein ganzes ﬁrw EQ(\/: ) ohne
echten ganzrationalen Teiler, so daB "
(m,) = pc?

mit einem ganzen, zu d(o,) primen Ideal ¢ von Q(\/e;) und A g o=y g(m,) > 0.
Damit folgt ’ ’

A‘ﬂ (P) = Aw ((7%)) = 1_.[ (M)
wdlagh oo \ P
(siche [57], “Exercises”).
Auf Grund der Normierung von g, ist
e H as(s)
il2

(mit geeigneten Exponenten s(3) = 0) und folglich

MQ@ (E%)WE (”_q—a:) 1 (&Eﬁ)

32
s(y >0

h(‘xqo) = CII

1 Ty O ) . .
Im Falle e, <0 ist ] (—Lm——‘”—) = 1. Im Falle e, > 0 betrachte ich eine

w) o
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feste Einbettung Q(\/TG;) < R und erhalte

Mgy %o \ _ (150}
)

w o

mit

sign(m)—1 sign{e)—1  sign{n)—1 sign (o) — 1
S(TE, o) = — 5 -.___.m;]_.____“_}. 5 e 5

also unter Beachtung von =, m, >0 und sign(x,,) = sign (&,):

T, O -
I ( @ Py ) =1 genau dann, wenn m, > 0 oder &, > 0.
0

w| o
Damit ist bewiesen:
ProprosiTION 3. Sei @ eZ(4), ¢ # 1: a¢eQ(\/ZeTP) habfwdie Eiqﬁgnschqﬂen
aus Proposition 1(B); sei die Diskriminante d(x,) von Q (\/ocm}/Q(\/ ¢,) von der
Form

o[ 18

il2

Doty) = qp ..

mit paarweise nicht-konjugierten Primidealen 1. Grades o; X2 und Exponenten
s(3)= 0. Sei peP(4) und ﬁ‘,eQ(\/_) ganz und ohne echten ganzrationalen

Teiler, so daf A g erye(my) = pc® mit ceN, (¢, 24) = 1; im Falle ¢, >0, ,
<0 sei =, > 0. Dann folgt:

Sfm T,y O
=M1 (2) 11 (%)
=1 d s(3>0

Besonders einfach ist der in den folgenden Anwendungen ausschlielich
auftretende Fall, in welchem e, und €, keinen ungeraden Primteiler gemein-
sam haben, in dem also (e,, €,}/8. In diesem Falle setze ich

¥

€ = 1[1 45

also €, = ue}; die g; sind in Q(\/—,,,) zerlegt, und nach fester Wahl von \/—
modulo ey ist

(Jacobi-Symbol). Sei nun

icm
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mit M, NeZ, (M, N)=1, M >0, falls e, > 0, &, <0, und

o {eq,,we{l 2}, M+ N =wmod 2,
(ﬁ

falls e, =1 mod 4,
al:e(p) w= 1
(7

falis e, =0 mod 4.
Sei A g siiolm,) = pH? mit HeN, also

M?—¢ N* = pw? H*;
dann ist nach fester Wahl von \/% modulo e}

BE-) )

Der Normalk&rper von Q(~ M+ N \/e:f;) ist ein Diederk&rper 8. Grades
iiber O, und wegen

(VM AN Je, -/ M=N Je) =2(M+wH /p)

ist dieser auch Normalk&rper von Qv 2{M+wH \/E)); daher folgt fiir alle

jell, ..., s}
() G

und nach fester Wahl von \/E modulo e}:

-t )

Damit ist bewiesen:

Zusatz zu ProposiTioN 3. Seien die Voraussetzungen von Proposition 3
erfiillr, und sei (e,, ,}|8; ¥, e,, w, M und N seien wie eben definiert. Dann yilt
bei fester Wuhi von \/e:, und \fp modulo e}

6,(p) = (‘E‘{f) ll—! (E%%):
Eg) M+N\/_ M+wH /p _(2w
)= () ) (=) )

3. Einbettung in Diederkorper und explizite Formeln fiir die 2-Anteile von
o, (p). In diesem Paragraphen gebe ich filr die in Proposition 3 auftretenden
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2-Anteile von o, (ph

Finy, o) = 11 (zm)

32 3
sy >0

rationale Ausdriicke nach giinstiger Wahl von o, an. Die dalir
durchzufiihrenden Rechnungen erlauben es auch, cin explizites Kriterium
dafiir anzugeben, daB ein Geschlechtscharakter ¢ # 1 zu ¥(4) gehrt (Pro-
position 4).
Fiir ecinen Geschlechtscharakter @: #(4) ~ {£ 1}, ¢ # 1, mégen ¢,, &,
/2 und K, die Bedeutung aus §1 haben, und es sei &, = u,ef il
upe{+1, +4, +8}, ¥ = ¢,-...-g, mit Primzahlen ¢, = 1 mod 2. Dann gilt:
ProPOSITION 4. Sei ¢: €(4) - {1} ein Geschlechtscharakter, @ # 1.
Genau dann ist @e 4(4), wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind;
1. (efﬂ’ Etﬁ
14
2. 2, f21 S, wobei
I, falls 2 )£ und nicht (e,, &,)
z, = oder (e,, &,) =(35, 4) mod §,
2 sonst.

=1 fir alle pePu {}.

) =4, §)mod 8§

Bedingung 1. in Proposition 4 ist gleichwertig damit. dal} K, in einen
tber k, zyklischen Diederkdrper 8. Grades L, einbettbar ist ([9], Satz 22);
pecd(4) ist nach § 1 gleichwertig damit, daB man L, so wihlen kann, dafl
fir den Fihrer f, von L,/k, gilt: f,|f

Proposition 4 kann somit angesehen werden als Kriterium fiir die
Einbettbarkeit von K, in einen liber k, zyklischen Diederkérper 8. Grades L
unter Beschriinkung des Fiibrers von L/k; als solches enthiilt es als
Spezialfille das klassische Kriterium von Rédei und Reichardt [32] und den
scharfern Einbettungssatz von Perr1n~R10u (fir den hier betrachteten Fall
([30], Théoréme 12).

Ich nehme nun an, es sei Bedingung 1 aus I’roposition 4 erfiilll, Dann
gibt es ein oceQ(\/_ so dal /I/QN,3 -, 0(e) = &, h* mit heQ*, Definjert man
gp€N durch

f=1den

so folgt:

Genau dann ist @& X'(4), wenn f,| f, und das ist nach der bereits in § 2
benuizten Diskriminantenformel fiir Diederkdrper ([9], Satz 24) gleichwertig
mit . :

D)2, g,

icm
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(d{a) ist die Relativdiskriminante von Q(\/o_c)/Q(\/a)). Bedingung 2. aus
Proposition 4 ist offensichtlich gleichwertig mit

Zpl80;
daher ist fiir den Beweis von Proposition 4 noch zu zeigen:

Genau dann gibt es ein a ¢ Q \/—) mit A g ey 0l = &, h? (heQ”) und
JVb(oc)qu,gq,, wenn ‘_,pqu,

Fiir die zu 2 primen Anteile von b(a) und g, ist das trivial; bezeichnet
man mit b,(x) den 2-Anteil von d(x), so bleibt zu beweisen:

ProrosiTioN 4a. Sei @i ¥(d4) — {+1} ein Geschlechtscharakter, ¢ # 1,

und sei
¢y, B, .
<L) =1  fir alle pePu{axc}.
p
Dann gilt:
1. Ist aeQ( \/'W) so daf JVQ(\,Q yol@) =&, mit- heQ™, so folgt
Uy | A0, (0).

2. Es gibr ein ganzes o eQ(\/T, ohne echten ganzrationalen Teiler, so
daff JVQ(‘,E(‘)),Q( o) =8 0 mit heQ* und Ady{x) = +z2u,.

Der Beweis von Proposition 4a erfolgt nun getrennt fiir die verschiede-
nen Werte von e, und é,; dazu werde ich geeignete o, konstruieren und

dabei auch die Zahlcn (=, %] berechnen.

Sei im folgenden ¢: €(d4) — {+1} ein Geschlechtscharakter, @ # 1, und

sei (%‘ﬂ) =1 fiir alle pe P U {o0}. Sei e bzw. & der quadratfreic Kern von

e, bzw. &,; dann ist auch (EEE)*] fiir alle pe P {o0}.

¢p:

Sei 2eQ(\/e,), so dab N ool o) = & mit he@*: ich kann o. E.
annchmen, daf « ganz und ohne echten ganzrationalen Teiler ist und dal
heN, h=1 mod 2 (diese Bedingungen kann ich durch Ubergang von o zu

oy? fiir geeignetes yeQ(\/E) erreichen, da d(x} = d{ay?)). Ich setze
UtV Je
b

mit U, VeZ, (U, V)=1, ve{l, 2}, v =1, falls ¢ # 1 mod 4; dann folgt

U?—eV?* = g* h*.

a, werde ich aus obigem « durch geeignete Normierung erhalten.
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Sei peP(4) (dann ist p insbesondere voll-zerlegt in K, = Q(\/- e, \/ 2,
und die Primteiler von p in det quadratischen Teilk&rpern von K, imgcn im

jeweiligen engeren Hauptgeschlecht); sei p ein Primteiler von p in Q( \/ ¢} und
7 EQ(\f ) ganz und ohne echten ganzrationalen Teiler mit

(m,) = p¢,

einem ganzen, zu 24 primen Ideal ¢ ven Q(, e) und ¥ osine®a) = 0 kch
setze

_M4N /e

Ty = ”

mit M, NeZ, (M, N)=1, we {1, 2}, und w=1, falls ¢ # | mod 4; dann ist
M?—eN?=w2H%p
mit He N, H =1 mod 2.
Fiir die Berechnung von ;(x) benutze ich im folgenden stets [157,
Lemma 2.
3. e=¢=1mod4 Esist z,=1, u, =11, v=1, a =U+Vmod 4,

ich normiere « so, dafl @ = 1 mod 4, und setze dann o %, = o Es folgl by(a,)
=1 und

Im,, ot = 1.

32. e=1mod8, €=3modd. Es ist z,=1, u,=+44, o=1 U
=0mod 2, ¥=1mod 2, also o =1 mod 2 und a % 1 mod4 Sei (2)—~;3 in
Q(\/— und {e—1)= 33 mit ¢=1. Aus A4 Q(J-,/Q( —=(U=1)*—V?¢
=0mod 8 folgt c> 2, also b,(x) = 3%, ADy(x) =4. Ich selze o, = o Aus
A orsyele) =1 mod 2 folgt w=1 und M+N =1 mod 2. Zur Berechnung

T @ Y oy p -,
von I(m,, a,) = (—‘ﬂ——i) identifiziere ich Q(\fe)“ mit @, durch Wahi eines

i

teZ, mit t* = ¢, t = 1 mod 4. Auf Grund der Normierung von «, ist U+ V¢
=3mod 4, U—Vr=1mod 4, und auvs (n,,, : m"‘) (M AL 2Uw+ Vf) foljgt
3
F(n(fl'l fxqp) = (-H l)(M‘FN“”I‘Z

33. e=5mod 8, =3 mod4 Es ist 2, =2, uq, +4, p=1 und wic
eben @ =1 mod 2, « % 1 mod 4. Die prime Restklassengruppe modulo 4 in
Q(\f ) ist vom Typ (3, 2, 2), und Basiselemente werden reprasentiert durch

w, —1 und \/Z, wobei » # 1, ©® = 1 mod 4 [10], Daher ist o quadratischer
Nichtrest modulo 4, by () = (2%) und 4D, (o) = 2* = +22u,. Ich setze a«,

maﬂ:( m
2

ist ein quadratischer Charakter mit Fiihrer 2 auf Q,(./e)"

icm
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da Qz(.\/d,;)/Qz nicht galoissch ist, ist 0 bei (\/e_,, —\/E) nicht invariant. 2
ist Primelement von Qz(\/é), also induziert 4 einen bei (\/E - w\/;) nicht
invarianten quadratischen Charakter auf der primen Restklassengruppe mo-

dulo 4 von Q(\/é), dh. 0{w)=1, 6(—1) =1, und wegen

5)--5%)

kann ich durch Auszeichnung von =, vor oc:,,(?(\/c:) = | erreichen. Daraus
folgt

I'(m,, 00,) = (— MV ~12 0 falls w =1,

Im Falle w =2 ist 7, = M’+N’\/E mit
M =4M(M?*+3IN*e), N =§N@BM*+N?e),

und
3

— (e %\ _ (M4 N = )2
r(ﬂqﬂaam)"‘ (HT“‘;_(F)_(_I) .
34. ¢ =1 mod 4, &=2mod4. In diesem Falle ist z, =1, u, = £8, v

= 2, und aus (E’éﬁ =1 Jolgt ¢ =1 mod §, also (2) =33 in Q(\/E). Set 3|a,

# Yo dann folgt 5 o, also 33| Dy () und 22| AD, (@). Ich normlere nun & S0,
daB o =1 mod 37, und selze «, = . Dann folgt d;(x,) = 3, also A0, (x,)

TE h
=8, Zur Berechnung von (=, &,) = ( "’5 ) identifiziere ich Q(.\f) mit

0, durch Wahl eines te Z, mit t* = ¢, ¢ =1 mod 4. Auf Grund der Normie-

rung von o, ist U+ V¢ =0mod 4, U~Vf =2 mod §, und fiir Z =(U+ V)4
gilt
L, U=Vt U+ Tt
Zz««-iw 3 mod 4,
also
2_p2 2
Z= U,,_gK..f =— mod 4

Damit lolgt

Ty O \ M+ Nt, 272 _ 2 _(_l)w%m—n(zﬂ)m
3 - 2 M+ Nt ’
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also
I'(x,, ,) = ( 2 .(m1)lM+N-l)(ﬂ‘—2)/H
e AMA Nt

mit t =4%(e-+1) mod 8.

35, ¢ = 3 mod 4. In diesem Falle ist {(2) = 3* in Q(\/c), ve=w:=1, und
aus (E—z—e =1 folgt @£ 3 mod4. Es sind nun dic folgenden Fille zu
unterscheiden:

(@) V=0mod4: e=1mod 8, b, () = I.

() ¥V =2mod 4: =5 mod 8 d,(x) = 3

{© U=V=1mod2: &=2mod4, d,(x)= 3"

(@ U=0, Velmod2: 2= 1mod4, b = 3"

In jedem Falle folgt zu,|.4"D, (o). .

Im Falle @ =1 mod 4 lehrt 3.2 (unter Vertauschung von ¢ und ¢ und
unter Beriicksichtigung der Diskriminantenformeln fiir Diederk&rper [9],
Satz 24) die Existenz eines «, EQ(\/(;), so dall A g z)0(0ty) = Zh? mit he™
und b, (o,)| 3%; ich brauche daher im folgenden den Fall (d) nicht mehr weiter
Zu betrachten.

In den Fillen (a), (b) und (c) ist A, (a) = :I:zf, Uy, und g, e {a, +oa)
leistet das Gewiinschte. Nun noch zur Berechnung von I'(r,, a,)!

35a. e =3 mod 4, =1 mod 8 Wegen b,(x,) =1 ist auch
. (7, op) = 1.
35b. ¢ =3 mod 4, =5 mod 8. Wegen by(a,} =3 ist # = (~;’~O[4'7> ein

. 3
quadratischer Charakter auf der primen Restklassengruppe modulo 3% von

Q(\/E), welche von der Restklasse von V/E erzeugt wird; daraus folgt:
F(TT.(P, aqn) = (—' I)N
35¢c. e =3 mod 4, & =2 mod 4. Wegen Dy(x,) = 3 ist 0 = (-»’~-’:~%’3) ein
3

quadratischer Charakter auf der primen Restklassengruppe modulo 3* von
Q(\/ZJ). Zu dessen Berechnung (als Normrestsymbol der Erweilerung

Q(\/E(;)/Q(\/(—i)) normiere ich ¢, durch U =¥ = Imod 4 und erhalte dic
folgenden Charakterwerte 0(¢) auf den Reprisentanten & der Basiselemente
der primen Restklassengruppen modulo 3° [10]:

U= Vmod 8 -1 -] 1
U Vmod 8 -1

e=3mods | f=_1

icm
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gefo | oe=s | &i=-1
+2. /e

[/ = Vmod 8 1 —1 1
U # Vmod & -1 -1 1

¢= —1modR

Genau dann ist U = Fmod 8, wenn ¢+& = 1 mod 16 (wegen (f«’zﬁ) =1

ist stets e+2=1mod8). Aus peP(4) < P(64ed) folgt p= M?—eN?
= | mod 8, und damit erhiilt man die gesuchten Charakterwerte in den
einzelnen Filien:

(_ 1)(E+L“'1)]‘B . ( 23

M+N
28
M+N/

0
5= —~1,

3.6. e =2 mod 4, &= 1 mod 4. Wegen (%f) =1ist € =1mod &, und

), falls M =0 mod 2,
rn,. o,) =

falls M =1 mod 2

mit
falls e = —1 mod 8,
falls ¢ =3 mod 8.

aus u, = +1, z, = 1 folgt z2u,|. A0, (o). Die Uberlegungen aus 3.4 (unter
Vertauschung von e und & und unter Beachtung der Diskriminantenformeln
fiir Diederkorper) lehren, dall man «, so wihlen kann, daf} b,(«,) = 1, also
My (o,) = t2Ju,, und damit folgt

Fm,, o,) =1.
37.¢=2mod 4, & =3 mod 4. Es ist u, = 4, z, = 2, und in Q(/e) ist
D=3 aus e=3=0?-2F"modd folgt U=V=1mod2 a=I1

+./e mod 3, also ist @ quadratischer Nichtrest modulo 32, o, () = 3*, und
ich setze o, = 0. Aus peP(4) folgt p= M?+2N? =1 mod 8, also M =1, N

20 mod 2. 8= (wi—ﬁ‘f) ist ein quadratischer Charakter auf Q(\/Z);‘ mit
3

Fiihrer 3, also gilt 0(—1}=~1.Da ~1 und 1~|—\/¢j eine Basis der primen

Restk lassengruppe modulo 3* in Q(\/é) reprisentieren [10], folgt

Ty, og) = (= M NTIE,

38. e=&=2mod 4. Es ist u, = £8, z, =2, und in Q(./e) ist (2) = 3*:
aus &= U2—el? mod 8 folgt U =0, ¥V = L mod 2, also 3ja, 3* Yo und daher
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0, (o) = 3°, A Da() = £22u,. Ich setze a, = a. Genau dann ist ¢ = & mod 8,
wenn U = 2 mod 4. Aus pe P(d) folgt p = M?*+2N? =1 mod 8, also M = 1,

N=0mod 2. 8= (ﬁ) ist eln quadratischer Charakter auf Q(\/é);‘ it
3
Fiihrer 3°, also folgt 0(5) = —1, und die Berechnung von ! als Normrestsym-

bol fir Q(./x,)/Q(/e) liefert:

0(—1) = 1, falls # =2 mod 8§,
T =1, falls &= 2 mod8.
Daraus folgt nun

2
|, falls N =0 mod 4,
(IM[)

‘r(n(pa &,p) = .

2e
—_— fall =
<3iM)’ alls N =2 mod 4
mit

L falls e =2 mod 8,

&= -1, falls e = —2 mod 8.

4. Darstellung von Primzahlen durch ambigé Formen im Hauptgeschlecht
(Beispiele). Ich gebe nun eine Reihe von Anwendungen der entwickelten
Theorie und der abgeleiteten expliziten Formeln auf die Darstellung von
Primzahlen durch konkrete biniire quadratische Formen, insbesondere fir
den Fall ambiger Formen im Hauptgeschlecht. Die behandelten Beispiele
haben dabei exemplarischen und nicht enzyklopiidischen Charakter. Fine
Reihe von Einzelresultaten der neueren Literatur wird verallgemeinert und
im Rahmen der dargestellten Theoric neu bewiesen. Die in den ersten

Abschnitten eingefilhrten Bezeichnungen werden auch im Beispielteil beibe-
halten.

-1
4a. Der Charakter (~—~> und das rationale biquadratische Reziprozitiits-

gesetz. Sei meN quadratfrei, m>2 und m=U?+V? mit U, V&N,
U=1mod 2 Ich setze

. im, falls m =1 mod 4,
©m/2, falls m =2 mod 4
und

A =

—dm, falls m = 1 mod 8,
{—lém, falls m =5 mod 8,

—64m, falls m =2 mod 4.
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—1\ .
Dann ist @: 4(4) — {+ 1}, definiert durch ¢(Q) = (7) fiir Qe‘r‘o’(d), xe N
mit ¢ ~x» und (3, 4) =1, ein Geschlechtscharakter von %(4), und nach
Proposition 4 ist
pe®(d), e, &) =1{—1,mj}.

Sei e(me Q(\/YH) ganz und ohne echten ganzrationalen Teiler, so daB

/VQ(JE)/Q(“(V”)) = —h?

mit he N, (h, 2m) = 1. Setzt man e, = m, so zeigen die Rechnungen von § 3,
daB man o, =&(m) oder o, = —e(m) wihlen kann. Fur peP(d) ist p
=1 mod 4, also in jedem Falle

@ ; )
- (5)-(5)

(Legendre-Symbol nach fester Wahl von \/E modulo p). Bei Wahl von ¢, =
—1 zeigen die Rechnungen von 3.5, daB man a, = U+V/—1 wihlen kann,
und fiir pe P(4),

p=M+N* mit M, NeZ, N=0mod 2,
folgt aus den Propositionen 2 vnd 3:

Lo h ) - () )

m

o,(p) =
mit
1, falls m =1 mod 4,

fa= (__Mz . falls m=2mod 4.
M+N

Aus dem Vergleich der beiden Formeln fir o, (p) erhalt man

(F, (m)) (U + Vp\/'fl )

P
und daraus folgt unmittelbar:
Satz 1. Seien m, my, ..., mye N quadratfreie Zahlen, m=z 2, m = 2, und

seien m, My, ..., My Summe zweier Quadrate, Sei Q(\/‘—n;) = Q- /ml-...z-m,,),
Al 4 ] 1 : . s L ‘
seien e(m)e Q(.ﬁ), e(m)e Q(\/r;;) mit Ac(m) = —h* Ne(m)= —hi mi

-1 i . .
' i it | — |l={—|=1 lle Prim-
h, e N, (h, 2m) = (b, 2m) = 1. Sei pe P mit . ) (p) Jfir a
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teiler m von my ... -my. Dann folgt

o) _ g4 (el
(P) :ll([’)

Spezialfille von Satz 1 findet man in [34] und [7].

Bevor ich nun die Anwendungen auf binéire quadratische Formen stu-
diere, ziehe ich noch weitere Folgerungen aus dem Vergleich der verschiede-
nen Formeln fiir 6,(p). Ich setze dazu

&(m)=R+8§ \/};1
mit R, SeZ, also R*—-5*m = —h?* wie oben, und
mt = U*l—i— V*Z
mit U*, V*eN, U* =1 mod 2. Sei #'eZ mit hh' =1 mod m*; dann folgt

N

(M+N\/T1> _ (M+NRI:’)_ (MU*iNV*)
— = _ (=AY

m* m*
U* gk '

da RWU* = £ V* mod m* und (m—*m) = (T_) =1 (auf das Vorzeichen
" U*

kommt es in obigem Legendre-Symbol nicht an!). Damit ist bewiesen:

Satz 2. Sei meN quadratfrei, m =2, m= U>+V? mit U, VeN, U
=1mod 2. Im Falle m = 2 mod 4 sei m* = m/2 = U*2 4. V*2 mir U*, V*eN,
U* =1 mod 2. Sei p eine Primzahl mit '

=1
p p
fiir alle Primteiler n von m, und sei

p=M*+N* mit M, NeN, N =0 mod 2,

Sei e(m)e Q(.\/J-ﬂ.) ganz und ohne echten ganzrationalen Teiler, so daf
A oumyele(m) = ~h® mit heN, (h, Zm) = 1. Dann folgt

MU+ NV
t(my ( m )’
(_T) T | /MU* 4 Ny 2
( e ) (M+N)’ Jalls m =2 mod 4,

Spezialfille von Satz 2 stehen in [23]; der Fall m = 2 licfert

C+;ﬁ)m<MiN)-

Jalls m =1 mod 4,

{siehe [17] und [34]).
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Ist m = ¢ eine Primzahl, so gilt nach [33] {vgl auch [24]):

(49)-.6)

anderseits ist nach Satz 2

Gﬂ%_(MU+NV)
P/ g

(p= M*+N? g =U?+V2). Der Vergleich der beiden Formeln liefert einen
Beweis des rationalen biguadratischen Reziprozitidtsgesetzes von K. Burde
[4] (fur einen Beweis mit indefiniten bindren Formen siehe [19] und [6]).

Ich gebe hier einen weiteren Beweis des rationalen biquadratischen
Reziprozititsgesetzes, indem ich die Formel

wn=( (0.

direkt nachrechne. Nach Korollar 2 zum Theorem in § 1 geniligt es, zu
zeigen:
Ist

[ [1,0, 4], falls g =1 mod 8§,
T [1,0, 4q], falls g =5 mod8

die Hauptklasse von %(—4q) bzw. %(—16g) und x €N mit [ —x?p, so folgt

* d/a \P/a
Es gilt allgemeiner:

Satz 3. Seien m, PeN, m=P =1 mod4, (m, P)=1, und sei
x> P = x* +kmy*

mit xe N, (¢, 2mP) =1, x, ve N, {x, ) =1 und ke 11, 2%, Dann folgt

CCR I

P (_15)-(—1)%2, falls k = 2.

%
Flir den Fall m, Pe P stehen die Aussagen von Satz 3 in [18], § 13; die
dort gegebenen (elementaren, nur das quadratische Reziprozititsgesetz benut-
zenden) Beweise behalten auch im allgemeinen Fall Giiltigkeit, so daB ich

hier auf deren Wiederholung verzichten kann.
Tch komme nun zur Anwendung der hergeleiteten Formeln fiir a,, (p) auf
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die Darstellung von Primzahlen durch binire quadratische Formen. Um aus
den nachstehend formulierten Darstellungskriterien die in der Literatur auf-
scheinenden zu folgern, hat man lediglich die verschiedenen oben angefiihrien
Formeln fiir o,(p) einzutragen. ‘

Falll: m=1mod 8§ 4= —4m [ =[1,0, mle¥(4) ist die Hauptklas-
se, und fiir %eN, (x, 2m) = 1 und pe P(—4m) gilt:

-1 .
Aus T -—wzp folgt (—x—)= Ty (n.

Ich betrachte nun die Form
A= [2, 2 L ;m]e @(—4m).

Genau dann ist Ae€(—4m)?, wenn m nur Primteiler ¢ = 1 mod 8§ besitzl; in
diesem Falle ist m =2f*—¢* mit f, ge N und A = A3 mit Ay = [f, 2¢. 2f"]

und
-1 2 m
ot ()= (), (5),

(siche [187], Théoréme 2). Fir x &N mit (x, 2m) =1 und peP(—4m) gili

-1\ (2
Aus A —u®p folgt (—;-)(;7;)4 (?)4 =, (p).

Man beachte noch, dal} genau dann 4 % p gilt, wenn I —2%%p.

Sei nun m=q eine Primzahl. Dann hat 4(—4q} eine zyklische 2-

2
Komponente, # ¥(—4q) =4s, und 2|s genau dann, wenn (») (g) =]

q/4 4
[197; ¢ ist der einzige Geschlechtscharakter von €(—4¢), und fir pe P(—4q)

(d.h. (—Tl;-—)m (%)m 1) und Qe¥(—4¢) mit Q — p gilt:

Qe ¥(—4q9)* genau dann, wenn o, (p) = |
(vegl. [20]; [22], Theorem 1); ferner gilt:
I = p* genau dann, wenn o, (p) = 1

(vgl. [14], Potenzrestkriterium 10).
Fiir eine beliebige Klasse C = [k, m, n]le €(~4¢)® mit ¢ =kf?—g4*
(/, geN) ist C = [f, 2g, kf']? und fir eine Primzahl p mit C — p folgt a,(p)
—1
= (7) = (i;—) und damit die allgemeine Form des rationalen biquadratis-

chen Reziprozititsgesetzes von E. Brown [2].
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Fall 2 m=5mod8, 4= —16m. [=[1,0,4m] und 4 =[4, 0, m]
liegen im Hauptgeschlecht von % (4), und ich zeige zunlichst A = 42 mit A,
= [(1+m)/2, 4, 8]. Dazu betrachte ich den kaneonischen Epimorphismus
0: G(—=16m) — ¢(~4m), definiert durch 0([a, 2b. 4¢]) =[a, b, ¢] mit
Kern(0) = {1, 4]. Wegen 0(Ap) = [(1+m)/2, 2, 2] ist 43¢ i1, A}, und aus

14+ m\? T—m\? 5 . ,
—5—) = 4- (—5— +m-1° folgt A5 = A. Wegen (1+m)/2 =3 mod 4 ist

L £

pidy) = —1, und daher gili:
Fiir peP(d), xe N mit (3, 2m} =1 und »2p=x*+my* mit x, yeZ,

(x, y} =1, folgt
— 1™
(—m)w—l)y ~ 6, (p)
b4

{vgl. auch Satz 3). Ist insbesondere m = g eine Primzahl, so folgt # % (— 16¢)

=45 mit s =1 mod 2, und fiir pe P(4) (d. h (;])= (Ci> = 1) folgt
P P

=gt (1P =a,(p)

mit x,yeZ, (x,))=1 (siche [20], [3]: im- Spezialfiall g =35 folgt [29],
Theorem 1).

Fall 3: m=2mod 4, 4 = —64m. Ich setze m = 2m* und betrachte die
vier Klassen

I'=[1,0, 32m*], A =132,0, m*],
B=[4,4,1+8m¥], AB=1[32,32, 8+m*],
welche eine Untergruppe vom Typ (2, 2} von %(4) bilden.

Wegen B—(L+2m*)? ist B = B3 mit Bye%(d), so daBl By — 14 2m*
= 3 mod 4, also

p{Bp) = —1.
Sei pe P(A4) und e N mit (m, x) = 1, so dal
wip o= xP4+-8m* y?
mit x, y& 2, {x, y) == 1. Dann gilt:
IT—x%p, falls y =0 mod 2,
B—x%*p, falls y =1 mod 2,

8 - Acla Arithmetics LL2
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Genau dann ist Ae % {4)?, wenn m* nur Primteiler ¢ = 1 mod 8 besitzt;
ist dann m* = f2-2g% mit f, geN, g =0 mod 4, so folgt A = A§ mit A,

=[f, leg, 32 ], also
—~1 2 m*
ouno= ()= ) (%),

nach [18], Théoréme 2.

Sei nun wieder pe P(4) und xeN mit (m, %) =1, so dal
%3 p = 8x*+m*y?

mit x, ve Z, (x, y) = 1. Dann gilt:

‘A —x*p, falls x=0mod 2,
AB - x*p, falls x=1mod 2,

—1 2 m*
o () = (TJ-WW- (;;;;) ('2— X

Ist speziell = g eine Primzahl, ¢ = 1 mod 8, so ist die 2-Kompaonente von
¢ (~128¢) vom Typ (25, 4) mil 7 > 2, und es ist © > 2 genau dann, wenn

(%) =1 [19]. Dann folgen [25], Case 1.3, [28], Theorem 1, und unter
g4
Benutzung von Satz 1 folgt auch [28], Theorem 2.

also

P
db. Der Fall 4 =4PP mit P=1mod 8, P =3mod 4 und ¢ = (,.)
Seien P, P'eZ\{0, 1} quadratfrei, (P, P)=1, P=1mod 8, P' =3 mod 4,
(fi)=1 fiir alle pePu {0} und
r

A =4PF,

‘ P Py
Dann ist @: %{4) — {£1}, definiert durch @(Q) = (k) = ( . ) flir Qe (A),

weN mit (¢, 4)=1 und Q- x, cin Gcschluchtsdmmktu von 6{A) und
nach Proposition 4 ist @& @ (4). Bs ist {e,, &} = {P, 4P}, und man erhill
aus dem Zusatz zu Proposition 3 und aus 3.2 bzw. 3.5a die folgenden
Formeln fiir o,(p

}: .
(a) e=P, &=PF: Sei peP(4), M*—PN?*=H*p mit HeN, H
=1mod 2, M, NeN, (M, N)'=1; dann folgt '

5, (p) = (Mﬁff) : (Mﬁﬁ)(rm)r
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mit
Fz — ( _ 1)(M+N> 1)/2_

(b) e=P, é=P: Sei peP(d), M*~PN2=H?p mit HeN, H
=1mod 2, M', N'e N, (M', N) = 1; dann folgt

o) = (M + N \/P) (M'+H \/}J)

| Pl ||

Ich betrachte die Klassen

I=[1,0, —PPT], A=T2,2 (1~PP)2]

und im Falle P> 0 auBerdem noch

B=[P, 0, —P], AB= [2P, 2P, (P—PY/27.
Genau dann ist 4 e%(d4), wenn PP nur Primteiler g=-+1moed &
besitzt; dann ist —PP' =22—g? mit figeN, 4= A%, wobei A,

=[£ 29, 2/] und @(4,) = (?)

Im Falle P> 0 ist genau dann Be %(4)*, wenn P nur Primteiler g

/

=1 mod 4 besitzt; dann ist B= B und ¢(B,) = (fp—) {Beweis wie [18],
4
Lemme 1).

Seien im folgenden P =t und —P' =1 Primzahlen. Dann erhilt man
aus § 1, Korollar 2 und obigen Formeln fiir o, (p) zunichst die Aussagen von

[20], Theorem 5 (fiir g =1 mod 4, r=1 mod 8) sowic eine Reihe damzt
verwandter Resultate. Dartiber hinaus verdient der Fall

t=t =1 mod8

besondere Beachtung; in diesem Fall ist ndmlich die 2-Komponente von

#(4) vom Typ (Z,2") mit 7,7 > 2 und es gibt genau einen von o
verschiedenen GbSChlehlSChdrdktel von €(d), nimlich ¢, definiert durch

?'(0) = (;1) fir Qeb(d), xeN

mi{ (%, 4) =1 und Q — x (dieser wurde in § 4a eingehend untersucht). ich
betrachte insbesondere den Fall T = ¢’ = 2 (siehe [18], Prop. C;, fiir notwen-
dige. und hinreichende Bedingungen) und setze # () =165 mit s
=1mod 2. Dann ist #(4) = <o, (p) und %(4)* ={I, 4, B, AB} mit |
=[1,0,&7, A=[2,2,(1+')y2], B=1[r,0, ¢'] und 4B = [2t, 2t, (t+t)/2];
sind Ay, Boe6(4) mit A% = A, B = B, und ist 1t/ = 2f? g2 m_itf, geN, so
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folgt

wie oben und

: \ —1 o' (Bn) = f . v
@' (Ag) = ("f‘), @' (Bo) = g A (['

1 "
nach [18), p. 349. Sei nun p eine Primzahl mit ( ) ) p) (p) =1 (also

pe P(A4)); dann folgt Q ~ p* fiir genau ein Qeil, A, B, AB}: isl Q = Q4. so
folgt aus dem Theorem in § 1
P(Qo) =,(p), @ (Qo)=0c,(p)

Die Formeln fiir o, (p} sind oben angegeben. o, (p) berechnet man nach § 4a
wie folgt: Sei p=m?+n® mit m, neN, n =0mod 2 und 1’ = U+ V* mit
U, VeN, V=0mod 2; dann ist

(B 5 (5)- ()

mit &(tr)eQ(/tr'), so daB Ny yele(tt)) = ~ k%, heN, (h, p) = 1.

Damit erhiilt man nun das folgende explizite Kriterium:
I— p* genau dann, wenn a,(p) = o, (p) =1;

t -1
A — p° genau dann, wenn o,(p) = (—/—) 0,(p) = (T)

s t t'
B —p® genau dann, wenn a,(p) = (“) O (p) = (’T) (') >
t 4 t ja t 4

AB —p* sonst.
]

4c. Der Fall 4 = 16PP mit P=5mod 8, P'=3mod4 und ¢ = | -
Seien P, P'eZ\ 10, } quadratfrei, (P, Py =1, P=5mod 8, P =3 mod 4,
(P pp') =1 fiir alle pe PU o} und 4 =16PP".

Dann ist @: 4(d)— [ +1], definiert durch

9 (Q) = (£>= (‘—D—’-) fiir Qe%(d),xeN
X M

mit (3, 4} =1 und Q- x, ein Geschlechtscharakter von %(4), und nach
Proposition 4 ist @ #'(4). Bs ist {e,, &,} = {P, 4P}, und man erhilt aus
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dem Zusatz zu Proposition 3 und aus 3.3 bzw. 3.5b die folgenden Formeln
fiir o, (p):

(a) e=P, &@=P:. Sei peP(d4), M?*-—-PN?
=1 mod 2, M, NeN, (M, Ny=1; dann folgt

_(M+N /P M+H./p\ (2
() e (5) 2

| P
rl = (_ 1)(M+N- 1)/2.

=Mp mit HeN, H

mit

(by e=P, €=P:. Sei peP(d), M*~PN*=
=1mod 2, M', N'e N, (M’, N') =1, dann folgt

o (1) = (M_[__)F _ _(M\_/zz)pz

H?%p mit H'eN, H'

P [P
mit

Ich betrachte die Klassen
I=[1,0 -4pPP,
und im Falle P > 0 aullerdem noch

B=[P,0, —4P1],

A=1[4,0, —PP]

AB = [4P, 0, —P7.
I und A liegen im Hauptgeschlecht; es ist
A=42 mit Ay =[(1—PP)/2, 4, §]
(vgl. § 4a, Fall 2), also

_Au—-Pe)N 2N
‘P(Ao)—(-——“_P )~(~‘6)-———1,

Im Falle P> 0 ist genau dann Be¥(4)?, wenn P nur Primteiler ¢

Pf
=1 mod 4 besitzt; dann ist B= Bj mit Bye%(4), und ¢(By)= (F)
: 4

{Beweis wie [18], Lemme I1).

Sind P =t und — P =1t Primzahlen, so folgen aus § 1, Korollar 2 und
obigen Formeln fir o,(p) die Aussagen von [29], Theorem 3 (fiir g
zz ] mod 4, r = 5 mod 8) sowie eine Reihe damit verwandter Resultate.

Im folgenden soll wiederum der Fall, dafl 4 < 0 und die 2-Komponente
von % (4) vom Typ (4, 4) ist, besonders herausgestellt werden. Seien dazu P

t' '
=i=5mod 8 und —P =7 =1 mod 4 Primzahlen mijt (wt—) = 1; dann lie-
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gen die 4 Klassen

I=T1,0,47],
B=[1,0,47, AB=

A=[4,0,t7,
f4t, 0, ]

im Hauptgeschlecht von #(—16/t"}; also ist die 2-Komponenie von
% (—16t1') genau dann vom Typ (4, 4), wenn die 2-Komponente von % ( —4¢t')
vom Typ (4, 2} ist, und das ist genau dann der Fall, wenn

tJa
¢ I
(_,) (_) =1, falls ¢ =5 mod8§
P e \L /4 )

[18], Prop. Bj, B): Seien diese Bedingungen erfiillt, und sei # % (— 161
=165 mit s=1mod2; dann ist “{d)y*={I, 4, B, AB} und Z{4)
= {p, ¢@'> mit dem Geschlechtscharakter ¢’ von %(4), definiert durch

falls ¢ =1 mod &,

o' (0} = (wl) fir Qe%(4), neN

mit (¢, 4) =1 und Q — x (siehe § 4a). Sind A, Boe 6(—~16tt) mit A% = A
Bi = B, so erhilt man die folgenden Charakterwerte:

f=1mod 8 Aq B #=35 mod § Ag B,
! '
-1 " - -
‘ ol ‘” ),
o 1 (FJ) ' 1 i
- —- p -

(die p-Werte wurden oben berechnet, o' (4g) = (1‘1(111}-}’) ), und @' (Bg) be-

rechnet man nach der Methode von [18], p. 320, unter Beachiung von

, i ([t , -
¢ (Bg) == (——) (~), falls B - x?*). Ist nun p eine Primzahl mit | - ]~ o :
® /) \x P D

¢ ,
= (})) = 1, so folgt @ — p* fiir genau ein Q= 1, 4, B, AB}, und das Theo-

rem aus § 1 liefert gemeinsam mit den obigen Rechnungen und den Formeln
fir ¢,(p). o, (p) explizite arithmetisch Kriterien daflilr, welche der vier For-
men p* darstellt, auf deren Ausformulierung ich hier verzichte {vel. §4b).
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4d. Der Fall A=PP mit P=P =1mod4 wmd ¢ = (P) Seien

‘ P P ~
P, P'eZ\{0, 1} quadratfrei, (P, P)=1, P=P =1 mod 4, ( ’ )— 1 fiir

alle pePU{oo} und 4 = PP
Dann ist @ %(4) — {+1}, definiert durch

@ (Q) = (E) = (i) fiir xeN
® i

mit (%, 24} =1 und @Q - x, ein Geschlechtscharakter von ¥ (4}, und nach
Proposition 4 ist ¢ = Z(4). Es ist {e,, &,} = {P, P’}, und ich erhalte aus dem
Zusatz zu Proposition 3 und aus 3.1 die folgenden Formeln fiir a,(p):

Sei peP(d), M*—PN?>=H?p mit HcN, H =1 mod 2, M NeN,
(M, N) =1, dann folgt

= () o (2

Der Homomorphismus 6: %(44) - 4(4), definiert durch

{la, 2b, 4¢1) = [a, b, ],

induziert einen lsomorphismus der 2-Sylow gruppen von #(44) und %4(d4),
und daher kann ich die Geschlechtscharaktere von #{44) und (A} mitei-
nander identifizieren. Fir Qe ¥(44) und xe N mit (x, 24) = 1 gilt:

Aus Q@ — x folgt 8(Q)—x

Q — 43 genau dann, wenn 6(Q) — x.

Neben der Hauptklasse / = [1, 0, — PP"]=%{44) betrachte ich im Falle
P> 0 dic Klasse A =[P, 0, —PJe #(44). Genau dann ist 4e%(44)%, wenn
P nur Primteiler g =1 mod 4 besitzt; dann ist A = A} mit Ay= % (44), und

pldg) = (e) ([18], Lemme 1).

Sind P und — P’ Primzahlen, so erhflt man mit Hilfe der expliziten
Formeln fiir o, (p) aus § 1, Korollar 2 die Aussagen von [29], Theorem 5 (im
Falle ¢ = 3 mod 4).

Sind entweder P und P’ oder P und - P" Primzahlen, so ist die 2-

P P
Komponente von %{d4) zyklisch; ist p eine Primzahl mit (——)= (—~)= 1

r 12

D> F

bzw. (‘L): (——mf—)—>—~1 und Qe%#(A) mit Q@ —p, so ist QeF(4)*
r P

dann, wenn ¢,(p) = 1 (sieche [22], Theorems 4, 6),

genau
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g )
de. Der Fail 4=8PP mit P=imod& und ¢ = () Seien

P, 2P
P, P Z\{0, 1} quadratfrei, (P, P') =1, P =1 mod &, (1;) = 1 flir alle

pePuicc}, und sei.d = 8PP,
Dann ist ¢: ¥{4) — {+ 1}, definiert durch

e(Q) = G‘;) = (12;) fiir xeN

mit (x, 4) =1, Q =, ein Geschlechtscharakter von #(4), und nach Propo-
sition 4 ist @ e @' (d). Ich erhalte {e,, &,} = {P, 8P'}, und aus dem Zusatz zu
Proposition 3 folgen mittels 3.4 bzw. 3.6 dic nachstehenden Formeln flr
o, (p):

a) e=P, &=2P: Sei peP(4), M*—~PN*=H?p mit HeN, H
=1mod 2, M, NeN, (M, N)=1; dann folgt:

Oplp) = (Mﬁff/—) 2 (_M_T}{:Ii—\[) (!:p“) "2

‘Fz = (_.2__ .{_1)(M+N—1lu"-[)/4t
M+ Nt _

(b} e=2P, E=P; Sei peP(d), M2=2PN*=H?p mil H'e&N, II
=1mod 2, M'. N'eN, (M, N)=1; dann folgt
M +N 2P\ (M +H /p
Uw(p)ﬁ = I B

Pl 1Pl

mit

Ich betrachte die Klassen _
I'=[1,0, —2PP1],
und im Falle P >0 auBerdem noch
B=[P,0, -2P7], AB=[2P 0, =P,

Genau dann ist 4e%(4)% wenn PP nur Primteiler g = 1 mod 8
besitzt; dann ist —PP' = f2—2¢*> mit f,geN, und A= A% mil A,

=[f.4g, 2/), @Ay = (JIZ)

A=1[2,0, —PP]

S

Im Falle P> 0 ist genau dann Be¥%(4)%, wenn P nur Primteiler g

=1,3 mpd § besitz(; dann ist B = B} mit Bye € (4), so daB o (Bp) = (2!1:)
(Beweis wie [18], Lemme 2),

Von besonderer Einfachheit sind die folgenden drei Fille, in dencn die
2-Komponente von ¥{(4) zyklisch ist:
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« L. P= —g mit ¢iner Primzahl g =7 mod §, P’ = 1: In diesem Falle ist
—q 2 o

@(dg) = (/,)= (‘l;) =(—14* % aps §1, Korollar 2 und den Formeln

fur o,(p) erbiit man in diesem Falle [29], Theorem 2 (fiir g =7 mod 8).
2. P =r mit ¢iner Primzahl r =1 mod 8, P' =1: In diesemn Falle ist
@A) = @(By) = (~1)"" und #{I, 4, B, AB} =2 ([19], § 3}.
3. P =r mit einer Primzahl r =1 mod 8, P’ = —1: In diesem Falle ist

2
A=B, I =48 und ¢(d,) = (~> ([19], §4).
Fia
. . P
Liege ciner der Fiille 1, 2,, 3. vor, und sei p eine Primzahl mit (?9)

2P . . . .
=5 (P): 1: dann gibt es cin Qe%(4) mit Q — p, und genau dann ist

Qe @A), wenn o,(p) = 1; mit Hilfe der expliziten Formeln fiir o, (p) folgen
daraus [22], Theorems 2, 3 und 5; in [22], Theorem 3, ist die Bedingung

e+f =1 mod § inkorrekt und zu ersetzen durch (—_—1)(r v : (—%) =1
Abschlicfend be.trachte ich noch einmal den befeits in §4a€ erwihnten
Fall von Formen der Diskriminante — 128g mit einer Primzahl g = 1 mod 8,
so dald (2)4 = 1, In diesem Falle ist # ¥(—128¢) = 16s mit 5 = 1 mod 2, die
2-Komponente von %(—-128g) ist vom Typ (4, 4), und
€(~128q)* = {I, 4, B, AB}
mit ‘
I'=T[1,0,32q],
= [4, 4, 1+8q],

Es ist Z(—~128¢) = {p,, @) wobei ¢,(Q)= (x) @ (Q) = ( 1) fiir

Qb (~128g), &N mit (¢, 2¢) =1 und Q &%, [ =1% A=43 B= B2 mit
Ay, By e€{~128¢), und aus §4a folgt

cp’(ﬁo)m@ (2) = (-1, ¢(Bg = —1.
4

Zur Berechnung von cpq(Ao) Py (B,) betrachte ich den kanonischen Epimor-
phismus 0:; €(—1284) — € (~8¢), definiert durch 9([a 4h, 16¢]) = {a, b, c],
nach welchem ¢, faktorisiert. Wegen 0(Ay)% =1[2,0,g] und 0(By)?

{ = [325 0, ‘1]:
AB =32, 32, 84¢].

=[1, 0, 2¢] folgt aus obigen Rechnungen

2

(p“{g(’) = N (Pq(zo).':‘ -(5)4 =-h
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Ist nun p eine Primzahl mit p= 1 mod § und (f) = |, so folgt @ — p* flir
) .

genau ein Qe{l, 4, B, ffﬁ}, und zwar fiir jenes, fiir welches Q = QF mit

Pa(Qo) = crq,q(pj und ¢'(Qq) = o, (p) (nach dem Theorem in § 1), und mit

Hilfe des Zusatzes zu Proposition 2 folgt das Theorem in [27].

IJ)

4f. Der Fall 4 = 128PP' mit P =3mod 4, P = l mod 2 und ¢ = (

Seien P, P'e Z\{0, 1} quadratfrei, (2P, P')=1, P =3 mod 4, (P ZP) = |
P
fiir alle pe Pu {0}, und sei 4 = 128PP"
Dann ist ¢: 4(d)— {+1}, definiert durch @{Q) = (p)= (%P) fiir
% X

#eN mit (3, 4)=1 und @ —x, ein Geschlechtscharakter von %(4), und
nach Proposition 4 ist ¢ e #'(4). Ich erhalte {e,, g,} = {P, 8P’} und explizite
Formeln fiir o, (p) aus den Propositionen 2 und 3 {samt Zusatz) und aus 3.5¢
und 3.7, auf deren Angabe ich hier verzichte.

Wie in § 4a, Fall 3, betrachte ich die vier Klassen

I=[1,0, —=32PP], A =[32,0, —PP],
B=[4,4,1-8PP], AB = [32,32, §—PP].

Es ist B=Bf mit By =[1—2PP", 8, 16]; sei le N mit By —~ 1—2PP
+ 1P > 0. Dann folgt

P | ~2PP + [P
B = | = | ————— | = —
?(Bo) (1 —2PP’+IP) ( P ) .

_ Genaun d.ann ist Ac¥(4)*, wenn PP nur Primteiler g=+1mod8§
besitzt; dann ist —PP' = f?—2% mit f,ge N, g = 0 mod 4, und A = A% mit

Ao =[f, 16g, 32f] und folglich ¢(A4g) = (f;:) ‘

Flir e N mit (x, 2PP) =1 gilt:

Aus ¢ =x*—8PPy? mit x,yeN, (x,y) =1, folgt I~ falls y
= 0mod 2, und B-, falls y =1 mod 2;

aus x =8x*—PPy* mit x,yeN, (v,y)=1 folgt A —x [alls x
=0mod 2, und 4B —%, falls x =1 mod 2.

Ist P == —g mit einer Primzahl ¢ =1 mod 8 und P’ = 1, so folgt

p(Ay) = (:?Q) = (}) = (= 1) 108

unca mit Hilfe von § 1, Korollar 2 und den explizitien Formeln fir a,(p)
erhilt man [297], Theorem 2 (im Falle ¢ = [ mod 8).
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lsl. en'twcder' P = —q mit einer Primzahl ¢ =5mod 8, P'=1 oder P
= ¢ mit etner Primzahl ¢ =3 mod 8, P'= —1, so ist 6(d) vom Typ (2, 4),

also # 4(4) = 8s mit s = 1 mod 2. Ist p eine Primzahl mit p = 1 mod 8, (g)
p

=1, so folgl
= x"+8gy?

mit x, yeZ, (x,y)=1, uod aus dem Theorem in §1 und den expliziten
Formeln fiir ¢, (p} folgen arithmetische Kriterien fiir die Paritiit von y (siche
[207 ftr den Fall ¢ = 3 mod 8).
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1. Introduction, For many important problems in the theory of numbers
we need some information about the average distribution of primes in
arithmetic progressions. It is convenient to introduce the classical device ol
“weighting” the primes with von Mangoldt’s function A{m). Let

(1.1} Wiyig. h= 3 A{m).

msy
m= Imody

We ask for inequalities of type (A > 0 arbitrary but fixed)

(1.2) Y max‘max Wy 4 [)—_y— < x(logx)™4.

gEQ= Q) PEx L=l ()
The first attempt to obtain a “non-trivial” estimate of this kind was mg@c by
Renyi. He showed that (1.2) is true with @ = x® for some small positive _aB.
Subsequent refinements of Bombieri [1] enable us to take @ = xif;’(log x)
for some B = B{A) > 0. A slightly weaker result has been derived indepen-
dently by A. 1. Vinogradov [18], using a different method. Gallagher [4]
later introduced major simplifications in Bombierl's arguments. More recent-
ly Vaughan [17] developed an ingenious new method wlhich d1ffc_ars s'1gmﬁ-
cantly from all approaches used previously and which gives a still simpler
proof by essentiaily elementary means. ’

The main advantage of Bombieri's theorem becomes clear, if we note
that the classical prime number theorem of Page, Siegel and Walfisz fm_l}’
leads to the Hmit O = (log x)¥ for the moduli ¢ in (1.2). Moreover, Bomt_nen 8
bound Q is as good, dpart from the logarithmic factor,’ as one can obtain on
the assumption of the generalized Riemann hypothesis. . ‘

Many important applications of (1.2) are to be fognd in the literature.
The major results are too well known to need elaboration. In ‘tl.le sequel, let
K be an algebraic number field of finite degree !1=r:1—|~2r2 {in the_usual
notation) over the rationals with discriminant d. Zy will denote the ring of

integers in K.




