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TueoREM 5. E,(w, §) holds if and only if jw| =1 for all g% p,

Proof. As Theorems 1 and 3.
We define

i if g3 p,
v(Q) = {N if q=np.

p
When E,(w, S) holds, by Theorem 5, w™* belongs to V{p)~k which is a

vector space with finite dimension over F. Let dimp be the dimension of
Vip) k. As

F=\{x)eR(k)| |[xf. =1 for all g\ nk,
we have

Corovrary 1 10 THEOREM 5. There exists a prime element w satisfying
lol, =1 for all q#p if and only if dimp = 2.
Furthermore, we can see easily a following corollary.

CoroLLary 2 To THEOREM 5. Let E, (@, S) holds. Then the period of each
ae D is bounded.
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ACTA ARITHMETICA

LI (1988)

Uber ganzzahlige Vertauschbarkeitsketten
ungeraden Grades *

yon

Winrriep B. Murcer und Rurert Nosaver (Klagenfurt)

1. Einleitung. Motiviert durch Anwendungen in der Kryptologic haben
sich in den letzten Jahren mehrere Arbeiten mit der Kette der Potenzen
x, x2, x*, ... sowie mit den beiden Ketten der Dicksonpolynome g,{d. x),
gald, x), gs(d, x), ..., d = +1, tiber den ganzen Zahlen Z (vgl. [2]) und
mit den davon induzierten Permutationen auf Restklassenringen Z/(m)
beschiftigt. Insbesondere wird in [5], [6] und [7] die Fixpunktanzahl der
von den Polynomen dieser Ketten dargestellien Permutationen von Z/(m)
berechnet, und in [8], [[] und [4] die Gruppensiruktur der von diesen
Ketten induzierten Permutitionsgruppen von Z/(m) ermittelt.

In [2] (vgl. Chapter 3, Prop. 3.51) wurde bewiesen, dal fiir ein lineares
Polynom { = ax—+b mit reellen Koeffizienten ¢ und b die konjugierte Kette
I 'ox*ollkeN) bzw. {["log(d, x)cllkeN}, d=+1, nur dann ganz-
zahlig ist, wenn | = ax+ b ganzzahlig ist. Daher lassen sich Eigenschaften der
von den ganzzahligen konjugierten Ketten induzierten Permutationen von
Z/(m) (z.B. Fixpunktanzahl, Zyklenldnge und Struktur der gebildeten Grup-
pen) unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften der von den
urspriinglichen Ketten induzierten Permutationen von Z/(m) herleiten.

Lidl und Miiller haben in [3] die ungerade Kette der Potenzen
x, x3, x%, ... und die ungerade Kette der Dicksonpolynome g, (d, x), g4 (d, x),
gs(d. x), .., d = £ 1, betrachtet. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daf3
konjugierte Ketten dieser Ketten auch dann ganzzahlig sein kénnen, wenn
das transformierende Polynom ! = ax-+b nicht ganzzahlig ist.

Es werden alle konjugierten Ketten der ungeraden Kette der. Potenzen
sowie der Dicksonpolynome mit d = +1 bestimmt, welche ganzzahlig sind.
Weiters werden Kriterien daflir angegeben, wann die Elemente der ganzzahli-
gen konjugierten Ketten Permutationen von Z/(m) induzieren, und im Fall
der Potenzen auch die Anzahl der Fixpunkte dieser Permutationen sowie

* Die vorlicgende Arbeit wurde vom Osterreichischen Fonds zur Fc’)‘rderuhg der wissen-
schaftlichen Forschung unter dem FWF-Projekt Nr. 5452 wesentlich unterstiitzt.
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-die Struktur der von diesen Permutationen gebildeten Permulationsgruppe
bestimmt. Es zeigt sich, dall es unter diesen Permutationen solche gibt, dic
lediglich einen Fixpunkt aufweisen. Dieses Ergebnis ist insofern von ent.
scheidender Relevanz fiir kryptographische Anwendungen, als nunmeht
Verschliisselungssysteme auf der Basis der Potenzen mit nur einem Fix-
punkt konstruiert werden kénnen. Fiir den Fall der Dicksonpolynome dilrfie
die Bestimmung von Ordnung und Fixpunktanzahl schwieriger sein als bei
den Potenzen.

2. Die ungerade Kette der Potenzen x, x°, x°
Polynom ax+beR[x] die Polynome

» .. Damit fiir ein lineares

(ax+B) " tox? olax-+b) = a2x3+3abx2+3.’72x+~1-(b3—~b)
4]

und
(ax+b) " ox® o(ux+b)

= g %% 4 503 bx* + 1022 b2 x? + 10ah® x2 4 Sb"’x-f-l(bs —b)
a

ganzzahlig sind, miissen 4® und 3ab ganz, und damit ub rational sein, Da
auch (ab)® ganz sein muf, und Z ganz abgeschlossen in seinem
QuotientenkSrper Q ist, muB ab sogar ganz sein. Fbenso sicht man, dal} b?
ganz sein muB und b—b = pa mit yeZ gelten muB.

Die Bedingungen o ab, b*cZ und b*-p =yq mit y=Z sind auch
hinreichend dafiir, da3

Wax+b) toxtolax+h)| k=21, 1eN]

- %‘((ax-f-b)"—b)J k=211, reN}

eine ganzzahlige Kette ist. Es gilt

k-1

1
“[ax+bf-b]= ¥ ("

)a"“f‘lbjx"‘f+-£(b"—b).
=0 N a

Fir ungerades k ist 47/~ 'p/ das Produkt einer geraden Anzahl von
Faktoren a und b. Ist die Anzahl der Faktoren « und der Faktoren b gerade,
dann ist das Produkt ganzzahlig, Ist die Anzah! der Faktoren o und der
Faktoren b ungerade, dann ist das Produkt gleich ab mal einer geraden
Potenz von a mal einer geraden Potenz von b, also wieder ganzzahlig. Aus
b®—b = ya, yeZ folgt b5—b® = x, g, x,€Z, und daher b®—b =(x, +y)a
=¥14, y1€Z. So weiterschliefend ergibt sich, daB p*—p = Yy -ay2d Mit
ganzem Yg.-3yz, und wir erhalten

Lemma 1. Die Kerte 'I"Yox*ol| k = 2r—1, teN} ist genau dann ganz-

zthig, wenn fiir die Koeffizienten des rransformierenden Polynoms | = ax-+b
gilt: a®, ab, b* ganz und b*—b = ya mit ganzem .
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Die Bedingungen fiir @ und b in Lemnma 1 kann man auch in der Form
a= r\/;a, b= s\/‘; mit r, s, us Z, u quadraifrei, und s(us>—1) =0 mod r
schreiben. Wir erhalten somit

Satz 1. Die Kette {I"Yox*ol| k=2—1, reN)] ist genau dann ganzzah-
lig, wenn fiir die Transformation | gilt | = \/;t {rx+3s), wo u quadratfrei ganz, r,
s ganz, und s(us>—1} =0 mod r.

Nun untersuchen wir, unter welchen Bedingungen dié ganzzahligen Kon-
jugierten der Potenzen x*, k >1 ungerade, Permutationspolynome (PP)
mod m sind.

1
-[(ax+b)—b] ist genau dann PP mod p°, wenn auch
a

kil (k)akkjk 1 bjxk*‘j

j=0

ein PP ist, Setzt man hier g = rx*';, b= sV-‘fr}, dann wird dies zu

' k=1

y- 12y ()rk‘j‘lska_L

=0 s

und dies ist nur dann PP mod p¢, wenn (u, p) = 1. Im Fall (u, p) = 1 ist dies
' kol o .

genau dann PP mod p°, wenn auch Y ( )r""'IsJ 71 ein PP mod p° ist.

=0 \J
Ist (r, p) = p, so ist dies nur dann einJ PP mod p°, wenn es ein PP mod p ist,
und dies ist der Fall genav fir {ks, p) = 1. Da in diesem Fall die Ableitung
des Polynoms stets =5 0 mod p, ist es in diesem Fall auch PP mod p®. Ist
aber (r, p)y =1, so ist
Kbk s r
¥ (.)r"“l“lst"”J =r"rx+sF—s)mod p°,

j=0 .t

und dies ist ein PP mod p° genau dann, wenn {rx+5)"* ein PP mod p° isl,
L1 . ' ,
also wenn e =1 und (k, p—1) = 1. Somit 1st E[(ax+b)"—_b] ein PP mod p¢

genau dann, wenn (u, p) = 1 und entweder (r, p} = p, (ks, p) =1 oder (r, p)
=1 e=1 und_&k, p—1)=1.

Das mit . /u({rx+s) Transformierte von x* ist genau dann PP mod m,
wenn (1, m) = 1, und wenn (iir jeden Primzahipotenzfaktor p;* von m entwe-
der gilt (v. p) == p;, ks, p)= [ oder (r,p)=1,¢;=1, (k, ;;—1)= 1. Zusam-
menfassend crhilt man

Sarz 2. Das mit \.‘rzi(r.x-f‘s) Trunsformierte von x* mit k> 1 ist genau
dann Permutationspolynom mod m, wenn (u, m) = 1, (r, ks, m) = 1, und wenn
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fiir jede Primzahlpotenz pi der Faktorzerlegung von m mit (r, p;) =1 gilt ¢,
=1, (k,p,—0) =1

Wir untersuchen nun die Fixpunktanzahl der Permutationen x
— I 'ox*ol mod m sowie die Struktur der von diesen Permutationen bei
festem [ gebildeten Permutationsgruppe modulo m.

Aufgrund des Chinesischen Restsatzes beschrinken w1r uns bei der

Berechnung der Fixpunktanzahl der durch 7 loxkol | (n»{«s) indu-
zierten Permutation von Z/(m) auf den Fall m = p*. Wir unterqchelden dabei
drei Fille:

{(a) (r, p) = 1, u ist Quadrat mod p.

{b) (: ) =1, u ist Nichtquadrat mod p.

() p) > 1.

Im Fdl (a) folgt aus Satz 2. daBl e = 1. Es gibt dann eine ganze Zahl v
mit (v, p)=1 und v®=umodp. Daher ist die Fixpunktanzahl von
I"'ox*ol mod p gleich jener von x*mod p, und diese ist gemif [5] gegeben
durch (k—1, p—1)+1.

Auch im Fall (b} folgt aus Satz 2 ¢ = 1. Die lepunktzahl von ["1oxtol

ist gleich der Fixpunktzahl von ~—;xox o\'ux, also gleich der
N U
Losungsanzahl von u*~12x% = x mod p.

Es ist u* 12xk=x mod p fiir x# 0modp gleichbedeutend mit
(ux?)%~ 2 =1 mod p. Wir haben also dlle quadratischen Nichtreste 4 mit
RN = 1 mod p zu bestimmen und jeder davon liefert mittels der Kon-
gruenz ux? = hmod p genau zwei Fixpunkte.

Schreibt man v, (r) fiir die Vielfachheit, mit der die Primzahl ¢ in der
anfaktorzer]egung von  vorkommt, so ist die Anzahl der Fixpunkte
x % 0 mod p von ["Tox*ol fir vy(k—~1)} > v,(p~—1) gleich (k—1, p—1) und
fiir v;(k—1) < v,(p—1) gleich 0.

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen in

Satz 3. Sei = . Le(r\+s), sei 1, (x)="toxtol Permutationspolynom
modulo der Primzahl p, und gelte (r, p) = 1. Dann ist im Fall, dafi u quadrafi-
scher Rest mod p ist, die Fixpunktanzahl von t,(x) mod p yegeben durch
(k=1, p—D+1, und im Fall, dafi u quadratischer Nichtrest mod p ist, fiir
volk—1) > vy(p=1) ebenfalls durch (=1, p—1}+1, und fir vy (k—1)
< vy {p—1) dureh 1 ‘

Folgerung. Sei I = /u(rs+s), sei f,(x)=1""ox*o!/ Permutationspo-
lynom modulo der quadratfreien Zahl m = p; pa...pq14sz... 4y s€i (1, m)
=1, und seien ¢, ¢a, ..., g, jene Primfaktoren p von m, fir welche u
quadratischer Nichtrest ist und v,(k—1) <v,(p—1) gilt. Dann ist die Fix-
punktzahl von t,(x) gegeben durch

r

[1(d. p—1)+1)

i=1
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wenn v =[p,—1, pa—1,..., p,—1] das kleinste gemeinsame Vielfache der
pi—~1 bezeichnet und d =(k—1, v) der griBte gemeinsame Teiler von k-1
mit & 1st.

Nun betrachten wir den Fall (c). Es sei r = p"g mit n =2 1 und {(g. p) = 1.
Aufgrund von Satz 2 gilt in diesem Fall (ks, p) = (5, p) = 1. Ist x Fixpunkt
der Transformierten mit ax+b, dann gilt

i((ax~+—b)k—b) = x mod p*,

was wegen a =r. U b= \"; gleichbedeutend 1st mit

n w2 (x4 5)f = rx+5 mod potE.

Wegen der Invertierbarkeit von rx-+s mod peTr st (1) _ﬁquivalent mit
(L+s 'rx)?s>u)* 12 =1 mod p*™"

Aufgrund von Satz 1 gilt s(us®~-1) =0 mod », und daraus folgt wegen (s, p)
=1, da® us’=1 mod p". Ebenso folgt aus r =0mod p*, daB [+s'rx
=1 mod p". Bezeichnet G die Untergruppe der primen Restklassen-

gruppe mod pf*" aus den Restklassen, welche =1 mod p" sind, so ist

also (1+s57'rx)?s*u ein Element w dieser Untergruppe, flir welches gilt
wE =12 = mod p®*". Sei nun zunichst p > 2. Aus

(1+s 'rx)?sPu= (145" ry)*s*u mod p°°"

folgt, da flir p>2 die Ordnung von G ungerade ist, daB 1-+s~ Lyx
=1+s 'rrmod p°*" und es ergibt sich x =y mod p°. SchlieBlich wird flir
p > 2 jedes Element we G tatséchlich aus einem Fixpunkt x erhalten, denn
die Kongruenz (145 *rx)*s>u=wmod p**" ist fiir w=1 mod p" wegen
s*u =1 mod p* tatsichlich lssbar. Also ist im Fall p> 2 die gesuchte
Fixpunktanzahl gleich der Anzahl der we G mit w*~'? =1, und diese ist
gleich ((k—1)/2, p°)-
Sei nun p = 2. Dieser Fall ist schwieriger, da in diesemn Fall die Ldsung
von (145 1rx)*s*u = w mod p®™" nicht mehr eindeutig bestimmt ist.
Wir setzen zunichst voraus, daB npicht gilt n =e¢ = 1. Es ist dann e+n
> 3. Bezeichnet allgemein Z, die Gruppe der primen Restklassen modulo b,
dann gilt Z,,., = (=125 | 0ga <2, 0 f <272 wenn allgemein
die Restklasse von u modulo 2"7¢ bezeichnet, Fiir n > 1 gilt a =1 mod 4 fiir

alle as G, wegen 1G] = 2¢ also G = (32" %7} 0 <y <2¢. Fiir n= 1 aber gilt
G=2Z,,+. Es sei H die Untergruppe von G, welche aus den Quadraten der
Elemente von G gebildet wird, dann gilt H =+3""""7| 0y <2°7'} fur
n=1und H={3*)0< <272 fiir n=1 Ist I = {veGlv=1mod2""*}

firn>lundI={veG|v=l mod 22 fiir n = 1, dann ist I im Fall » > 1

eine Untergruppe von G der Ordnung 2°7 ', und im Fall n =1 eine Unter-

gruppe der Ordnung 2°7 7%, deren Elemente = 1 mod 4 sind, also gilt I = H.
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Wir betrachten nun die Kongruenz (1+5 ' rx)y>s*u=w mod 2", dic
gleichbedeutend ist mit der Kongruenz

(2) (145 trx)? = wisw) "mod 29",

(2) ist wegen r =0 mod p" genuu Jann I8shar, wenn die rechte Seite das
Quadrat eines Elements von ¢ ist, denn jedes Element von (1R sich
schreiben in der Form 1457 'ry. und hat in diesem Fall fiir i~ 1, wo
zyklisch ist, 2 Losungen, und [iir n:= 1. wo & das dirckte Produkt ciner
zyklischen Gruppe der Ordnung 2 mit ciner weileren syklischen Gruppe ist,
4 L&sungen.

fst nun (s*u)”! das Quadrat cines Flements von ¢ was wegen [T - f
gleichbedeatend ist mit s*uw=1mod 2'' fiir n =1 und nut &'y
=1 mod 2"? fiir n=1, dann ist dic rechte Seite von (21 genau dann
Quadrat eines Elements von ¢, wenn w ¢ines ist.

Da nach dem frither Festgestellten jeder Fixpunkt x aus ciner Kon-
gruenz (2) mit einem w, welches w2 =1 mod 2°'" erfiilll, crhalten wird
und jedes derartige x tatséchlich ein Fixpunkt ist, milssen wir also die we H
mit w* 72 = 1 abzihlen. Aufgrund der oben festgesieftien Straktur von If
ergibt sich dabei der Wert (2°7%, (k—1)/2) fir 7 = | und der Werl (2¢72,
(k—1)/2) fiir n =1. Damit ergibt sich fiir die Fixpunkizahl der Wert

227 (k= 1)/2) = (2% k=1 ftr - 1.
4(2072, (k~1)/2) = (2%, 2(k—11) fiir a1,

Nun sei (s*u)”"' nicht Quadrat eines Elementes von (5. Dics ist wegen
H =1 gleichbedeutend mit s*u# 1 mod 2""' fulls n>1, und mit
sTu# I mod 2"72 falls n= 1. Die Kongruens {2) ist nuu idsbar genau [ir
die w von der Gestalt (s>¢) s, wo v Quadrat cines Elementes von G ist, also
genau fiir w = (s*u}v mit ve H. So wie im vorhergehenden Fall miissen wir
die Anzahl dieser w ermitteln, fiir die w* 2 =1 gilt.

Im Falle n>1 st G eine zyklische Gruppe der Ordnung 2¢ Ist ¢
erzeugendes Element dieser Gruppe, dann besteht H genau aus den geraden
Potenzen von g. Wegen s*ug¢H gilt daher {(s*uv| veH) = [g*"*'| 0!

<2271, Es ist aber (g#7')*~12 =1 wegen ¢ =1 gleichbedeutend mit
g%~ M7 =1, und dies ist gleichbedeutend mit $(k—1) = 0 mod 2. Die Anzahl
der w mit w*™"* = 1 betriigt somit O filr k% 1 mod 2°*' und 2°' fir k
=1 mod 2°*", und die Fixpunktzahl ist 0 im ersten Fall, 2° im zweiten Fall.

Nun sei n =1, In digsem Fall ist G das direkte Produkt zweier zykli-
scher Gruppen C; und C,e- der Ordnung 2 und 2°"! mit den erzeugenden
Elementen —1 und 5. H besteht genau aus den geraden Potenzen von 5,
wegen s*u¢ H gilt also s*u = +52") oder s2u = —3%. Im ersten Fall —
dieser ist gleichbedeutend mit’ s’u = F3mod 8§ — gilt |(s*wv| veH!
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= (525 0| <2972, es ist aber (£3YFH*TVE =1 wegen £35%71
=(£52*! und (+£35)*°7" =1 gleichbedeutend mit (£3*~"/* =1 und das
ist dquivalent mit ${k—1) =0 mod 2°~', was wiederum gleichbedeutend mit
k—1 =0 mod 2° ist. Die Anzahl der w mit w*™ 2 = | betriigt somit O fiir
k#1mod2¢ und 2¢7% fir k=1mod2° und die Fixpunktzahl ist O im
ersten Fall, 2° = (2(k—1), 2°) im zweiten Fall. Im Fall s*u = - 32 . dieser
ist gleichbedeutend mit s*u= —~1mod8 — gt [s*we|veH) =
(—324 0/ <2072, es ist aber (=571 =1 wegen (—52hE- 12 =
(= 1)~ 2(F2YK=14Z pyr Jgshar flir $(k—1) = 0 mod 2. Ist dies erfiillt, dann
hat die Gleichung, da H eine zyklische Gruppe der Ordnung 2672 st
insgesamt ((k—1)/2, 2¢"%) Losungen. Die Fixpunktzahl ist also 0 fiir
k1 mod4 und (2° 2(k~—1)) fir k =1 mod 4.

SchlieBlich haben wir noch den Fall n=1, e =1 zu betrachten. In
diesem Fall gilt Z ,,, =G =\(-1F| 0<a< 1! und H=11!. Die Kon-
gruenz (2) ist fiir 524 =1 mod 4 genau im Falle w =1 losbar, dieses erfiillt
w=1/2 — 1 die Fixpunkizahl ist daher 2= (2(k—1),2). Fir s*us=
—1mod 4 ist (2) genau im Falle w = —1 Idsbar, dieses erfiillt wik= 102 =1
genau dann, wenn %(k—1)=0mod 2. Die Fixpunktzahl betrigt daher O
fiir k% 1 mod 4 und 2 =(2(k—1), 2) fiir k¥ =1 mod 4.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in folgendem

Satz 4. Es sei | = \/L—a(rx+s), es sei t, (x) ="' ox* ol ein Permutationspo-
lynom modulo p*, und es gelte r = p"g mit nz 1 und (g, p) = 1. Dann ist die
Fixpunktzahl von £ (x) im Falle eines ungeraden p gegeben durch ((k—1)/2, p°).
Ist aber p =2, dann ist die Fixpunktzahl gegeben im Fall n>1 durch

(k—1, 2% fulls su =1 mod 2"*1,
. e ) — e+ 1
(k—1,2% fur Iv:_lmod2+1 Jalls s%tilmodl"“,
0 fiir k #1 mod 2°
und im Fall n =1 wegen s* =1 mod 8 geyeben durch :
(2(k—1), 29 falls u=1mod 8 flir e >1 und

u=1mod4 fiir e=1,
(2(k—1),2) fir k=1 mod 4} fulls u=—1mod § fiir e>1
0 fir k#1mod 4 und w= —1mod 4 fiir e =1,
(2(k=1), 2¢)  fir k=1mod 2
0 fiir k#1mod 2°
Wir wollen nun die Struktur der von den Permutationen x—I"1o
¥olmod m bei festem I= \/;(rx-&-s) gebildeten  Permutationsgrup-
pe untersuchen. Es sei zunidchst m = p* Da fiir (u, p*) # 1 die Gruppe nur
aus dem Finselement besteht, k&nnen wie annehmen, dal} (u, pf) = 1 gilt.
Zunichst betrachten wir den Fall (r, p) = 1. Nach Satz 2 kann in diesem
Fall ¢ = 1 angenommen werden — andernfalls besteht die Gruppe nur aus

} falls u = +£3mod 8.
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dem Einselement. Wegen [ = \“rt:xo(rx+s) ist die zu untersuchende Gruppe

V2 ¥k ergeugten

1
isomorph zu der durch die Polynome —=xox* o, ux =yt
Wi
Permutationsgruppe modulo p.

Es ist u* 12 xk =yt W2 mod p fiir alle x genau dann erfiillt, wean
gilt

(uxFH&" 2 = mod p  fiir alle x g 0 mod p.

Ist u ein quadratischer Rest modulo p, dann durchliiuft ux?® alle quadrati-
schen Reste madulo p, und darunter gibt es einen mit Ordnung (p—1)/2. Also
gilt k =/ mod p—1. Ist aber u quadratischer Nichtrest modulo p. dann
durchlituft ux? alle quadratischen Nichtreste modulo p, darunter gibt es einen
mit Ordnung p—1, also gilt k = ! mod 2(p~-1). Ersichtlich sind diec soecben
gefundenen  Bedingungen auch  hinreichend  daflir, dal}  uff~ 12 ok
= u! "2 x"mod p fiir alle ganzen x gilt.

1 - .
Da wegen Satz 2 das Polynom —=xox*o,/ux genau dann ein Permu-
. T
N

tationspolynom modulo p ist, wenn (k, p~1) == 1, erhalten wir somit

Sarz 5. Ist I = \/‘"{“ (rx-+s), ist {(u, p) = (r, p) = 1 und p eine Primzahl, dunn
ist die durch die Permurationen x -~ 7% ox" ol mod p gebildete Permutations-
gruppe isomorph zur Gruppe der primen Restklussen modulo n-(p—1), wobel n
= 1, wenn u quadratischer Rest mod p ist, und n =2, wenn u guadratischer
Nichtrest mod p ist. : :

Nun wenden wir uns dem Fall (r, p°) > 1 zu. Wir kdnnen annehmen,
daflin [ = \-"L-:(rx+s) gilt (s, p) = 1, andernfalls hat diec Gruppe ja nur ein
Element. Wir setzen f,(x) = ["? ox*ol und beweisen zuniichst folgendes

Lemma 2. Es sei w(m) eine natilrliche Zahl mit der Eigenschaft, daff die
Abbildung x 1, (x) mod m genau dann eine Permutation ist, wean (k, w(m))
=1, und genau dann die identische Permutation ist, wenn k = 1 mod w(m),
Dann ist die Gruppe der Permutationen x — t, (x) mod m isomorph zur Gruppe
der primen Restklassen modulo w(m). :

Beweis. Sei (k, wim) = (I, w(m)) = 1 und k = mod w(m). Man wiihle h
so, dal} hk = h! =1 mod w(m), dann induzieren 1,,(x) = t,(t;(x)) und t(x)
= 1,(t;(x)) beide die identische Permutation, daher induzieren auch
fe(tn{ne(x))) und £ (4,(1(x))) dieselbe Permutation, da aber f,(r,(x)) die
identische Permutation induziert, induzieren auch I (x) und r(x) dieselbe
Permutation. Ist dies umgekehrt der Fall und induziert t,(x) die Inverse der
von t(x) induzierten Permutation, so induzieren te(x) und 1,,(x) beide die
identische Permutation, also gilt 1 = hk = hl mod w(m), also k = mod w ().
 Da die Abbildung x — #,{x) mod m genau dann die identische Permuta-
tion ist, wenn sie m Fixpunkte besitzt, ergibt sich aus Satz 2 und Satz 4
somit folgender
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Satz 6. Es sel | = /_(rx»l-s) und es gelte r = p"g mit n =1 und (g, p
=1 sowie (s,p)=1. Dann st die durch die Permutationen x
-1"Toxfol mod p® gehildete Permutationsgruppe isomorph zur Gruppe der
primen Restklassen modulo w(p®), wobei gili

w(p®) = 2p*  fiir ungerades p,

uid

2° Jalls n> 1 und 5*u =1 mod 2"*1,
PARES Jalls n> 1 und s?u =1 mod 21,
2¢-t falls =1 und u=1mod§ fir e> 1,

w(2°) = - u=1mod4 fiir e=1,
2maemLd lls n=1und u=—1mod 8 fiir e > 1,

u=—~1mod4 fiir e =1,

pAl falls n==1 und u= +3 mod &.

Nut kénnen wir auch die Struktur der Gruppe der Permuiationen
x=+I"Yox*cimod m im Falle eines beliebigen = \,/;(rx—i-s) und m
=p;' pi* ... Py leicht feststellen. Ein Polynom 1, (x) induziert ndmlich genau
dann eine Permutation modulo m, wenn es eine Permutation modulo p;’,
i=1,2, ..., v induziert, und die Polynome r,(x}, t,(x} induzieren genau dann

dieselbe Abbildung modulo m, wenn sie dieselbe Abbildung modulo p;,
i=1,2,...,v induzieren. Wie wir aber aus Satz 2, Satz 5 und Satz 6 leicht
sehen kd&nnen, gibt es nichtnegative ganze Zahlen w(p/), i =1,2..... v, s0

daB 1,(x) eine Permutation modulo p® genau dann induziert, wenn
(k, w(p ‘}) = 1 und dal ¢, (x) und rl( x) mit zu w (p;’) teilerfremden , { genau dann

dieselbe Permutation module p;’ induzieren, wenn k =/ mod w(p;’). Daher
ist die zu untersuchende Gruppe isomorph zur Gruppe der primen Restklas-
sen modulo dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der w(p,).

3. Die Ungerade Kette der Dickson-Polynome ¢, (1, x).

W21 e gy
o Y e —1¥x*¥ k=21, teN,
b1 ) ,;,k—t( ' )( Vx
Es gilt
1
(ax+h) Tog,(l, x)olux+b) = azx-‘+3abx2+(3b2-3)x+;(g3(1, b)—b)
und

(ax--b)"Togs(1, x)o(ax+b) = a*x* +5a* bx*+(104° bz—-Sa)x

1
+(10ab? — 15ab) x?+(Sh* =156+ 5) x-+~ (g5 (L. b)~b).
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In einer ganzzahligen Kette miissen also a?, 3ab, 104?b? —5a’e Z, daher
a?b?eZ, und somit abeZ sein. Ferner miissen 3b%, 5b%—15h% € Z, daher
5h*c Z und somit 10b*—9b* = b*e Z, also b*e Z sein. Schlieflich gilt auch
g3(1, B)—b = ya mit ganzem y.

Umgekehrt sind die Bedingungen a*, ab, b*e Z, ¢5(1, b)—hb = yg mit
yeZ auch hinreichend daftir, dafl

W2l g g 1 P
(31 (ax+b) "og(l, xyolax+b) =Y i ( r)(~1)‘ (x4 b =
oy t a a

cine ganzzahlige Kette ergibt. Wic wir beim Beweis von Lemma 1 gesehen
haben, folgt aus der Ganzzahligkeit von qg, ab, b?, daB die Koeffizienten der
positiven Potenzen von x in (1/a)(ax+h)*"* ganz sind. Aus der Ganzzahlig-
keit der Koeffizienten von g, (1, x) folgt somit, daB auch die Koeffzienten der
positiven Potenzen von x in (3) ganze Zahlen sind. Der Koeffizient des
Absolutgliedes ist gegeben durch (1/a}(g,(1, b)—b). Wir zeigen, daBl auch er
ganz ist. Dazu verwenden wir die fiir alle n > 1 giiltige Rekursionsformel {vel.
etwa [2]) gu+1(l, %) = g,(t, ¥ x—g,-1(1. x} und bemerken zunichst, dall
alle im Folgenden vorkommenden y, ganze Zahlen sind. Nach Voraussetzung
gilt g3(1, b) = b+y;a. Die vorher angegebene Rekursionsformel ergibt
ga(1, x)x = g3 (1, x)+x, daraus folgt bg, (1, b) = 2b+y, a. Es sei schon ge-
zeigt, daB fiir ein ungerades n > 3 gilt

g,(1, By =b+y,a, bg,_1(1,b)=2b+4p,;a.
Dann haben wir .

s 2 (L, B) = g1 (1, BYb =g, (1, b) = g, (1, b)b* —g, (1, B) —bg,- (1, b)

=b¥+y,bPa—b~y,a—2b—y,_ a=gs(l, b)+za
mit ganzem z, daher gilt
gnt2 (1, b)—b = ysa+za=y,,,4,

und daraus folgt, dafl

goi1 (1, D) =g, a1, B)+9,(1, by =b+y,pad+bty,a=2b+y, 0.

Volistindige Induktion ergibt nun sofort die Behauptung.
Somit haben wir

Lemma 3. Die Kette [I"'og {1, x)ol| k=2—1, reN} ist genay dann
ganzzahlig, wenn fiir die Koeffizienten des transformierenden Pelynoms [ = ax
+b gilt: a®, ab, b ganz und b3 —4b = ya mit ganzem y.

So wie in Satz 1 ergibt sich, dafl a :r\/?t, b=s./u, wo r, § ganze
Zahlen sind und u eine quadratfreie ganze Zahl ist, .die die Bedingung
us® —4s = 0 mod r erfiillt, Wir erhalten somit
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Satz 7. Die Kette |I"'og. (1, x)ol| k =2t—1,teN} ist genau dann

ganzzahlig, wenn fiir die Transformation | gilt 1 = \/;t(rx-i-s), wo u guadratfiei
ganz, r, s ganz und s(us®>—4) =0 mod r.

Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen ein ganzzahliges
Polynom 1 (x) der Kette von Satz 7 ein Permutationspolynom (PP) mod m
ist. Aufgrund des Chinesischen Restsatzes knnen wir uns dabei auf den Fall
= p° (p Primzahl) beschrinken. Klarerweise ist #,(x) genau dann ein
PP mod p*, wenn h, (x) = 1, (x)—#,(0) eines ist, Wir betrachten zunichst den
Fall u = 0 mod p. In (3) enthalten alle Summanden mit k—2t > 3 wegen a

=74 b=y u enen Faktor u, da aber fiir ¢t = (k—1)/2 gilt

k fk—t
r_'?( I >="~

erhalten wir h(x) = +kx mod p und daher N(x) = £k mod p. Nach be-
kannten Sitzen (siche etwa [2]) ist also h (x) genau dann ein PPmod pf,
wenn k Z 0 mod p. ' :

Sei nun also u 3 0 mod p. Ist r =0 modp, dann ist wegen s(us®—4)
= () mod r entweder s = 0 mod p oder s # 0 mod p und us® = 4 mod p. Aus
(3) erhalten wir bei Beriicksichtigung von r = 0 mod p nun’

2 g e
I (x) = Z) k;t( r )(—1)‘(k—2r)h 1 ':|x mod p.
1= )

Ist s =0 mod p, dann fallen hier alle Glieder., welche b enthalten, weg
und wir erhalten /i, (x) = +kx mod p. Ist 5 % (0 mod p und us* =4 med p,
dann gilt

bk‘.--— A1 (bl)(k“ 2t 12 . (US,Z)(JC* 2t~ 12 — 4(k -2~ 102 . 2k-2£hl mod p
= = (! = = ,
und daher

20 f e
k. (A ’){w])’(k—-Zt)h"“z'”l =g, (1, 2) mod p.
iTo k-t

Da aber bekanntlich gi(l, 2) = k> (siehe etwa [7]), gilt h(x)
=k?x mod p. Auch in diesen beiden Fiillen erhalten wir also, dal} A, (x)
genau dann ¢in PP mod p* ist, wenn & 3 0 mod p.

Sei schlieBlich u % 0 mod p und r % 0 mod p. Wegen /= \_[ﬁxo(rx+s)
ist nun  ["'og(l,x)ol genau dann ein PP modp, wenn
——];',;xogk(l, x) o Jux eines ist,

Y,



60 W. B. Miller und R, Nébauer
Nun gilt
1 - W21 fe k-t
——x0g (1, X))o ux = e B T
/'I,d{ Jk( ) ~ ,;Ok”f( : )(
N
/21 [ kot
SNLERED) “_E_,,(‘ )(-w[,)zkazf mod -,
Skt

wenn v so gewdhlt wird, dalb uu = 1 mod p‘. Da aber das zuletzt erhaltene
Polynom genau dann ein PP mod p ist, wenn (k, p*=1) =1, und genau
dann ein PP mod p° mit ¢ > 1 ist, wenn (k, p(p?—1)) = 1 (vgl. etwa [2]). gilt

Satz 8. Dus mit ﬁ(rx-}«s) Transformicrte von g (1, x) mit k = 108t genau
danmn Permutationspolynom mod p¢, wenn (ur, p) = p sowie (k, p}= I, und wenn
(ur.p) = 1 sowie (k. p*—1) =1 fiir e=1 bzw. (k. p(p*=1)) =1 fiir ¢ > 1.

Die Berechnung der Fixpunkianzahl der Permutationen x i
cyg (1. voimod p° und die Ermittlung der Struktur der von diesen
Permutationen bei festem [ gebildeten Permutationsgruppe modulo p* schei-
nen mithsam und nicht leicht zu sein.

Auf #hnliche Weise wie im Falle der Dickson-Polynome g, (1, x) Jassen
sich auch die ganzzahligen konjugierten Ketten der Kette der Dickson-
Polynome g,(—1, x) bestimmen, was aber hier nicht mehr durchgefiihrt
werden sofl.
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Inhomogeneous norm form equations over function fields
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1. Introduction. In this paper, we give effective bounds for the solutions
of inhomogeneous norm form equations in several dominating variables over
function fields in all cases where the solutions can be bounded by usual
parameters of the function field.

The first general effective finiteness result on norm form equations in
iwo variables over Z, i.e. on Thue equations was obtained by Baker [1]. This
famous (heorem was later generalized and extended by several authors. For
further references on norm form equations in several variables over number
fields see eg. Gydory [7] [9].

In 1974 Sprindzuk [21] gave an inhomogeneous generalization of Ba-
ker's result. He obtained effective bounds for all solutions of the equation

(1 NKIQ(X"I"OQJ'{"A) =m

where K = Qo) is an algebraic number field of degree =3, 0# meZ and
the variables are x, ve Z and(*) 1e Zg. Here 1 is a non-dominating variable
such that(?) mfr(max(\xL M) (0 <{ <1 is a given constant). In the
special case A = 0 this theorem gives the above mentioned result of Baker.

Combining the method of Sprindzuk [21] with that of Gyory and Papp
[10], in [5], [6], we extended SprindZuk’s theorem to the case of certain
inhomogeneous norm form equations in several dominating variables over
number fields.

Now let us turn to norm form equations considered over function fields.
In the special case of two variables, Osgood [16], [17], Schmidt [18}-[20]
Stepanov [22], Mason [11], Gyory [8] and Brindza [2] gave effective
bounds Tor the solutions of Thue equations. Gyory [8] derived effective
results also for the solutions of certain norm form equations in several
variahles, : .

A general effective theorem on norm form equations over function fields

('} #, denotes the ring of integers of an algebraic number field K.
O] m is the size of an algebraic number 4, that is the maximum absolute value of its
conjugales,



