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ACTA ARITHMETICA
L (1988)

Eine Formel fiir die Koeffizientensumme von Potenzreihen
mit Anwendung auf das Kreis- und Kugelproblem
in total reellen algebraischen Zahlksrpern

yon

Urricw Rauscr (Clausthal)

1. Einleitung. Gegeben sei eine fir Reu > 0 konvergente Potenzreihe
flw =3 ae™.
v=0 ,

Bekanntlich kann man, ausgehend von der Gleichung

1 c+nri
a, == [ fdedu (c>0),
21

aus der Kenntnis des Verhaltens von f in der Nihe der Geraden Reu =0
Aussagen Uber die Koeffizienten g, gewinnen, etwa mit Hilfe der Hardy-
Littlewoodschen Kreismethode.

Die in dieser Arbeit vorzustellende Summenformel liefert demgegeniiber
fir die summatorische Funktion der a, eine Darstellung der Gestalt

oD
Yoa=|f (E)Q, (¥) du+ R,(x)
vEx ¢ X
mit ¢inem gewissen Kern &,, der von einem Parameter ¢ > 0 abhingt, und
einem Rest R,(x), der fUr nicht-ganzes x> 1 mit ¢ gegen Null strebt.
Mafigebend ist hier also das Verhalten von f auf der positiv-reellen Achse.
Als Anwendung dieser Summenformel werden das Kugelproblem sowie
seine Analoga in total reellen algebraischen Zahlk&rpern betrachtet, was in
letzterem Fall zu neuen Abschitzungen der Gitterreste fihrt.

Im einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt:

§ 2 enthilt Hilfsstitze tUber Integrale, unter anderem die Auwswertung
eines von zwei Parametern abhingenden Integrals mittels der Sattelpunkt-
methode. Als vorteilhaft erweist sich hier die Einfilhrung des Faktors
exp(es?), der die absolute Konvergenz aller vorkommenden Ausdriicke er-
zwingt, so daB siimtliche Vertauschungen von Grenzprozessen bei Zugrunde-
legung des Lebesgueschen Integralbegriffs ohne weiteres gerechtfertigt sind.
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Die Summenformel fiir den rationalen Zahlkdrper wird in § 3 aufgestellt
und in § 4 auf das k-dimensionale Kugelproblem angewandt, wo als erzeugen-
de Potenzreihe die k-te Potenz einer Thetareihe auftritt. Als Resultat ergibt
sich eine absolut konvergente Variante der Identitsit von Hardy, Landau und
Walfisz (vgl. [7], Satz 10.4.1), die im Vergleich zu ihrem Vorbild bequemer zu
handhaben ist.

Der zweite Teil der Arbeit ist der Ubertragung dieser Ergebnisse auf
einen total reellen algebraischen Zahlkdrper K vom Grade n gewidmet.

Nach vorbereitenden Hilfsslitzen tiberwiegend arithmetischen Charakters
in § 5 enthilt § 6 die Summenformel fiir K, und in § 7 schlieBlich wird das k-
dimensionale Kugelproblem in K betrachtet, also das Problem der asympto-
tischen Auswertung der Anzah! 4,(x} von k-Tupeln (v, ..., v) ganzer Zah-
len aus K, die dem Ungleichungssystem '

O+ L+ <x, (p=1,...,n)

geniigen, wobei die Zahlen x,, ..., x, positiv-reelle Variablen sind (der obere
Index p bezeichnet die Konjugierten).

Zyr analytischen Behandlung solcher Fragen stand bisher allein die
Siegelsche Summenformel zur Verfiigung, die das Zahlk&rper-Analogon der
Perronschen Forme] fir die Koeffizientensumme von Dirichletreihen dar-
stellt. Mit ihrer Hilfe zeigte Schaal [3], [4) im Falle des Kreisproblems
(k=2

n
Aﬂx):—?X—kO(X"“H).

fir X:=x;...x,2 1 und jedes & > 0; d ist die Diskriminante von K. Fir
k 23, n>1 waren meines Wissens bis jetzt keine Ergebnisse bekannt.

Bezeichnet w, das Yolumen der k-dimensionalen Einheitskugel, so lautet
unser Resultat

X \Wi2 Aok,
Ak(x)=(g:(_‘?) +O(_X2 n{k :l)+2 ),

also speziell fir k = 2;

e §

Az (%) =-"5[-x+0(x"” ).

Ein Vergleich im Falle n =1 zeigt, daB} diese Verbesserung ungefiihr dem

Schritt vom Gaufischen zum Sierpiiskischen Resultat beim klassischen
Kreisproblem entspricht. " '

Ein Grund fiir den Erfolg der Methode scheint mir darin zu liegen, daB

die hier als erzeugende Funktion dienende Thetareihe dem Gitterpunktpro-

_ blem angemessener ist als die in der Siegelschen Summenformel auftretende
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Dirichletreihe, insofern n#mlich, als bei ihrer Definition nur auf die Gitter-
struktur der ganzen Zahlen aus K Bezug genommen wird und die dem
Problem eigentlich fremde Theorie der Einheiten nicht wesentlich eingeht.

In weiteren Arbeiten gedenke ich, meine Untersuchungen auf das Ellip-
soidproblem in beliebigen algebraischen ZahlkSrpern sowie auf untere
Restgliedabschiitzungen aunszudehnen.

Es sei zum Verstiindnis des Folgenden noch verabredet, dafl eine
Abhlngigkeit der durch dic Symbole O und < implizierten Konstanten von
Parametern entweder durch Indizierung explizit gekennzeichnet oder in der
Formulierung des betreffenden Satzes ein flir allemal erwdhnt wird.

2. Hilfssiitze diber Integrale. Zu £ > 0 definieren wir

1 O) = B ()= [

e () = @ (u T 2mi g T(s+1)
wo die Integration iiber die vertikale Gerade s =o+it, —o0 <t < o0, er-
streckt wird. Da der Integrand eine ganze Funktion von s ist und fiir r = 40

&5 ds u=>0, ceR),

- genligend stark verschwindet, ist der Wert ¢(x} unabhiingig von o. Insbeson-

dere folgt:
2 ®(u) <, . u" fiir jedes oeR.
Weiter setzen wir
1 O<a<l),
=<3 (@=1),
0 (x>1),
2 % 4
F(V)i=—= [e™""dv (VeR)

N

sowie F(oc):=0 und bemerken, daf F () =1 und allgemein
3) FOV) = () =(x()-DF(V) (VeR).

Hivrssatz 1.

@ 1
fem @) du = y(@)—(x(@)—3)F (’;\g/?

0
Beweis. Zuniichst sei « > 0. Einsetzen von (1) mit o = 1 ergibt
[ e @ (u)d = o wﬁi{?e““"u’“idu}ds
5 : 2ni 5, F(s+1) 5
1 e’
= 2mi df, F(s+1)

) (> 0).

I'(sya"*ds
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1

_,,__j‘

— 82 e () - vsd d
5 ¢ {—jmx(ae)e v}ds

o

| x(xe)exp (-——Z;)du

-0

F(L"j";f)ﬂ(a) (1@ -HF (”"f/?)

Hierbei wurde neben (3) die bekannte Gleichung

1 2 :
i & +os ds =
2mi (;E, ’

%11“

B =

1 v?
\/ZEECXP( —:4-5)
benutzt.
Filr @ =0 ist die Behauptung als Spezialfall § =0 enthalten in
-HiLrssarz 2.

L]

(BeR).

ﬁz

e
[ o=,

Beweis.

“f'u-ﬂcb(u)du

1 ux--ﬁ—-l zd { 1 us-—ﬁ' 1 zd y
i d + e
g{zmwii,r(sﬂ) s} u+ 13w 3, T67D s} “
_ i _ &t ds ‘

2 “gry @y T+l s—p

2 2 )

£ 3 1 ]
— Res é &

wp T+ 0s—B TB+D ©

) Wir betrachten nun das Integral

4 Li= {e ™" 2p(lfuydy - (B20, f=0).
4] * ’

Einsetzen von (1) und Vertauschen der Intcgrationsreihenfolge ergibt fir

B >0 :

(5) . I_———jG(s)ds c>-p
. T (o) '

iom
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mit .
r
©® 60 i= e8I sy gt

r'{i-s

Es sei angemerkt, daB (5) im Falle § >0, ~f <o < —f/2, auch fiir e =0
noch absolut konvergiert, so dafl der Grenziibergang ¢ — 0+ unter dem
Integralzeichen erlaubt ist. Leichte Umformung ergibt dann

(e
lim I =B #2—— | (2/B)"*ds = B~#21,(2./B),
20+ 20t -y F(E_E_H)
272

wo J; die Besselfunktion vom Index fi bezeichnet (siehe etwa [6], Formel
(7.9.2); das in [1], Formel 6.422.6, auf der rechten Seite stchende Minuszei-
chen ist falsch). :

Da wir aber spiter £ an andere Parameter koppeln wollen, miissen wir [
sorgfiltiger auswerten. Dies geschieht zun#chst flir B > 1 mittels der Sattel-
punktmethode.

HiLrssaTz 3. Fir Bz1, 20, 0<e<1/2 ist

—cBi2

. , y
\/_Bﬂ/2+1/4 CcOos (2 \/E_"ﬁ_—)‘}'on (B.B,'2+1,'2)+Oﬁ(e (log B)/4)

Beweis. (a) Asymptotische Entwicklung von G(s). Nach Stirling hat man
gleichmiflig fir jargs| < Ty, |s| = &

= (s—Ylogs—s+log./2n + O(1/]s)),

wobei die Zweige der Logarithmen festgelegt sind durch die Bedingung, dal
sie fir s > 0 reell seien. Hieraus folgt fir > 0:

logF(B+s)—{(,8+s—%)logs—s+log\/2—1;
.B+sd 1
=(f+s—1%) ,f —= O(m)
Lo 1
x(,M{“D_Mdu}_m(,,,+S|)

o)

log I (s)

= (B I]"‘(ﬁ'*‘s—z)f (+u)

1
<ﬂ|?i fur |args) <57, sl =1,
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wie man durch Unterscheidung der Fille |s| < 28, |s| 2§ leicht einsieht.
Da ferner

. _i —mis [{ _ ,28a, ,—2Im _.i - s -1_. =0
sinzs = 5e {1‘ e?™.g }—28 {“—O(H-l)} (t =0

gilt, erhdlt man insgesamt fiir die Funktion
1 : —s—f y2
G(s)=F(s)I’(/3+s)-—?;sm7rs-B e
aus (6) die folgende asymptotische Entwicklung:

1
(7) G(s} =iB Pexp (25 (logi\s/t_;-—l)Jr(,B— 1)logs+tss2)'{1 +0y (m)},

giiltig im Bereich 0 < args < 5 m, [s| = 4.

(b) Wuhl des Integrationsweges. Durch (7) wird die Substitution
s —./Bs nahegelegt, durch die (5) tibergeht in :
1 ‘
®) I=——b" {H@ds (6> —Bb),
2r @
wobel b:= \/E, H(s):= —ib?*1 G{bs) gesetzt ist.
Nach (7) gilt im Bereich 0 < args < 75 m, s} = 1/(4b):

(9) H(s) =exp (2’73 (logfr--1)+(:5'--1)lt)gs+£bzsz)-{l+o,g (——bti 1)};

wegen G(5) = G(s) hat man ferner

(10) H{E = —H{s).
Mit einem recllen Parameter o, von dem wir einstweilen nur
(11) 1/4by € a< 1/4

voraussetzen, erkldren wir nun folgende Wepstiicke:
W: s=a-+it
W,: s=(1+i)g
Wi:  s=i+{—1+i)po= —g+i(e+1)

o<t <a),
(a<e<1/2),
(—1/2< g < a0).

Die Vereinigung der Kurve W, u W, u W, mit ihrem Spiegelbild beztiglich

der reellen Achse, das Ganze durchlaufen im Sinne wachsenden Imaginiirteils,
nehmen wir als neuen Integrationsweg W, Wir haben zun#chst zu zeigen, dafl

(12) I ;lb"ﬂJ(W)-
2n
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gilt, wobei wir flir Wege W' allgemein
J(W')y:= | H(s)ds
s

setzen. Dazu wihlen wir in (8) ¢ = 1 und betrachten einen Kreisbogen
CR: S"~=Rew, TE/3 <00\<_6£91 <3ﬂ/4,
vom Radius R > 2, wo 8y = 0,(R) und 8, = 6, (R) so bestimmt sind, daB Cp
die Gerade o = 1 mit W, verbindet. Auf C, hat man
Re {2bs (log (s/i)— 1)+ (B — 1)log s+eb? 5%} +1og R
= 2R {log (R/e)- cos 6 —(6—n/2) sin §}+ B log R+ eb? R? cos 20
< —ceb?R*  (n/3<6 < 51/8)
~ 1 =chR (51/8 < 6 < 3nfd)

mit passender Konstante ¢ > 0, wenn R gentigend groB ist. Wegen (9) strebt
also J(Cg) — 0 fiir R — o0, und da aufgrund von (10) ein entsprechendes
Resultat in der unteren Halbebene gilt, folgt (12). Ebenfalls wegen (10} gilt
weiter S

(13 I= 2 b7 Re (J (W) +J (W) +J (W),

(c) Auswertung von J(W;). Es sei s = —p+i(g+1)eW;, also g = —1/2.
Fiir die Funktion

w(0) = —Rc{s (log—j—-— 1)}
o

. .
=-plog(20*+ 20+ 1)— 1 tg
5@ 0g(20°+2p+1)—p+(g+1)arc gQH
gilt dann

o+1 > 1 ’
(e+1)2*+0% o+1

p0)=¢' (=0, ¢"(0)=2

also mit einem zwischen 0 und ¢ gelegenen g*:

1 1 ¢? 1 9%
=—g" (0¥ et = 2 s
ela) =50"eN e > 55T 2 o0

letzteres wegen ¢* < 2p+1. Nach (9} hat man somit auf W,

2

b
H(s) < exp (“5 ¢

Q+1~F%(ﬁ—1)log(gz+(a+ 1)2)—6b2(2a+1)>,
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also -
14 His) < b &® gt

£ ————— .
(14) (s) €4exp Ag+l 0

Zu 4:= 1p~13 zerlegen wir nun W, in den durch |g| < 4 charakterisierten
Teil W und den {aus zwei Stlicken bestehenden) Rest Wi\ Wik = : Wik* . Mit
(14) folgt sofort

J (W) Tt b o d)<ex( L s
( ) <5 §+J+§ exp ry 0 P\ =300 ,

-1j2

also reichlich

(15) J(W,) = J (W) + 0, (™0™,

Die Auswertung von J(W3) filhren wir zunichst unter der Annahme
(16) b’ <1

durch. Aus (9) erhilt man

J(W3)— [ exp(2bs(log(s/)— 1)+ (B — ) logs+eb*s?)ds
w3

14 2
<ﬁ3 jd ™ (et 1)d9 «%e—utﬂ;z.

Die Entwicklung
Y(s)= —i—%(s—i)2+0(]s—i|3) (Js—i < 1/2)

der Funktion y(s):=s(log{s/i)—1) um den Punkt s =i ergibt speziell fiir
s =i+{—1+i)geWs:

Y (s) = ~i~0*+0(el);

der Punkt s =i ist also ein Sattelpunkt von ¥ (s) und wird von W, in der
Richtung des steilsten Abstiegs durchquert. Da ferner

logs = ni/24Oflol), §*= ~14+0(d) (seW})
gilt und bA®+A+eb? 4 <1 ist wegen (16), erhilt man

{ exp(2bs(log(s/i)~ 1)+ (B —1)logs+ b s*) ds
w3

P ] .
={—1+i) [ exp (-~2ib——2b92+(ﬂ— 1)%—8!)2+0,ﬁ,(bh;>|:"+.lgl+E:b2 |Q|))dg
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’ n n 4 ‘
2e7" 27070 [ o2 {140, (blol® +lof +5b” )} do

~4

) T on © @©
= J2e @R [ - me? gy 0([ e e dg)
A

-~ m

o0
+oﬁ(ehab2 ‘ e—szZ(bga +Q+8b2 Q)dQ)
[0}

e—"bz — lb—"‘!" _x 2 1 2
=Jn e 27300 1 0(e” ™) + 0, (—Ee"“’ £

also insgesamt

an I = ﬁ%}?e'f‘Z”“%ﬂ*g)+oﬂ ee‘ﬂbzﬁ’-)»» 0p(e ™).
Ist nun (16) nicht erfiillt, dann ergibt (14)
(W) e e,
so daB (17) in diesem Fall trivialerweise gilt.
(d) Abschiitzung von J(W,). Filr s = \/Ee"'"ge W, 2€os
Re {s{log(s/i)—1)} = g(log o+ log J2-14 n/4) <%ploge < $aloga;

letzteres wegen a < 1/4, denn glogg fillt bzw. wichst monoton, je nachdem
0 < 1je oder g = 1/e ist, und }logg = jlogi.
Aufgrund von (11) ist (9) anwendbar; damit folgt

1/2) gilt

1z | dpal ! dg
J(W,) <, | exp($baloga+(f—1)logg)dg < 77 j?
also ,
(18) J (W) <, exp(%baloga+loglog(1/a)).

(€) Abschitzung von J(W,). Fiir s =a+iteW, (0<1<q) gilt
Re {s(log(s/1) 1)} = alog(x/a +t¥)—a+rarctg (a/r alog(ﬁa)

Wiederum mit (9) folgt

J (W) 4,,Eexp(Zbalog(\/Ea)J,_(ﬂ_1}1og(\/m)+eb_zaz)dt

<gp ekp(2ba.log(\/§a)-i-sbza2)‘ fa?~ldt,
0
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. also
(19) J(W,) <, exp(2balog(./2a)+8b* a?).

(D Wah! von a und Schiluf. Fiir hinreichend groBes b, etwa b > by, ist die
Wahl

a:==(log b)/b
mit (11) vertriiglich, und es gilt

1
3baloga-+loglog (E) < —log*b, 2balog(\/§a)+:;‘b2a2 < —log*b,

also wegen (18) und (19):

(20) J(Wy)+J (W) gge™ ™,

Fiir 1<b < b, folgt (20) aus (18) und (19) durch die Wahl a:=
Behauptung ergibt sich nun aus (13), (15), (17) und (20). =

Fir kleine Werte von B gestattet I die Entwicklung in eine asympto-
tische Reihe:

HiLrssatz 4. Fiir 0< B

Y

S W T@+v+D)

1/4. Die

£Lp=200<eg
-1 et

<£1/2, NeNu {0} gils:

B*+ 0, 5(BY*1).

Beweis. Der Fall B == 0 ist bereits durch Hilfssatz 2 erledigt; es sei also
0<B<g1 Zu gy:= f+N+3/2 betrachten wir die Wege

Wit s= —py+it  (0<1t<gy),
Wy s=(-1+g (o> ox).

W' sei die Vereinigung der Kurve W, U Wy mit ihrem Spiegelbild bezliglich
der reellen Achse, durchlaufen im Sinne wachsenden Ymaginirteils, Fast
wdrtlich wie in Teil (b) des Beweises von Hilfssatz 3 zeigt man, dall man in
(5) den Integrationsweg durch W’ ersetzen darf, wenn man die Residuen des
Integranden an den Stellen 5, = —(B+v) (v =0, 1, ..., N+1) berticksichtigt.
Diese sind gegeben durch E

v

(__l)v eu(,8+v)z
ResG(s) =
RS G = ST Ty

Direkt aus (6) ersieht man, daB
[ G(s)ds <5y B # = pr+ai2,
Wy >

i
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und es gilt fiir s = /234 o Wi

Re{ (log N

)} =2¢(—logo+ilogB+4log2—1+n/4)

< —2plogo+oylog B,
also nach (7):

oo
[ Gisyds <, BN [ ™ 2000+~ 1o (/o) g <, BV,
W 1

Wegen G(5) = G(s) hat man somit insgesamt
N+L(_qyv  gelht w2
I = +B*
v:;O v! rg+v+1)

Steckt man hier noch den letzten Term der Summe ins Restglied, so erhiit
man die Behauptung. =

+ OB,N(BN-!-B,’Z)_

3. Die Summenformel im rationalen Zahlkorper. Fiir reelles x sei

{x>:=min|x—1,
veZ
wakx

der Abstand von x zur niichstgelegenen von x verschiedenen ganzen Zahl.
Sarz 1. Gegeben sei eine Folge (a,) komplexer Zahlen, und es sei

A*(x):= Z a,x( ) (x=1.

Mit einer auf [0, 0} monoton wachsenden Funktion v und zwei Konstanten
Dy, D=0 gelte

(21 la,) <Y (v) < Dy(v+1)» (v=0,1,2,..),

so daff also die Potenzreihe

=
- Z ave--vu

Sir u> 0 absolut konvergiert. Dann gilt fir 0 <¢ <

I
@ xy?
A (x) = (j)f( )cb(u)du+0(w(2x)(1+x x/_)‘”‘P( 40£x2))

o)

wobei die O-Konstanten nur von Dy und D abha’ngen.
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Insbesondere hat man also fiir jedes feste x = 1
A*(x) = lim j'f( )@(u)du.
e+

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt (die Vertauschbarkeit von Summation
und Integration ist durch (2) und (21) gewiHhrleistet):

- (o a5 )-3)r (2
<Zlavlexp(—m‘°g )

v=0
VX

denn F(V) <exp(~% V3 fir vV = 0.
Es gibt eine nur von D abhingige Konstante D, > 2 derart, daB die

Funktion
1 u
D ——log?~
u exp( " og x)

fiir u > D, x monoton fillt. Folglich ist

1, Ly - 1
3 [avlexp(——é;log ;)'@ fu cxp(—g_log )du

v2hyx+1 Dyx

1
D1 Iu exp (—g—mlog u)du
Dy
D+1 1 :
< x"7 " exp 308 )
Weiter hat man
(X + )y )a eXP(—-l—‘logz-v—)@xD“cxp( ! )
0sv<xf2 2x<v<Djx+1 8 X 20z

und wegen

gilt fllr die verbleibende Summe:

1 1 (x—v)?
b3 Iavlexp(wglogzé)@(m hy exp(—-?,—j(x 2‘v))

x/2<v€2x */2Svs2x X
VX

o - (x_v)z
) ; (“ 160z )

<y (2gexp (
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Die unendliche Reihe hier ist

o0 2
1
< +-‘LCXP( 602 )du < 1+x./¢;
damit folgt die Behauptung.

4. Eine Variante der Identitit von Hardy, Landau und Walfisz. Fiir
keZ, k=2 sei

(= Y 1 (veZ, v=0),
(V]rram vk)s'.'k
v%+...+v§=v

die Anzahl der Darstellungen von v als Summe von k Quadraten, sowie

A= T ad) (x>0
b=gvsx
Im folgenden machen wir Gebrauch von der Ungleichung
(22) a (V) €y + 12717 (5> 0),

die im nichsten Paragraphen allgemein fiir total reelle algebraische
Zahlkdrper bewiesen werden wird. Wir setzen ferner

™ g1

1 e _k+1
S,: =~7;x(" L4 }: a, (v) (k_'_lmcos( (2\/ ))

und bezeichnen mit @, das Volumen der k-dimensionalen Finheitskugel:
k2

LN
TGk+1)

Sarz 2. Fiir x > <e <% und jedes § > 0 gilt
A(x) = 0 2+ 8, + 0 (K210 Je),
wobei die O-Konstante nur von k und & abhingt.

oy =

Bemerkungen. 1. Der Einfachheit halber unterdriicke ich die bekann-
ten Verschirfungen von (22), die darin bestehen, daB der Faktor (v+1)*?
durch eine passende Funktion geringerer Gréflenordnung ersetzt wird (bei-
spielsweise flir k 2 5 durch 1). Jede dieser Verschirfungen schligt sich unmit-
telbar in einer entsprechenden Verkleinerung des O-Terms von Satz 2 mieder.

2. Zu welchen Restgliedabschiitzungen beim Kreis- und Kugelproblem
Satz 2 letztlich fiihrt, hingt natiirlich von den Ergebnissen ber. Exponential-
summen ab, die man zur Auswertung von S, heranzieht. Allerdings ist hier
das Verfahren gegenliber dem tiblichen Weg insofern vereinfacht, als sich die
parallele Betrachtung des gemittelten Gitterrests eriibrigt.
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Die bei trivialer Abschiitzung des Cosinus erzielten Resultate sind als
Spezialfille in Satz 4 enthalten.

Beweis. Nach (22) ist

o

AF(x):= Y a{y Gc-) = A, (X)+0 (XM~ 1+,

v=0
und Satz 1 ergibt

A (x) = Tf(%)@(u)dwow”” Je)
L]

mit
[+ d}

f) =3 a()e™ =0 (u/m),

v=0
wobei die Thetafunktion

0(v) = i e ™ .(u>0)

bekanntlich der Relation

() = %HG)

genilgt. Durch Einsetzen der hieraus folgenden Gleichung

uY [ax\? [fnix
(-G ()
und Vertauschung von Integration und Summation erhilt man

]‘Df (E)cb(u)du = ()t Tu“"’ld’(u)du
o\ : 0

o0

+r)? Y @ (v) j'e""z""’“u""zé(u)du.
y=1 - 0

Hier ergibt sich der erste Summand rechter Hand nach Hilfssatz 2 zu
(0, X2 74 €y x"/2+0(x"“e)

wihrend die ﬁbrlgen Integrale nach der Substitution u —u~* vom Typ (4)
mit = k/2, B =r?vx sind, so daB mit Hilfssatz 3 folgt:

o

(nx)"’z AU s ""zdi(u)du

v=1 0

o= T e entval2 il
=9 - ~(loa2ix2
Sc+0]| x Y a4 (“’)W)-}- O(x’.‘IZ Y. a (v)etoe™ )

v=1 v= L
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Wegen (22) und g > x~ 2 ist hier der erste O-Term

k3 1 k1 ko1
o

ko1 k
—~pnl I LA -
2+ae Fercvx £ X3 2(8.)6) Ftz—9 < x2 1+ﬁ:

£x372

s

¥

v=1

und flir den zweiten O-Term gilt

0 o0
~{logZ(r2 —tlop2 ~(lop 2(n2
Xk Z ak{v)e Cog=(x<vx))/4 < xki2 p—llog x4 Z & (v)e (log “(r=w)}/4 & 1;

v=1 v==1
es folgt die Behauptung. =

5. Weitere Hilfssitze. Gegeben sei ein algebraischer Zahlk&rper K vom
Grade [K: Q] = n. Die r; reellen und 2r, komplexen konjugierten Kdérper
K'® geien in der liblichen Weise numeriert, und es sei r =7, +r,— 1. Mit N
oder N, bezeichnen wir die Norm, mit § die Spur in K.

Hirrssatz 5. Im Falle v > 0 sei U eine torsionsfreie Untergruppe von
endlichem Index in der Einheitengruppe von K im Falle r = 0 sei U= {1}.
Zu beliebig gegebenen reellen Zahlen Xy, ..., %, >0 mit Xp.,, =X, _ﬂﬂ"
p=r+1, ..., +ry existiert dann ein nel derart, daf

(1 - X" €y P x, g (e L )T (p=1,n).

Der Beweis verliuft analog zu dem von Hilfssatz 6 aus [5].

Hivrssatz 6. Fiir ein ganzes ldeal x # (0) aus K sei dg(x) die Anzahl der
Idealteiler von t; d bezeichne die gewdhnliche (rationale) Teilerfunktion. Dann
gilt

de () < [d(N()})".
Beweis. Der Fall rm(l} ist klar; also sei r# (1), und zwar
e =)

mit paarweise verschiedenen Primidealen py,...,p; aus K. Wégen der
Multiplikativitit von dy und d dirfer wir annehmen, daB die p; alle in
derselben rationalen Primzahl p aufgehen, eiwa

Npp=p", fiz1 (=1,...0
Bekanntlich ist fi+ ... +fi <n, also insbesondere /< n. Es folgt -
de(®) =(m+1) ...+ S mefe+ . tmfi+ 1) = {d(N(r))}", u

Von jetzt an sei K total reell. Eine Zahl veK heiBt total positiv, v >0,
wenn v > 0 fir p = 1, ..., n; wir schreiben v 2=0 (oder auch 0 -<v), wenn
v>0 oder v=20 gilt.

6 — Acta Arithmelica L4 -
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Zu einem ganzen oder gebrochenen Ideal a#(0) aus K und einer
ganzen rationalen Zahl &k > 2 definieren wir

(23) av; = Y

Ve

(vek),

die Anzahl der Darstellungen der Zahl v als Summe von k Quadraten von
Zahlen aus o, Offenbar ist ,(v; ) = 0, wenn nicht 0 <vea? gilt, Im Falle
a ={1) schreiben wir kurz

@ (v; (1) =: a, (v).
HiLrssatz 7. Fiir jedes 6 > 0 gilt _
() <(NG)+1)° (v3=0),
wobel die <-Konstante nur von K und § abhiingt.

Beweis. Wegen a,(0) =1 ké&nnen wir die Untersuchung auf ganze
Zahlen v >0 aus K beschrinken. Wir betrachten den Erweiterungsk&rper
K@). Bs ist [K(@):K]=2 und die 2n Konjugierten dber Q von
Y1+iv2 €K (i) (34, 2 €K) sind gegeben durch

W+, W-b¥  (=1,..,n,
wobei der obere Index p die Konjugation in bezug auf K bezeichnet. In K (i)
zerfallt die Gleichung v = vI+v} in
(24) V=V 3 = (v ) (v —ivy),

so daB wir jeder Losung (v,, v,) von (24) den Teiler vy +ivy von vin K(j)
zuordnen k&nnen. Um festzustellen, wie viele dieser Teiler jeweils dasselbe
Hauptideal erzeugen, betrachten wir zwei Losungen (vy, v;) und (g, g,) von
(24) derart, daB v,+iv, und g, +in, assoziiert sind, etwa g, +iu,
= H(v; +iv;) mit einer Einheit H €K (i). Bs folgt

Vo= (g ipg) (1 —iug) = H(v, +i"2)'ﬁ(\’1 —ivy) = [H|*v,

also |H|=1. Da man denselben SchluB flir alle Konjugierten von H

durchfithren kann, haben diese simtlich den Betrag 1, und folglich gehdirt H
zur endlichen Menge der Einheitswurzeln von K (i). Somit ist a,(v) be-
schriinkt durch ein konstantes Vielfaches der Anzahl der Hauptidealteiler
von (v) in K (i), also _ -

a3 (V) < dgip (V) < '{d(N(V)z)}zn <N

wegen Hilfssatz 6 und Ngg, (v) = Ng(v)2..m

Bemerkung. Wie das Beispiel K = Q(./3), e?"Pe K (i) zeigt, kann
K () auer £1, i noch weitere Einheitswurzeln enthalten. ‘

icm
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Hiirssatz 8. Fiir jedes 6 >0 gilt
Ki2—1+5
a(v; @ <(N@+1)
wo die <-Konstante nur von K, o, k und 8 abhiingt.

Beweis. Es gibt eine natiirliche Zahl m derart, daB ma ein ganzes Ideal
ist; damit folgt

(v =0,

a (v @) = ay(m’ v, ma) < a (m*v),

so daB es geniigt, die Behauptung fiir a,(v) zu beweisen, wobei wir wegen
Hiifssatz 7 gleich k = 3 voraussetzen k&nnen. Da ferner ¢,(0) =1 sowie
& (n?v) = a, (v) fiir jede Einheit ne K gilt, diirfen wir uns nach Hilfssatz 5 auf
solche ganzen v > 0O aus K beschriinken, fiir die

N v <N (p=1,...,n)
ist. In der Gleichung
vit L oHvE=v
bestehen bei jeder Wahl der Zahlen vy, ..
ay(v—vi— ... —vi_)) KNQ)

Moéglichkeiten fiir das Paar (v,_,, v;). Jede der ganzen Zahlen vy, ..., v,_,
ist ihrerseits den Ungleichunigen

PPl < VP

unterworfen, so daB fir sie nicht mehr als

f[ 2/YP +1) < /N
p=1

Werte in Frage kommen. Es folgt die Behauptung. =
Hivrssatz 9. Fiir Y, x 2 D > 0 gilt

.y Vyp gENAU

p=1,...m

¥ fl (P41 € Y ™ log (Y+1),
>0 p=1 )
wobei die Summation tiber alle total positiven Einheiten ne K erstreckt wird.
Die <-Konstante hingt nur von K und D ab.
Beweis. Der Fall r =0, dh. K =@, ist trivial; also sei r = 1, und
His..., 7, Sel ein System total positiver Grundeinheiten von K. Zu
my, ..., m eZ definieren wir

25) Q,:=Y mlogn? (p=1,..., n.
q=1
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Wegen det (log ™), 4=, # O liBt sich das System der ersten r Gleichungen
(25) nach den m, auflosen, und eine einfache Rechnung ergibt

(26) 210 =¢e Y Imf
p=1 =1
mit einer Korperkonstanten ¢; > 0. Wir behaupten nun

(27) 2, Z Im,} fir mindestens ein pe{l, ..., n},

a=1
WO ¢ =c¢; r~% Wegen (26) ist nimlich
r
10,4l = 7‘ Z fiir ein poe{l, ..., r};
wire also (27) falsch, so wire
1
on < '—'T Z Imql
. T=1

und damit
r ¢ r r r
Q==2Q>=F Iml—0~1)&; Y m=c, ¥ im]
p=1 =1 q=1 g=1

im Widerspruch zur Annahme.
Aus (27) ergibt sich fiir die Spur von =il .. g™

Sop=73 & >exple, ¥ Imy[};
p=1 q=1

es folgt:

n

) H(Yn“’”rlJ‘ =2 [] (r+4)~

>0 p=1 n>0p=

< (Y"+Y"‘1exp{622|mql})"‘

Y poeniy =~ 00 g= 1

,_.

< Y (mA) Y+ ),

m=Q
denn die Lusungsanzah! von ¥, |m| =m ist <fm-+1)~".
q=1

_ , 2
Aufspalten der Summe bei m = [—c-— log (¥Y+ 1)] liefert nun die Behaup-
tung. m ’ :
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6. Die Summenformel in total reellen Zahlkorpern. K sei weiterhin ein
total reeller algebraischer Zahlkdrper vom Grade n. Fiir x = (x,, ..., x,)e R”
mit x,,..., X, > 0 setzen wir X:=x, ... x, und
W \

Y
Xp

{x>:=X - min min
15pSn 0=XvE2x
-;(P)g,xp

wobei das innere Minimum erstreckt wird iiber alle ganzen veK mit
0 v g2x, fiir g=1,...,nund v\ % x,. Im Falle K = O reduziert sich
diese Deﬁmtlon auf d1e von §3. Filr total positive Einheiten ne X gilt
offenbar

(28) oxd = (x>
mit gx:= (7 xy, ..., 1™ x,).

Satz 3. Die komplexwertige zahlentheoretische Funktion a(v) sei definiert
fiir alle ganzen v =0 aus K und besitze die Invarianzeigenschaft

(29) a(m)=a®) (Hel),

wobei U eine Untergruppe von endlichem Index in der Gruppe der total
positiven Einheiten von K ist.

Mit einer auf [0, oc) monoton wachsenden Funktion  und zwei Konstan-
ten Dy, D =0 gelte ferner

(30) lam) < ¥ (NW) < Do(NG)+1) (v 3=0),
so daf also die Potenzreihe
f(ﬁl, o t)i= Y oaexp{— 3 vWu,}
vi=0 p=1

fiir uy, ..., u, >0 absolut konvergiert.
' Dann gestattet die summatorische Funktion

A= % a0) [T (% m)

v O p=1
fir X > 1, 0 <& < 1/2 die Darstellung

31) A*(x) = j:“ (3‘;‘1- %'—)d)(ul) B () duy .. du,

( 2
+o(w(2"XJ(1+XJ£)exp —40’;;2))

1
+0(X‘”'exp( 205)) "

wobei die O-Konstanten nur von K, U, Dy und D abhingen,
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Offensichtlich ist Satz 1 hierin als Spezialfall & = @ enthalten.

Beweis. Wegen (28) und (29) bleiben beide Seiten von (31) beim
Ubergang von x zu nx (g€ U) unversindert. Aufgrund von Hilfssatz 5 kénnen
wir daher voraussetzen, dafl

X'mgx, <X (p=1,...,n).

Nach Hilfssatz 1 hat man fiir ay, ..., o, = 0 (der Summationsindex T durch-

laufe alle Teilmengen von {1, ..., n}

1‘[ j' e PP (u,)du,

p=10

¢l pel

= 20 [T xeed T e - (2252
- I xt+o( 3, TxtenT1 o -Hom (g v, )

T+#0 peT peT
Hier setzen wir a, = v®/x,, multiplizieren mit a(v), summieren tiber alle
ganzen v =0 und vcrtauschen Summation und Integration, was wegen (2)
und (30) erlaubt ist; das ergibt

At =.. ff( )w(u.) @) duy ... du+0( Y T)

T#Q

FOR 1 log? Vo '
(5 )doe (e )t
Es sei nun T < {1, ..., n} beliebig, fest mit T # @, etwa 1 € T. Wir wollen die
Summe ) abschatzen und spalten sie dazu in Teilsummen ZT(M) auf, die
aus ): durch Emschrankung von v aufl gewisse Mengen M hervorgehen.

Zunachst betrachten wir die ganzen v > 0 mit v@ > 2x, fir mindestens
ein q; diese liefern nur dann cinen Beitrag, wenn ge 7, etwa ¢ = 1. Es sei also

= {r>0 v > 2x,}.
l,eZ genligt jeweils hdchstens ein ganzes ve K dem

mit

£, Lo T (5 ) 11

vi=0 per peT

Fir gegebene |/, ...,
Ungleichungssystem

(p = ]" tery n);
ferner wissen wir aus dem Beweis von Satz 1, daB

1 l. 1
Pex (—-mlo ) exhtte ( .
& e gl P\ "6

L<v? < +1

icm
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Damit folgt:
()
2 (My) < {v“" +1)Py )} 11 {(v(‘”-k 1P exp (——-— log?® L)}
veM1 pﬂ" pel 8 *p

4{1'[ (l+2)”}-{ ¥ l"exp(—-ilogzi)}
peT 0Sisx, 1>2x) 8e X1

1 !
L8, e g o)
0'~€i$2xp I>2:¢p P

2€peT

1
D+1 _
£ X exp( 0o )

M,:={vz=0] W

Es bleibt
<2, (p=1,...,n}

zu untersuchen. Wie bet Satz 1 schlieflt man
(v(p) 1 1 ) v(pJ
U —_— —— 0 —

(5 )3l (o)

P
' 1 i
<Y2'X) ) em(——log x—)

v'xy ¥ J1

veM pel

YoM <

veM z 1
v‘l];éxl
< XPexp (——L P |
20¢ veM 4
W) <x /2
. 1 (x, —v1h?
+¥ (2" X) vg‘iz exp (—323 7

xyp2silgxg

1
B+ 1 —_
<X exp( 3 )

2 1 (1) 2
+w(2"X)€XP(‘4(<):§F) ) e"p( 1606 (L"l) )
veMy

Da fiir [ =0, 1, 2, ... jeweils hiichstens zwei Zahlen v e M, der Ungleichung

!
— | —
PIX T ix

| b
- iy
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icm

geniigen, folgt hier weiter

( 1 (‘J(l) 1)2)
€Xx e
vg:rfz P 1608 I=0

und damit die Behauptung, =

)<1+XVF

1
( 40-4"X7%¢

A
b~is

(]

P
e

7. Zum Kugelproblem in total reellen Zahlkorpern.

Satz 4. Es sei K ein total reeller algebraischer Zahlkdrper vom Grade n
a = (0) ein ganzes oder gebrochenes Ideal aus K und k = 2 ganz rational, Zu
positiven reellen Zahlen x, ..., x, sei A, {(x; ) definiert als die Anzahl der
k-Tupel (vi, ..., v) von Zahlen aus o, die dem Ungleichungssystem

PP+ L +0PP <X, (p=1,...,n)

geniigen.

Fiir X:=x,...x,2 1 und jedes & >0 gilt dann

b AL P S,
Ak(x ﬂ) (dN( }2) +O(X2 nk—1)+2 ),

wo w, = 2 I'(3k+1)"" das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel und d
die Diskriminante von K bezeichnet. Die O-Konstante hiingt nur von K, o, k
und 6 ab.

Beweis. Zuniichst sei o ganz. Wir betrachten

il e
it T (L) o (2)
wz0 Xy n

summiert iiber alle ganzen v 20 aus K, wo a,(v: o) durch (23) definiert ist.
Aus Hilfssatz 8 foigert man leicht

A (x; @) = A (x; Q)+ 0 (XH2=1+9)
und Satz 3 ergibt filr ¢ < &< 1/2:

SETR S U B,
A= o (A

+O(Xk/2-1+5{1+x\/;})

mit der fir v = (g, ..o, ) vy, .00, 0, > 0, erklirten Thetafunktion

Z exp {_H,,Z )2,

.

?&-’:, a)gb(ul) coo Pluduy ... du,
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Fiir -diese besteht nach [2], Satz 160, die Transformationsformel

B(v; a) =

1 11
==}
N(a)/d- /v, ... v, (U ﬂb)

wo b die Differente von X bezeichnet. Damit erhilt man nach . leichter
Umformung fiir obiges Integral den Ausdruck

™X k/2 ( ) 200 k )
—_— a e—ﬁ viPlxpu 12— 245( a’u
(dN(a}z) Oa-zvs(zan)_z W7 ap pI:II (!

Hier hat der Term mit v = 0 nach Hilfssatz 2 den Wert

X k/2 .2 X K2
n ekenfd _ o1 k2
wj (a‘N(a)z) e g (mdN(a)z) +O(X%%g),

und fiir v>0 gilt den Hilfssitzen 3 und 4 zufolge mit B = n?v?x,

T —u 2= 2@( < o~ eBi2 Bkt 14 | ,— (log2B)/4 B> 1),
’ ! (B<1)

in jedem Fall.

P 1)/4»—35(B+ 1)—k,'2'~ a3

Es folgt, wenn man noch Hilfssatz § heranzieht:

X \H? ( 1) L R N7 1
—_ a |v; — e " J“’"u""'z_”ﬁ‘i(—)du
(dN(ﬂ)z) o«ém—l * ab pl;lug N u

n "
& XKIE o= nlk—1)/4 - 3ns Z N(ylz-1+3 H (v(p)xp+1)~k/2—3a
O<vefad) ~ 2 =1

& X~ k= 1)/4— 3ni z 1‘[ (v“”x +])-l—26
O<vefay™ 2 p=1

Da sich (ab)~? durch Multiplikation mit einer geeigneten natiirlichen
Zahl in ein ganzes Ideal fiberfiilhren 14HBt, Xndert es nichts an der
Gréfenordnung, wenn wir v in der letzten Summe nur die total positiven
ganzen Zahlen von K durchlavfen lassen. Diese teilen wir in Klassen von
assoziierten Zahlen ein und wihlen gemiB Hilfssatz 6 aus jeder Klasse einen
Reprisentanten v mit

(XNEY < x, < (XNO)"  (p=1,.... n).

Damit erhalten wir

n

L0+ 175 < 3 5 TT (Vo) a+1)" 7

Q=< ve(an) ” & p= V=0 y>0p=1t
vl

wobei die duflere Summe iiber besagtes Reprisentantensystem und die innere
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tiber alle total positiven Einheiten neK erstreckt wird. Nach Hilfssatz 9
k&nnen wir dies weiter abschitzen durch

- " 1
2 (XN(V)) ' 26]0g ((XN(V))” +1) <3 Z N(v)l'!-(i <

0
“g;) fv)

wo {y die Dedekindsche Zetafunktlon von K bezeichnet. Wir haben somit
msgesamt

Ca(1+5)

. X \W2 _ .
A x; u)umg(m) +O(Xk/2—1+6{1+X\/E})+O(8 (k= 1)/4 - 3nd)

und die Wah!

g 1= 1 X OG- 042

ergibt, wenn man noch § durch 3/(6n) ersetzt, die Behauptung flir ganzes a.

Ist aber @ ein gebrochenes Ideal, so ist ma ganz bei passendem natlrli-
chem m, und wegen A,(x; o) = A, (m?x;ma) folgt aus dem soeben
Bewiesenen dic Behauptung auch in diesem Fall.
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Since we are considering the case where 3 tg, in Equation (2.3), we need
n= +1(mod9) in Equation (24). This condition on n Imposes restrictions
that invalidate Lemma 3.1. However, Lemma 3.1 can be omitted because it is
not used elsewhere in the paper.

In Bquation (3.11), in order to guarantee that n = p!
. 2
+ 1(mod9), we insert §,, (p,)} after Y .

ag=1

mde of the equation by § to account for 6,4, (p,). Then we must also multiply the
rlght sides of Formulas (4.1) through (4.4) by 3. Equation (4.5) is correct because

d, . depends on the quotient of IS¢, 2nd |S,.<l, and hence the § factors cancel out.

Hencc no change is necessary in the statements of the theorems and proposi-
tions in the paper.

a

P =
In Lemma 3.2, we multiply the right
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