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Un probléme de diviseurs dans F [ X]

par
MireiLe Car (Marseille)

L Introduction. Il était tentant de formuler pour Fanneau F, [X] des
polynémes a coefficients dans le corps fini 4 g éléments une conjecture
analogue a celle d’Erd&s sur les diviseurs d’un entier qui dit que presque tous
les entiers possédent des diviseurs d et 4 tels que d < d° < 24, cette conjectu-
re prenant alors la forme suivante: "

Presque tous les polyndmes de F,[X] ont deux diviseurs distincts de méme
degreé.

On démontre que cette conjecture est vraic en suivant la méthode
utilisée par H. Maier et G. Tenenbaum dans [5] pour démontrer le théoréme
suivant dont la conjecture d’Erdds est un simple corollaire.

THEOREME. Soit E(n) le minimum des nombres log(d'/d) pour d et d'
divisant n, d < d'. Alors, si nt+¢&(n) est une fonction tendant vers +co avec
H, ON a

h E(n) < (logn) "3 exp(£ (n) /log (log m)
presque partout.

Contrairement & H. Maier et G. Tenenbaum qui, s'intéressant a la
majoration de E(n) ont négligé l'ensemble exceptionnel des entiers » ne
vérifiant pas (1), on donnera ici une majoration du nombre des polyndmes de
degré n qui n'ont pas deux diviseurs distincts de méme degré. On établira le
théoréme suivant:

THEOREME. Soit h(n) le nombre de polynomes de degré n de F,[X] ne
possédant pas deux diviseurs distincts de méme degré. Alors, pour tout
as)1/log(3), I[ on a

h(ne O (q" [log (logn)(logn)~ 114]a(a))’

gla) = 1-—a+alog(a), -

les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de q et de a.



340 M. Car i@“

On déduit de ce théoréme que pour tout nombre réel & > 0, on a
h{mye O{q"(iogn)~>*"),

Avec

1(1*1+log(log3)
4

=- = () 3...,
b og 3 ) ,0010

les constantes impliquées par le O ne dépendant que de ¢ et de &,

1I. Motations et conventiens. Le mot polyndme désignera un polynéme
unitaire de F,[X]. L'ensemble des polyndmes sans facteur carré sera noté
#, Tensemble des polynémes de degré n de .4 sera noté .4, On notera ¥
I'ensemble des polynémes irréductibles. Le symbole

Y*, resp. Y et [T
signific que la somme porte sur des polynomes de .#, resp. que la somme ou
le produit portent sur des polynémes de .#£.

Soit H un polyndme. On note d°H le degré~de H, w(H) le¢ nombre de
facteurs irréductibles distincts de H et on pose

] = ¢*°*.

Si P est un polynéme irréductible divisant H, on dira que P est facteur
de H et le mot facteur ne sera utilisé que dans ce cas,
Si E est un ensemble fini de polyndmes, on pose
oy (B)= Y IH",
HeE
et on note *E le nombre d'éléments de E.

Une application f de .# dans Pensemble des nombres réels est dite
multiplicative si

J(AB) =[(A)f(B)

pour tout couple de polyndmes premiers entre eux,
Les constantes contenues dans les symboles 0,, <, resp, 0, <, ne

dépendent que de g et du paramétre ¢, resp. ne dépendent que de ¢ ou sont
absolues. :

1), Théorémes auxilliaires,
HL1. Le théoréme [T et ses comséquences.

Tueoreme I1. Soit, pour tout entier n 2 1, m, le nombre de polynémes
irréductibles unitaires de degré n. Alors, on a

(1L.1) ' nm, =3, 1( g™,
_ in
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dotl,
(111.2) q"~2g"? < nm, < g".

On trouvera une démonstration élémentaire de ce résultat dans [6]. On
en déduit la relation

1
(1IL3) ( ma)q" <nm, <q",

ainsi que les propositions suivantes.
ProposiTion 1I1.1. Soient des nombres réels y 2 x 2 1. Alors, on a
(IIL4) y/x < xs!'o[;sy(l +|P|7Y) < y/x.
Démonstration. Clest une conséquence de la proposition A.6 de [1].
ProrosiTion I11.2. Soient un entier n> 0, te]l/n, n—1/n[, et

~ 1+ 2cos(td°P) 2
(ILL5) T,= ¥ (L+ 2cos¢td°P))
1/r<d°P%n fPI
Soit
(IIL.6) K = 3+4/sin(1/2)+ 2fsin(1).
Alors, on a
Jlog(tn) sit< 1,
Jlogm+K sil<tsn—1,
mn T.< 2 ol X . |
_—— )+ sit>n—1.
3log(n)+ (nT 1)sint og (sin t)

Démonstration. On majore T, , & l'aide du théoréme I1 et on obtient
(T11.7) par des calculs élémentaires A partir des relations
Z cos(jt) _ * cos(jr) < 1

L5 = les@ein@d) | ¥ S G s

1if.2. Fonctions multiplicatives.

ProposimioN II13. Soit [ une fonction wmultiplicative définie sur # ’d
valeurs réelles positives vérifiant la condition suivante: 11 existe un nombre réel
B >0 tel que pour tout polyndme irréductible P on ait

(TIL8) , f(P) <B.
Alors, pour tout nombre réel x >0, on a
‘ ’ 1 f(P)
* ran<€na [T (1= ) (1+550).
) Zo ] ]l ( 1&)( T )
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Démonstration. Il suffit d'adapter 4 F,[X] la démonstration du
théoréme 1, [3], sur les fonctions scus-multiplicatives.

NL3. Le théoréme de Turdn.

Prorosrtion Iil4. Soit # un ensemble fini de polynémes irréductibles.
Pour tout polynoéme M, soit

fy =3y 1.
i

Soit d le plus grand des nombres d°P lorsque P décrit 2. Soit, pour y >0,
pour tout entier n =1, e,(y) le nombre de polyndmes H de degré n tels que
(L1110} lf (H)~e_( (D) = yo,(P). |
Alors, pour nz2d on a
- IL1T)

e, (0) < q"y (o ().

Démonstration. La proposition IIL4 est un corollaire d'un résultat

qui est l'analogue pour F,{X] du lemme 7, p. 279 de [4] et qui se démontre
de fagon similaire.

I[i4. Polynémes dont les factewrs sont soumis & des conditions de degré.
Prorosrrion II1.5. Soient un entier n, des nombres réels u et v tels que
Isu<v<net Bn u, v) lensemble des polynsmes Mc .#, tels que
ST AP =
Pl M
d°P<u

Alors, pour tout acg]0, 1[, on a

(I0.12) *Bn, u, v) <, g,
v

Démonstration. Comme les lemmes. 10 et 11 de [2].

Prorosirion IIL6. Soient un entier n > 0, un nombre réel y=zlet €,

Fensemble des polynomes Me .#, dont tous les Jacteurs sont de degré > y.
Alors, pour n> y, on a '

(I1L.13) 1 <€yg™" *%(n, y) <1,

Démonstration. Comme en arithmétique classiqgue (XNL.13) se
démontre par une méthode de crible. Pour celd, on ordonne .# par une
relation d’ordre compatible avec les degrés, procédé déja utilisé en [1]. Puis,
on procéde comme pour le théoréme 1, p. 201 de [4].

IV. Démonstration du théoréme. Soit ae]1/log(3), 1[. Soit un entier
n > exp(exp(3)). On pose
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(IV.1) ¢ = &{n) = {log(logn))” ",
(Iv.2) =1 =(1—2s(n)logn, m=m(n)=(1—c(n)logn, .
(Iv.3) A = A(n) = {log(log n)—log(log (log n)).
Soit un entier kell, m]. Pour tout polynéme M on pose
(IV.4) M= [I P
PiM
d9P <explh)

Prorosition IV.1. Soit ¥ = % (n, k) Pensemble des polynbmes Me . #,
tels quil existe un entier se[A, k] vérifiant

(Iv.5) o(My—-o(M;_,) <as.
Alors, on a

(IV.6) . *¥ <,q"exp(—Jg(a)),
ot

(Iv.7) : g(a) = 1—a+aloga).

Démonstration. Comme pour le lemme 4 de [5], en appliquant la
proposition 111.3 aux fonctions multiplicatives

Mp+a

s décrivant les entiers de [A, k].

w{ M)~ o(Myg . )
3

ProrosimionN 1V.2. Seit & = Z(n, k) Pensemble des polynémes M e .#,
tels que

(1v.8) (M) <(1-¢k.
Alors, on a
(IvV.9) * % < q"log? (log n)(log m)~ L.

Démonstration. On applique la proposition I11.4 4 I'ensemble # des
polyndmes irréductibles P tels que d°P <exp(k).

Si M e.#, on désigne par g(M) le nombre d’éléments de I'ensemble des
différences d°D—d°D’ lorsque D et D' sont des polynomes tels que DI
divise M et on pose pour tout nombre réel ¢
(AV.10) S(M,t)= Y exp(it(d°D—a°D)) = [T (1+2cos(td°P)).

DD'IM PIM

Prorostrion IV.3, Soit Me . #. Alors, on a

(IV.11) 32meJsWQ(2r) { S*(M, t)dr.
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Démonstration. On pose

S(M, 1) = f ay exp(kit).

k=— o

Avec (IV.10), on a

+ o0
M =M, )= Y a.

k=—cw

L'inégalité (IV.11) s'obtient alors & Taide de linégalité de Cauchy-
Schwarz et de la formule de Parseval

Soit 3¢ = #(n, k) 'ensemble des polyndmes de .#, n’appartenant pas a
la réunion U %, Pour te[—n, +n], on pose

(V.12) W) =¥k )= Y S(M, n3 "M,
’ Mes#

ProrosiTion IV.4, Si exp(A+-1-—-k) <|f| <1, on a
(IV13) T(t) @aqn(exp(k)ltl)—-alng(?!),
si 1 <t < t—exp(A—k), on a

(IV.14) Wt <, g (n—1)" 3 36k,

Démonstration. Pour des raisons de symétrie, on peut supposer

{1) exp{A+1—k) <t <€ n—exp(d—k).

On définit la fonction multiplicative f; en posant pour Me .#

) fi(M) = §¥(M,, )37 MP o0,
ou
(3) (M) = Z 1.
: PIM
P 1)

Les propositions IIL3 et IIL1 permettent d'écrire

@ .,%: S <qexp(~kexp3Z)expF Z,),
o
(5) L= Y SRR Y A,
: d°r<_m d&*P<tp
® Z,= Y S*PaA'<s Y (1+2cosdP) P

1/t 4P <expik) 1/t £d° P <exp(k)
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Avec le théoréme H et la proposition IIL2, on a, pour ¢ < 1,
3 S (My, 1300 < g,

Mext
et pour ¢ > 1,
T SHMe, 037" € g(m—n)
Mea
On achéve la démonstration comme pour le lemme 5 de [5].

ProrosiTiON IV.5. Soit 7 = 7 (n, k) l'ensemble des polynimes Me . #,
tels que

(1V.15) o(M,) < exp(k—24).
Alors, on a
(IV.16) *F <, q"exp(—Aigla).

Démonstration. On pose
(1) T =9+ T,
oll les polynémes compi€s dans 7, appartiennent & #. Comme pour le

lemme 5 de [5], on a

+n

(2) 2T, <exp(k—24) | ¥()dt.

Avec la proposition précédente et la majoration triviale
YO <qg,

on obtient
+n .
f Pdt <,q"exp(i—k),
et (IV.16) se déduit alors de (1), (2), et des propositions IV.1l et IV.2.
Soit 2 = 2(n, k) lensemble des polyndémes Q € .# dont les facteurs sont
de degré < exp(k) et qui vérifient les conditions suivantes:

(a) d°Q < explk+4),

(b) 0(Q) = exp(k—-24),

{c) si les polynémes D et D' sont tels que DD’ divise (, alors
a°D # d°D’.

Soit & = &(n, k), resp. % = %(n, k), l'ensemble des polynémes Me .4, tels
que M, vérifie (), resp. M,e 2(n, k).
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ProrosiTioN IV.6. On a
(V.17 *&~ *% <, q"exp(—ig(a)),

(Iv.18) *4 < g exp(—k)o_,(2).

Démonstration. Si M & est tel que M, ne vérifie pas (b}, Me 7, si
Me & est tel que M, ne vérifie pas (a), Me ﬁ(n, exp(k), exp(k+ )}, ensemble
défini a la proposition TIL5, et (IV.17) se déduit alors de (IV.16) et (LIL12).
Tout Me % sécrit comme produit M =0B o0 Qe ou B est premier i

H=H = || P
49 P <explk)

On a (IV.18) avec la proposition IIL.6.

S$i Me . #, on désigne par I (M) =I{n, k, M) Tensemble des couples
(P, O de peolyndémes irréductibles tels que

(d) exp(k+ 1) <d°P < 2explk+4),
(e) d°P < d°Q,
(] d°Q—d°Pe{d°D’'—d°D, DD'| M).

Soit # = #(n, k) 'ensemble des polynGmes Me %(n, k) ayant deux facteurs
P et Q tels que (P, Q)el(M)).

Prorosrmion IV.7. On a

Iv.19) *F e gexp(—k—4)o_, (2.
Démonstration. L'ensemble % contient les polynémes Me .4,
s'écrivant comme produit

. MszP]_PzB
od M,ed, (P, Py)el(M,), ol B est premier a
U=Ukm Hr P’

dOP <3explk+2)

et, pour ces polyndmes M, cette écriture est unique. La proposition IIL.6
nous donne {

(1) "F e gexp(—k—A) Y MITY ¥ [PITHQIT

Me2 (F,Q)el (M)
Soit Me 2. Soit Pe.# vérifiant (d). Soit J'=J(M, P) 'ensemble des entiers
d°P+[d°D~—d°D’| lorsque DD’ divise M, DD’ # 1. L'ensemble J contlcnt
(e(M)—1)2 €léments; de plus, si jeJ, on a

J<dP+a°M < 3explk+4),

icm
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et si Qe .7 est de degré j, le couple (P, Q) est dans I(M). On a donc avec
(I11.3)

PN D YT I W
(P.Q)er (M) jes jea

don, avec la condition (b),

2 2

(P.Q)el (M)

Q17 > exp(—34).

On conclut avec (1) et le théoréme IT.

Soit ¥"(n), resp. ¥™*(n), lensemble des polyndmes de degré n, resp.
Tensemble des polynémes de .#, n'ayani pas deux diviseurs distincts de
méme degreé.

ProposiTion IV.8. On g
(Iv.20) 9% (me 0,(g" [log (log n) (log n)~ /479,
(Iv.21) *¥ (n)e 0, (¢" [log (log n) (log n)~ 1#79@).
Démonstration. On a les inclusions
1 v*m) c En,m) = En, k) = &, I).

Soit Me%(n, k). Si j est un entier tel que exp(k+j =
M ¢ &(n, k+j). Posons

3exp(k+4),

@ : j=jm=[A+log(3)]+1.
Alors,
3) *F(n, k) < *&(n, K)—7E(n, k+]).

On suppose que tous les ensermbles .Q(n, k) sont non vides. Les propositions
IV.6 et IV.7 nous donneni Pexistence de constantes K, >0, K; >0 ne
dépendant que de g et de a telles que

*F(n k)= K exp(—4) *&(n, ky— K, 4" (n),
ol

) B(n) = exp(—u—g (@A),

‘d’oﬁ, avec (3),

#&(n, k+)) < *&(n, k) (1 — K, exp(—4))}+ K, "8 (n).
En itérant cette relation, on obtient avec (1)
Fyr(n) < *é(n, D(1— K, exp(—4)) +K,q"0(m) (1+(1— K, exp(—44)
| +...+(1——K1exp(-—4/1))’_1),

3 —~ Acla Arithmetica L4



348 M. Car

r=ri{n = [ﬁ;ﬁ]

On majore *&(n, ) par g" et, pour n assez grand, on a
ok n g Kz
P (n) <x kg | (1 Ky exp(—42)) +E"3XP("/IQ(G})
1
<, q"exp(~Ag(a)).
La majoration .
F¥* (n) <, q"exp(— g (a))

reste vraie si ['un des ensembles 2(n, k) est vide, On déduit la majoration de
*%7(n) de cette relation et de la relation

i ¥

0L 2jsn

g *n—2).

V. Remarques. La proposition précédente donne le théoréme annoncé.
La méthode utilisée au paragraphe IV peut conduire i une majoration de
#¥"(n) on Ia fonction

nlog(logn)
est remplacée par une fonction
ntLiny

tendant vers 4o avec n, moins vite que log(logn).

Le théoréme démontré ici admet un corollaire intéressant concernant les
partitions d’'un entier en entiers formant une suite pseudo-géométrique.
Avant d’énoncer ce corollaire, précisons quelques définitions.

DeriniTIon V.1, Une suite (n)1 < <4 d’entiers strictement positifs est dite
pseudo-geéométrique si I'égalité entre les sommes partielles

U]

. k
gjn.f = ‘Zl 5.ﬁ nf’ SJE{O: 1}1 516{05 1}3
f=1

j=1

na liew que si g; =4; pour toutj =1, ..., k.

DermNiTion V.2, Soit un entier n > 0. On désigne par P.G(:n) Pensemble
des suites finies (n,, ..., m,), strictement croissantes telles que

& R,
2 (71, ..., m) est pseudo-géométriqﬁa

On a alors le résultat suivant:

icm
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THEOREME. Pour tout nombre réel ae]l/log(3), 1[, on a

(ny % ... xm) "t €0, ([log(log n) (log my~ /+7e=),
(

i
(#1.0n)eP . G(n}

g{a) =1—a+alog(a).
En particulier,

lim { D (ny x ...

=+ oo

xm) N =0.

Démonstration. On utilise les notations du paragraphe IV. Soit

Hed,, P;,..., P, ses facteurs qui sont deux 4 deux distincts. Alors,
Hey™(n) si et sculement si la suite (d°Py, ..., d°P,) appartient 4 P.G(n),
d’ou

rm = X

k
(1) RGN

My X oo X Ty

Supposons g = 5. Avec (II12) on a

*quhww
oo -

ny

#11“* (n) >
k =]

g, np)eP .G0)
.., m sont distincts, d’oi

Si (ny, ..., ;)e P.G(n), les entiers m, .

k o
[T(-24""% > [T (1—24773).
i=1 =1

Notons b(g) ce dernier produit qui est strictement positif. On a alors
> (nyx ... xm)~ P <big) ™ g Y *(n).
'(nl,....n,f)EP.G(n)

La majoration annoncée se déduit de (IV.20).
A titre de comparaison, notons que lon a

lim (3

n—+ @

(nx X .. X”k)_l) = exp(—7),

O<ny <..<n
ngt.oactm=n

ol y désigne la constante d’Euler.
Ce résultat s’obtient facilement, Notons a, la somme & étudier.
Comnsidérons pour xe[0, 1[, la série génératrice

(1 f=1+Y ax"
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On a . .

@  f(¥) = ﬁ (1+x"/n).
n=1

Posons alors

(3) g(x) = (1—x)f(x)

ce qui s'écrit aussi

) g(x) =f{x) El exp(—x"/n).

On montre que le développement en série de Taylor a I'origine de g converge
normalement sur [0, 1[. Avec (2) et (4) on a

(%) g(l) = exp(~7}.

Les relations (1) et (3) donnent alors le résultat annoncé.
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Note on an index formula of elliptic units
in a ring class field II
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Hemva Havasmi (Kumamoto, Japan)

This short note is.a supplement to our previous note [1}
Let all of the notation and terminology be the same as in [1]. In [1]
we have proved the following:

Proposition 1 ([1], Prop. 1). Let ¢, and ¢, be any two classes in CI(K/Z)
and n the least positive rational integer such that n(l(cy)—1)(l{cs)—1)

= 0 (mod 24). Then
dx (€ ¢2) }" 24k
—_— s e B
{m (c)dxlel)] —°

Our proof for this proposition (in [1]) contains somewhat incomplete
parts. Indeed, in the arguments (in Steps 2 and 3 on pp. 208-209), some
tedious verifications have been omitted. In this short note we shall give
another simple and complete proof for the same proposition. .

Proof of Proposition 1. It suffices to consider only the case where
K = K. Moreover, since in the case where (D, 1=(—31),(-3,2,(-3,3),
(—4, 1} or (—4,2), the assertion is trivial, we may exclude these cases
throughout this proof.

Let C, and C, be any two classes in CI(K;/2) and let n be the least
positive integer such that n{{(C,)—1)({(Cy)~1) = 0 (mod 24). According to
the arguments in [1] (Step 1 and the first half of Step 2, pp. 206-207),
we have .

5f(c1C2) 2 24h
(1.1} | {Wéf(cl)éf(cz)} eEg."

and especially when none of three classes C7, C3 and C}C} is equal to the
unit class C, in CI(K/2),

(GG " paen
-2 ot <5



