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Nombres hautement composés

par

Jean-Louis Nicoras (Limoges)

A Paul Erdds
pour féter son 75éme anniversaire

1. Introduction. Dans un long mémoire paru en 1915, S. Ramanujan a
défini et étudié les nombres hautement composés, c’est-d-dire les nombres qui
ont strictement plus de diviseurs que les nombres qui les précédent (cf. [14],
n° 15). Appelons Q (X) la quantité de nombres hautement composés inférieurs
ou égaux 3 X. S. Ramanujan a en particulier démontré que

lim Q(X)/logX = +c
X+ w
mais n'a pas donné de majoration pour Q(X). Cest pourtant un sujet qui
Iintéressait puisque dans Particle écrit avec G. H. Hardy: Asymptotic formu-
lae for the distribution of integers of various types (cf. [14], n° 34), il étudie les
nombres de la forme:

2132 pk

o p, désigne le k®™ nombre premier, et a; > da, > ... 2 a; parmi les
nombres de cette forme figurent les nombres hautement composés.
En 1944, P. Erdds démontre (cf. [3]) qu'il existe ¢’ > 0 tel que

Q(X) = (log X)' ¢

pour X assez grand.
Un des outils essentiels dans sa démonstration, est le résultat de
Hoheisel:

LemMme 1. Soit m(x) = ) 1. 1! existe T <1 tel que

pEX

(x+x)—n(x) ~ x*/log x.

Nous désignerons par t un nombre réel < 1 pour lequel oa a, pour tout
x assez grand:

(1) - n(x+x)—n(x) > x*/log x.
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Daprés D. R. Heath-Brown et H. Iwaniec, on peut prendre pour © nimporte
guel nombre > 11/20 (cf. [5]).

En 1971, jai donné dans [9] la majoration:
Q(X) = O (log X)*".

Un autre outil essentiel introduit dans la démonstration de ce résultat était
les approximations diophantiennes du nombre

= log(3/2)/log 2 = 0.5849625 ...

A la suite des travaux de Baker sur les formes linéaires de logarithmes
de nombres algébriques, Feldman démontrait Pexistence d’une constante
telle que

(2 |aB—b| 3 |a™*

pour tous a et b entiers, a # 0.

On verra ci-dessous dans le lemme 2 des valeurs explicites de cette
constante x, obtenues plus récemment, et qui vont nous permettre de donner
une valeur précise de ¢”.

Les nombres hautement composés ont été généralisés 4 d’autres fone-
tions arithmétigues:

d,(n) = nombre de fagons de décomposer n en ¢ facteurs; ¢t = 2 corres-
pond aux nombres hautement composés de Ramanujan (cf. [137).

o(n) =somme des diviseurs de n, cf. [1], [12], [4], [16].

¢ (n) = fonction d’Euler, cf. [12], T6]. _

a(n) = nombres de groupes abéliens d’ordre n, cf. [11].

Une table des 5000 premiers nombres hautement composés de Ramanu-
jan a été obienue par G. Robin et H. te Riele et G. Robin a utilisé la
méthode des “bénéfices” décrite au § 4, pour calculer les nombres hautement
composés voisins d’'un nombre fixé€ (cf. [15]).

Dans [10], yai €tudié les nombres largement composés, c’est-a-dire les
nombres n tels que

mEn=d(ms<

d{n)
ou d(n) désigne le nombre de diviseurs de ». Ces nombres sont beaucoup
plus nombreux que les nombres hautement composés.

Jai trés souvent parlé avec Paul Erd&s au sujet des nombres hautement
composés, notamment pendant Ia rédaction de Particle [4]. Le théoréme 2 ci-
dessous et ses corollaires apportent une réponse a des questions qu’il m'avait
posées il y a guelques muois.

2. Résultats.

‘TugorEME 1. Soit G(X) le nombre de nombres hautement composés de

Ramanujan < X. On pose 8 = (log (3/2))/log 2. On définit t et % par (1) et {2)
On définit ¢(X) par:
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Q(X) = (log Xy,

c; =limsupe(X} e ¢, = liminfe(X).

() Onac, <l+g(y), oiy est défini par (19) et g par (14). La valeur de x
donnée par M. Waldschmidt (cf. lemme 2) donne ¢, <3.48. La valeur de x
annoncée par G. Rhin donne ¢ < 1.82.

(ii) On a ¢, < 144,

Remarque. 1l est démontré dans [9] que ¢, > (1—}-

= log30/log 16 = 1.227.

THEOREME 2. Soit 1} la suite des nombres largement composés, et soit n; la
suite des nombres hautement composés de Ramanujan. 11 existe des nombres
>0, 0, aa, a3, g tels que I'on ait, pour j assez grand:

1—7\log(15/8)
3 log2
= 1.136 et conjecturé que ¢, = ¢,

0] TS PR
H; exp{(lognj) !}
i) LSS W S,
1 exp ((log n;) %)
d(n 1
(i) ams o 1+

ain) ' " exp((log n)’

(tv)  sim<n<n. et dn) <d{n) alors:

d(n) <1 1

d(n) ﬂm.

CoroLLAIRE 1. Soit f{n) une fonction crvissante vérifiant

f(n)loglogn

(3 limsup Togn

< log 2.

On considére les nombres n qui sont (d-+ f) hautement composés, cest-a-dire
tels que

m<n = d{m+[(m <dn-+f ).

Alors Tensemble des nombres (d+ f) hautement composés est égal a 'ensemble
des nombres largement composés augmenté au plus dun ensemble fini.
De méme ensemble des nombres (d— f) hautement composés est égal

Pensemble des nombres hautement composés de Ramanujan d:mmue dau plus
un ensemble fini.
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COROLLAIRE 2. A un nombre fini dexceptions pres, les nombres n qui sont
tels gue

m<n=dm+dim+1) <dm+dn+1)
vérifient; n ou n+1 est largement composé.
Sauf peut-gtre un nombre fini, les nombres hautement composés de Rama-
nujan (n;) vérifient:
m < n; = dim—1)+d(m) < d(n;—1)+d(n).

3. Quelques lemmes. .
LemMe 2 (M. Waldschmidt}), Pour fout a,beN, a#0, on a:

lalog(3/2)—blog2 = Aa™"

avec x = 2*1log3 et A = exp(—x(1+loglog3)).
Démonstration. Si b > a, on a:
blog2—alog(3/2) = a/4 = Aa™*.

On peut donc supposer b < g, et Ton applique la proposition 3.8 de M.
Waldschmidt {cf. [20]), avec K=Q, n=2, a; =2, a; =3/2, B, =0, B, =
~b, By=a V=1V, =log3, W=loga, E=e, V;* =1, V;' =log3, q=2.
La constante énoncée dans la proposition 3.8 est 25°, mais dans la
démonstration, il est indiqué que Ton peut prendre:

o (2, q) — 241q8 = 249_

Remarque. G. Rhin vient d’annoncer qu'il pouvait démontrer le lemme
2 avec »x = 14, et une valeur de 4 non encore explicitée.

Lemme 3 (Théoréme des 3 distances de V. S6s et S. Swierczkowski). Soit
0¢0, m',m'eZ m <m", m=m"—m', {x} = partie fractionnaire de x. On
ordonne les nombres {1‘9}, m i< m" en une suite ordonnée ty <t, <... <ty
Alors les différences t;., —t; prennent au plus 3 valeurs. Soit u/v, les con-
vergents successifs de 0. On détermine j par: v; <m <uv;,,. On pose

m'—Uj_1
r= et v=ry;+y;_.
Uj )

Alors ces trois différences sont |[v; 8|l, l|v6|l, [|v6l|+||v; 0l], o2 ||x|| = min|x—nl|.
neZ
La démonstration de ce lemme se trouve dans [18] qui donne un

historique complet du sujet; cf. aussi [2].
LemMme 4. Soit 6,211, 0, +1}. On peut écrire le produit:

avec: logmax(4, B) < fylogy(1+o(1).
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Démonstration. On a évidemmeni la majoration

max (4, B) < (y+ 1.

k+1 4 Ye+1 72k ) y) T2+ 1 ——a
k 2k 2%k+1 b
ol max{a, b) < (2k+2)°.
En effet, si I'un des trois exposants ¢ est nul, c’est clair. Si gq, et 0454,
ont méme signe, il y a simplification par 2k+1; sinon 2k {2k +2) se met en

facteur dans le produit des deux derniers facteurs, et il y a simplification avec
le premier facteur.

Il s’ensuit que pour u = 1,

k+1\*  a,
u%kgtu—l( k ) —bu

avec max(a,, b,) < (4w, 11 suffit dappliquer la formule précédente pour
usk<2u—1 ‘ .
Enfin, soit ¢ entier défini par:

On observe que:

4‘£y<4‘+‘.

On considére les intervalles (u;, 4u;—1) avec w; = [y/4] pour j=1, ..., ¢ La
réunion de ces intervalles recouvre Iinfervalle (1, y), sauf au plus 4(t+1)
nombres. On a donc:

max{A4, By <( ] (4uj)2"f)(y+1)4(=+1)
1€j€t
et .
i
logmax(4, B) < Y, 2u;log(4y)+0 (logy)* < $ylogy(t+o(1).
j=1

Michel Langevin a observé que, lorsque y est pair, la quantité:

1335 y—-1y+1

22447 y y

2
vaut y:;l ( j;z) et est de la forme 4/2° avec A impair, et 4/y <2 < 4. On
,

en déduit que, dans ce cas,
log max (A, B) = y(log4)(1+0(1)}.

4, Etude des nombres de petit bénéfice. On dit que N est hautement
composé supérieur (h.c.s) 8'il existe ¢ > 0, tel que, pour tout M entier, on ait:

4) ' d(M)/M* < d (N)/NE.
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Rappelons les propriétés de ces nombres (cf. [14], p. 111 et [9]): Ftant
donné & O<e<l1, il existe un nombre hcs. associé 4 ¢ domt la
décomposition en facteurs premiers

N =[]
F)

N
4=

ol [x] désigne la partie entiére de x.
On attache 3 N = N, les nombres:

est donnée par:

X = 21,'.5 et X, = xlog(l + 1fklog 2 .

On a alors:
| al:k@xk+1</1€xk
et:
x ~logN.

Soit p < x < P les nombres premiers encadrant x. Le plus grand nombre
premier qui divise N est p, et le nombre hautement composé supérieur N’
suivant N vérifie N' < NP et d(N') < 2d(N).

N et ¢ étant fixés, on définit pour Me N le “bénéfice” de M:

(5) bénM = alogﬂ—;—logi(ég)).

Draprés (4) on a toujours bén M 2 0.
Soit g > ¢ On définit

1
® K'{g) = [m}

7 ||

log x
+ .
(loglogx —log log log x) log 2
On observe que:
® X < x X182  Jog x/log log x.

Soit maintenant M un nombre quelconque vérifiant:

d(N) < d(M) < 24(N)

et

©) bén M < x 2.

icm
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On écrit la décomposition en facteurs premiers de M :
M =T] 2™

On a d’abord, dés que N est assez grand:
lb,—a,] < 1.

En effet, la démonstration de la proposition 5 de [9] montre que si on avait
{b,—a;| = 2, cela entrainerait
i log 2)*
bén M = (ﬁmg—)ﬁ > xTe,
{log x)

On a ensuite:

‘ bh;+1
(10) bén M :);(a(b;—a;,)logi—log ai+1)

et Ton observe que, i cause du choix de a,, chacun des termes de la
sommation est = (.
En particulier si x; <

A< x_, et 81 by =a,+1, on a:
bén M = bén(AN) = elog {A/x;).
De méme, i X, <A< x, et si by=a;—1, on a:
bén M = bén(N/4) = elog (x/A)-
La condition (9) entraine dans le premier cas
A%, < exp(x~¢log x/log 2)
soit, pour x assez grand,
A—x
x,  log2

x flogx

et encore

2 -
X < x(log(l + 1/ik)flog)—e ].Og X,

(11) h=x S

Dans le deuxiéme cas on obtiendrait de méme:

(12) X—4 < 2 st ammen-e g x.

log?2

Supposons que k > k'(g), alors le denxiéme membre de (11) et (12) tend vers

0, et il ne peut donc n’y avoir qu'un seul nombre premier trés voisin de x;

dont T'exposant puisse varier. _ -
Supposons maintenant k < k'(g). Les relations (11) et (12) montrent que
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A~ Supposons quil y ait n nombres premiers Xp <Ay <y <.,
o <Ay S Xy tels que by == a; +1. On aurait alors:

bénM 2z ¥ elog(l/x)=s Y
i i=1

i=1

Ai—x & &
Z = i—1).
’?'n )“n i‘—"zl 2(1 I)

Comme A, ~ ¥, linégalité (9) entraine:
n< e txxe,

On pourrait obtenir une majoration un peu meilleure, en minorant Ai~x,
par (ilogi)/2, & Taide de linégalité de Brun-Titchmarsh (cf. [77):

m(x+y)—m(x) < 2yflogy

valable pour tout x > 0 et y > 1, mais nous n'en aurons pas besoin ici.
On raisonnerait de méme pour n nombres premiers A; compris entre
xk+1 et xk et teIS que b;'f = ali““‘l.

Pour 2 <k < k'{p), on définit:

Ve = 2\/xkx"?_logx > e xe.
On peut donc associer 4 M les paramdtres suivants:
Pour les nombres premiers A < x,.., b; avec |b;~a, < 1.
Pour les indices k, k' <k <k”, a,e{~1, 0, 1h
Pour ces valeurs de k, il y a au plus un nombre premier Aefx, —1, x,
+1] avec b; # a,. 8il n'y en a pas, on pose g, = 0. §'il y en a un tel que:

AZx, et by=a;+1, on pose o, = +1

il en a un tel que:

A<x et by=a;~1, on pose g, = —1.

Lorsque k = k", g, vaut soit 0, soit -+ 1.

Pour les indices &k, 1 <k <k’

t désigne le nombre de nombres
b)‘ =d,+ 1,

4 deésigne le nombre de nombres premiers Ae[x,, ,
bl =a;— 1.

Avec ces paraméires, on a-

dM) - b+l (k+1 G ke 1V
d(N) ;.g‘.,aﬁ‘lk%];[sk" k) Il (k ) -

1Skgk”

premiers Ae[x, x,-,] tels que

Xx] tels que

(13)

Prorostmion 1. Le nombre de valeurs possibles pour d(M) lorsque
d{N) < d(M) <2d(N) et bén M < x"¢ est < (log NF@+e): le (1) est unifor-
me pour 0= g9>0, et g est défini par: '
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i1l (log (pAp—1) Q)

(14) 90= 2.5\ Iog2

p=3

ou k' est défini par (6). Lorsque g = 8, g(o) = 0. ‘
Démonstration. Le nombre de valeurs possibles pour le premier
produit de (13) est

3"‘(J‘k") < 31:(logx) - x0(1) — (]Dg N)O(ll_

Le nombre de valeurs possibles pour le deuxiéme produit est inférieur
a 3 = (log NyYW, o o

Pour le troisiéme produit, on pose gy =~ et on écrit la
décomposition en facteurs premiers:

k+1\*
(5 - I
2Lk SR Z2Epsk+1

Appelons v,(k) Fexposant de la plus grande puissance de p divisant k. On a:

(15)

K

z vp(k)(.uk— 1= “k)+uk’ vp(kr+ 1)

k=2

)
t,= L wev (kD= sm () =

k=

.
=ty 1=yt T (B (e s — 1+ vy (K 1) =y (T+0(D))

k=2p

ol le petit o dépend de g,. En effet, on a:
lpa) < vy

Sk<K, wo=0(v_1)
" po]f;r:qt;ﬁ(;]f ies kautre(s kpalr)amétres ont été choisis dans (13), le choix de
a, est imposé par la condition d(N) < d(M) < 2d(N). Pour chaque o, on a
donc au plus 2v,_; choix, et l'on a:

K1

H (2%” )= yF@ tell)
p=3 :
PROPOSITION 2. Soit M et M’ deux nombres vérifiant

d(N) < d(M) < d(M) < 24(N),

o<, bénM<x™® e bénM<<xC
Alors, lorsque N est assez grand, on a:
4(M) > 14 exp(—x®-2 o),
d(M’)
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Démonstration. Observons d’abord que dans la formule
Iy = {3 —py ne peut pas étre trop grand. En effet:

(13)

d(M
log ( )=,ullog2+R

d(N)
avec:
bi+1 k+ k+1
R = log2—+ o log——+ log "t
Aszx:k.. a;+1 k'<§‘€k” KO8T Kksk,ﬂk g,

et
IR < (i) +k'+ ¥ w)log2 = v,(log2)(1+o(L)

2=ksk

et comme 1 <d(M)/d(N) <2, cela entraine
] < "’2(1+0(1))-

Ensuite, on écrit d(M)/d(M") = A/B, o A et B sont entiers, et 'on a:
BLA<(@+2™ ] (412 ] (kt1)7¥2>20om,

K <kgk 25k <k

(16)

Draprés la définition de a,, on a:

(17) gy < — - Jogx
slog2 ~ (log2)?

et Fon en déduit que:
log 4 < 2v, (log 6){1+0(1)) < x(#-ei2+o1).
ProPOSITION 3. Soit M et M’ deux nombres vérifiant M’ < M,
d(N) <d(M) <24(N), d(N)< d(M) < 2d(N),

_ bénM < x7°,  bén M’ <x7e,

Alors on a:
M/M' 2 1+exp(~(log N)* Tetoly,
ont on comman o nomoemn o B, les deux e e
M/M' = A/B

avec
1 K’

PEXpee R <k<he <k<

0% & = max [ (M) + g (M), g (M)+ 11, (M)].

Nombres hautement composés 405
En utilisant p < v, on obtient comme dans la proposition 2:

log 4 < 2v, log(2x) (1 +o(1)).
ProposITION 4. Soit N un nombre hautement composé supérieur assez
grand, n le nombre hautement composé suivant N, on a, pour N assez grand.
n. 4 1
N = (iog N}0'9618 .

Démonstration. On choisit g =0.96. Si 'on a bénnz x¢ cela

entraine:
() >x ¢

n
log— = x72+1
aogN x +0gd(N)

et dont
n/N = T4 xmetol) — 1+ (log N)—g+a{1)'

Sj Ton a bénn< x7¢ par (6) on a k¥ =1 et la formule (13) donne:

d(n) _ il b +1 (k+1)""2,.1
2 . .

d(N) gt 2cisur

D'aprés le lemme 4, le deuxi®éme produit s’écrit A"/B” avec
log(max(A”, B")) < $k” log k" (1+0(1)) < 0.9618 log x.

Le premier produit s’écrit A'/B’ avec:

log max{A’, B) < n(x.)log(a;+2) = o(log x)

en utilisant (8) et (17).
Ensuite g, ne peut pas &tre trop grand. En effet, on a:

din) =, log2+R<log?2

0 <10gd(N)
avec
i, k+1 1 k41
Rl < | + log—— < —+log—7z—
| | J.Szka Ogai—l-l 2EkEk g k .lszxk as 2

<(1 +o(1))19§1%—]§)gcﬂn(xku)+logk” < logk” +e(1).

Cela entraine:
ol <2 r0w @ 2= 00 = ollopx
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On obtient finalement:
d A _AA"
d{Ny B FB B
ce qui entraine:
log (max (4, B)) < 0.9618 (log x)

et

B+1 1

A> >4+
i = +x0.9618'

B B

Cette proposition améliore le lemme 1 de [10] en ce sens quelle est
valable pour tout N h.cs. Mais Pexposant 0.9618 est moins bon. 11 pourrait
étre diminué par une meilleure estimation des produits [](k+ 1/k)™*.

5. Démonstration du théoréme 1. Nous utilisons le résultat du théoréme
1 de [9]: Si M est hautement composé, si N est le nombre hautement
composé supérieur précédant M, et associé a g si x = 2%, alors:

(18}
avec

(19)

bén M = 0(x™)

v= A(l—2)x+1).

- Comme il y a au plus O(log X/loglog X) nombres h.c.s. < X, la proposition 1
nous donmnent: '

0{X) < (log X)t Hatitelt)
B. Rosser et L. Schoenfeld donne (cf. [17]):

(oi C =0577... est la constante d’Euler) et

n(x) = xflogx (x> 17).

1l s’ensuit que

x

logi— < CH+loglogx+
=3 P—l

et que, pour ¢ < 0.08, on a

Tog?x —log2

1
=1
elog2 7

icm
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et

g(o)

<loglog(k’+l)+(1/log2(k’+1))—0.1159_Q( K+1
= log4 2og(k'+1) /)

Avec le résultat de M. Waldschmidt, » = 2*?log3, (19), (6) et (20)
donnent: '

y=4.256-10"1¢, k' =3.3896" 10%3,  gly) < 248.
Avec le résultat de G. Rhin, x = 14, (19) et (6) donnent:
y=0.0175, Kk =381

et un calcul direct donne
g(y) < 0.82.

Ceci démontre (i). Démontrons maintenant (ii). Il nous faut mo@iﬁer
pour cela la démonstration du théordme 1 de [9]: Avec Ies memes notations,
on définit M, pour —H<h< H. On a:

o M

d(N)
Soit (ufvy) le ™ convergent de 6. On chosit H = ;. Par lc lemme des 3
distances, deux valeurs consécutives &, et d, vérifieront:

L5yl <ty O < =
g2t M v, H

lo i

A condition de choisir H < x5 = x¥, on aura, si M est hautement compose:

Hlog2 1

bén M = X1 9ogx  Hlog2

(21)

Pour chaque valeur de j, on pose:
W= wy = (v)¥CEA"D,

'3 A
On choisit 4, =1.3; 4, =0353; X = exp(w™); X =exp(w); X" =exp(w™?).
On a: :

0(X) = 0(X)—0(X)+0(X)—Q(X")+Q2(X").
Draprés (i) on a |
0(X") < (log Xy < (log X)

Soit N un nombre h.cs. entre X et X', ¢ associé & N et x = 21t On a x
~log N et donc

0.41cyto(l}

11 +o(1)

w1+o(1) ‘S x é w
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Comme H = v; = (w)** ™2 on a:

xﬂ(1~t)/2+a(1) < H < xﬂ{l—r)/(2A1}+n{1)
et la formule (21} donne
8(1-1)

Ql = 22‘1 +O(1)'

bénM < x ¥ avec

Comme il y a au plus log X nombres h.cs. entre X’ et X, la proposition
1 nous dit que:

Q(X)-Q(X) <

Soit N un nombre h.cs. entre X” et X'; par un raisonnement similaire,
en tenant compte de la décroissance de la fonction g, on obtient

Q(X’)"‘Q (Xu) \<\ (log Xt)l +g(aa)To(l) _ (log‘X)(l +g(92))/11 +a(1}
( 7)

(log X)l +aley)+oil)

avec gz = (2—1/43) = 0.0148.

On a ﬁnalement.

¢, < max{041c,, 1+g(eq), (L+g(e))fhy) < 1.44.

Le raisonnement précédent n’a pas éé optimisé complétement. La limite

de la méthode est:
g(1 -
c;=1+g( ( : T))=1.37.

6. Diémonstration du théoréme 2. (i) Comme il a été remarqué dans [10],
si N est le nombre hcs. immeédiatement avant #nj, on a

bénn; €x77.

51 N’ est le nombre hcs. suivant N (on sait que d(N} <2d({N)) si
nj., <N’ on a également bénnj,, <x77 et la proposition 3 permet de
conclure. Si 'on a n; < N' = nj,,, la méme démonstration de la proposition 3
monire que N'/m ne peut pas €tre trop petit. On peut finalement prendre

o < 1—y.

(i) La démonstration de (i) marche aussi et domne le résultat pour
3 < 1—y. On peut faire un peu mieux en observant que dans un nombre
hautement compose, la suite des exposants des nombres premiers successifs

est décroissante. Avec les notations du paragraphe 4, on a donc toujours
i (n) i (n) = 0, et done

[+ ] = Lo~ 4] = g

icn
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EII; ‘faiiant dans la démonstration de la proposition 3 M = n, M =n;,,,0n
obtien

& | () 4Lty (154

et par (16}, on voit que Fom peut choisir n'importe quel o, vérifiant
2y < (6—7)2 .
(i) Cela résulte de (18) et de la proposition 2. On peut choisir
ay < (0—7)/2.
(iv) Soit n; <n <4y, On sait (cf. [3] et [9]) que
Ny <1 1
n {logn)Dl

Avec la définition du bénéfice (5), on a;

d(n) Hjvq
Ogelog—=1lo < glog-
g ", gd( ) g ",

Supposons d'abord que bénn

g
~ (logny®*

2 x"% avec 0 < g <7y. La relation précédente

.donne, puisque bénn; < x77 et que y <O.1:

log (d(n)fd (n)) < —x~*2.

Ce qui entraine le résultat pour tout «, < 1. Supposons maintenant que
bénn < x7¢ alors la proposition 3 nous donne le résultat pour tout
g < 1=p, c'est-A-dire pour tout oy < 1—7.

7. Démonstration du corollaire 1, Observons d'abord que, pour n;
hautement composé, on a:

d(i’t) > 2(103( 1loglag (n /(1 +0(1)) .

En effet, Ramanujan a démontré une telle formule pour fes nombres h.c.s. (cf.
[14], p. 118), et si N et N’ sont les deux nombres h.cs. encadrant n;, on a:
d(n) =z d(N) = 3d(N} = 2

Ensuite, .on a de fagon évidente:
n largement composé = n est {d-+f) he.

(logN'floglog N'} (L +0(1)) (lngnj,lloglegnj)(l +a(l})

=2

Il suffit de montrer que si n nest pas largement composé, ny <h <My,
alors

d(n)+ f(n) < d(ny).
Or d’aprés (iv) du théoréme 2,
d(n)
Ld(n)————"
d(m) < l(nj) oxp ({08 ™)

et la condition (3) et Iéquivalence n; ~ny, achdvent la démonstration.
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De fagon évidente, on a:
n he. = nest (d—Jf) he.

1 suffit de montrer que la fonction (d~ f) est croissante sur les nombres hc,
ce qui se fait en utilisant le théoréme 2, (ii).

8. Démonstration du corollaire 2. Soit N un nombre hautement composé
supérieur associ€ a ¢, et x = 2'/2. Chaque nombre premier p < x ne divise pas
soit n soit n+1. Donc la formule (10) donne:

bénn+bén(n+1) = ¥} —ea,logp+logla,+1)

p<x
= Y —clogp+log2 =} elog(x/p)

psx pix
et donc:
(22) bénn+bén(n+1) 2 ((log2) x)/log? x.
Nous remarquons ensuite que par (5)

lo gd((N)) —alog%mbénn.
Si, N< n<N ol N et N’ sont deux nombres h.cs. consécutifs, N'/N < x et |
(23) log dm < —bénn+(1+o(1))log2.
| gam)

Supposons que ni 1 ni (n+1) ne sont largement composés. Soit n; le
nombre h.c. précédant n et N le nombre h.cs. précédant n;. Ou bien on a:

bénnz=3log2 e bén(nt+1)=3log2

et alors (23) montre que d(n) <$d(N), d(n+1) <1d(N) et donc
d(m+d(n+ 1) < d(N)+d(N+1).

Ou bien I'un des deux nombres n ou (n+1), par exemple n, vérifie
bénn <3log2, et Pon a par (23) et (22):

Ig2
m

bén(n +1)> 1+0(1)),

d(ﬂ+ 1) < d(N’) 2(—x_llag x)(i-l-o(l)).
En appliquant (iv) du théoréme 2, on a:

d(m)

dn) < d(m)—— K
exp(logn,)

<d(n)-

icm
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et comme d(N) < d(m) et que x ~logN ~logn, on a

dm)+d(n+1) <d(n) <d(m)+d(m+1).
On démontrerait de méme que si n+1 est hautement composé, alors pour
tout m <n, on a:
dimy+d(m+1) <d(n+1)
en utilisant (i) du théoréme 2,

9. Quelques problems ouverts. Les résultats précédents sont basés sur les
approximations diophantiennes de

0— log(3/2) _ log (d(p*)/d(p)
log 2 logd{p)

Que se passe-t-il si on remplace la fonction d par une fonction multiplicative
d, telle que & (p") dépende seulement de « et soit voisin de a4 1 mais tel que

log (8(p*)/ (p))
log 6(p)

soit un nombre de Liouville? Peut-on construire une telle fonction avec une
quantité de nombres d-h.c. qui dépasse toute puissance de logx? (cf. [19]).

Il n'y a pas non plus de bonne majoration pour le nombre de nombres
hautement abondants, superabondants (cf. [4]) ot pour }es ‘sparsely totient
numbers” inférieurs 4 X (cf. [6]).

Peut-on améliorer le théoréme 2 et montrer qu’il existe § tel que:

d(ny 1) <14 1 9
d(n;) (log n)*
Par contre je conjecture que

Pist <1+ 1 ’
1 (logn)
est faux, pour tout g > 0, et ceci malgré la proposmon 4 qui ne marche que
parce que N est hcs.
Enfin, existe-t-il une infinité de nombres n non largement composés et
vérifiant m < n = md (m) < nd(n)?

J ZJo

A jouté a la lecture des épreuves:
G. Rhin vient d’obtenir dans le lemme 2 la valeur de x = 7.616 (Approxlmants de Padé
el mesure d’irveationalité, Sém. Th. Nombres, Paris 1985-86, 4 paraitre chez Birkhatiser, Progress

" in Mathematics). Cela donne, dans le théoréme 1, ¢, < 1.7L

1 1
C. J. Mozzochi vient dobtenir dans (1) la valeur de < =384 = (0.547396 (On the

difference between consecutive primes, J. Number Theory 24 (1986), p. 181-1387).
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1
2]

(3]
4]

£53
{6l
M
(8]
[9]

(1]

{113
[12]
[13]
[14]
[1s]
[16]
[17]
{183
[19]

{20]

J-L. Nicolas
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Simultaneous diophantine approximation and IP-sets
by

H. FursTENBERG and B. Wriss (Jerusalem)

Introduction. Weyl's theorem on equidistribution, which superseded
earlier results by Hardy and Littlewood, implies that for any real pelynomial
p(t), and ¢ >0, the diophantine inequality

lp(x)—p(0)—y| <&, x#£0,

has a solution ([9]). A multidimensional version ([7]) tells us that we can
solve

—p; () —p;O)—yil <&, j=1,2,.,J, x# 0

simultaneously for any finite set of real polynomials {p;(x)}.
In terms of the exponentials

@;(n) = exp(2mip;(n))
the foregoing states that the functions ¢; on the integers return simultaneous-
ly arbitrarily close to their values at 0.

We shall present a general principle here according to which certain
functions on Z “recur”, and the recurrence takes place along specified sets
of integers, the IP-sets which we shall presently define. Because of the
information on the sets of recurrence, it will follow that the functions in
this class recur simultaneously. Each combination of such functions presents
us with a result on diophantine approximation. Our principal result will be
that if py(fy), Pa(tas t2)s --os Piltys By --o, 1)) are arbitrary real polynomials
vanishing for ¢ = 0, then for any & >0, the system of inequalities

p1(xg)—xa < &
0 byl

|pi(xy, X25 e s X)—Xe3} < &

has a solution in non-zerg integers.
IP-sets are closely tied up with the notion of recurrence in topological
dynamics. For the background in this we refer the reader to [2], [3] and [4].



