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Sommes de divisenrs
et structure multiplicative des entiers

par
J-M. DesnouiLrers et F. Dress (Talence)

A Paul Erdos
en hommage cordial er respectueux

1. Contexte général et énoncé du théoréme principal. La résolution du
probléme de Waring pour les bicarrés, effectuée en collaboration par R.
Balasubramanian et les deux auteurs de ce travail, et présentée en {17, repose
sur deux résultats.

Un résultat asymptotique: tout entier supérieur a 10°¢” est somme de
dix-neuf puissances quatriémes.

Un résultat “fini”: tout entier inférieur & 1037 est somme de dix-neuf
puissances quatriémes,

Le résultat asymptotique sarticule lui-méme en quatre parties,
présentées en [2], dont le présent article comstitue la guatriéme.

La mise en oeuvre, dans la méthode du cercle, de T'inégalité de Hua
améliorée conduit a introduire une somme du type

Z ds (hl hy Py (hy, hs, _V))
hyshay

oU d; (1) est le nombre de maniéres d'écrire I'entier » comme produit de 3
entiers positifs, P, est un polyndme de degré 2, et hy, h;, v, parcourent des
intervalles de méme taille. L'objet du présent article est de majorer cette
somme de fonctions de diviseurs. En raison de ses aspects extrémement
calculatoires, nons commencerons par présenter lordonnancement de sa
démonstration.

I.a premiére étape consiste & séparer les variables; pour cela, on peut
utiliser la sous-multiplicativité de la fonction ds

d3 (abe) < d3(a)dy (b)d;(c)

mais cela introduit une perte assez importante lorsque g, b ¢t ¢ ne sont pas
premiers entre eux deux a deux. A titre d’exemple, on notera que l'on a

d5 (16abe) < 5ds (da)ds (2b) dy (2c).
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Ce type damélioration 4 la sous-multiplicativité de dy est développé
dans le second paragraphe. La considération des seuls facteurs premiers 2 et
3 a constitué le meilleur compromis entre la qualité des constantes et la
complhcation des calculs.

Les variables étant séparées, le probléme se raméne a la majoration des
SOMMmes

Yoodythy et ) ds(Qa(0)

=vr(mod &) ¥

ot 0, est un polynome quadratique irréductible. La premitre somme est
évaluée dans le troisiéme paragraphe.

Plus intéressante est la scconde somme. I a €€ montré en 1952 par
P. Erdds [5] que Ton &

Z dy (Qz(}")) <YlogY

y&Y
mais nous ne voyons pas comment obtenir une constante raisonnable dans
cette majoration, On peut également essayer d'utiliser le travail [3] de van
der Corpnt, qui avait démontré en 1939 la majoration

Y da(Q2(y)) € Y(log Y)*

y£Y

pour un k convenable; cette fois-ci, le probléme est non seulement d'obtenir
une bonne constante, mais aussi un bon exposant, ce qui semble exclu par la
méthode de van der Corput. Cest pour ces différentes raisens que le premier
auteur [4] avait eu recours a Iinégalité de Cauchy-Schwarz pour séparer les
variables.

La méthode que nous développons dans le quatriéme paragraphe a
bénéficié des suggestions de H. L. Montgomery et de G. Tenenbaum, que
nous tenons i remercier ici. Elle part d’'une nouvelle démonstration du
théoréme de van der Corput, donnée par D. Wolke en 1972 [9] basée sur
des majorations du type

' d () L0y A3

dln
RS

pour z > 0 et pour un exposant k = k(x) convenable. Dans le paragraphe 4,
nous montrons comment €tablir des majorations du type

2 g
din

d%yn

f(n} <C

pour une fonction muitiplicative f & valeurs positives. Puis, pour le cas de la
fonction d; qui nous intéresse, une fonction efficace g et une constante
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effective C sont déterminéses (proposition 4.2). Mentionnons ici qu'a la suite
de notre travail, B. Landreau a étudié les inégalités plus générales du type

S <C ) gld)
i

ainsi que leur application A4 une démonstration encore plus simpie du
théordme de van der Corput.
En utilisant la proposition 4.2, on raméne alors la majoration de la

somme y d3(Q2(3)) & celle des sommes Y > g(8): une interversion de
yEY v€Y 30,00
) <Y

sommations raméne notre majoration 4 celle de

Ye@ Y 1
AKAY ¥<Y
Qa0y 7 O imed )

soit. finalement, a la majoration du nombre de solutions de congruences
quadratigues. Ce travail, routinier mais délicat, est mené i bien dans le
cinquiéme paragraphe.

Le probléme est alors réduit 4 la sommation de fonctions multiplicati-
ves; dans le sixidme paragraphe, on achéve la démonstration du résultat
principal de cette étude, qui est la proposition 3.2 de {2].

THeEorEME {proposition 3.2 de [2]). Scient P un entier, ¢ =0 ou 1, et
H,(P) la somme '

2 Y ds(|hy B (3QRy+e+hy+hy)?+RE+R3)),
hyhay
étendue aux triplers (hy, hy, y) tels que
My #0,
|l +1ha) < P,
2P < 2y+e < 4P,
2P < 2y+e+h+hy <4P.
Pour P = 10°% on a la majoration
H,(P) < C, P*(log P)* (loglog P)*,
avec Cy = 0,01734, er C, = 0,818-107°.

Remarque. Ce résultat étant ultimement destiné & étudier le nombre
de représentations d’'un entier N en sommes de puissances quatriémes,
signalons que le paramétre P sera de l'ordre de grandeur de N'/%, et que la
présence de ¢ est liée 4 des questions de parité des puissances quatriémes. -
Enfin, le choix de 10%° ne résulte d’aucun impératif “local” et correspond
seulemént 4 une cohérence globale dans la démonstration de g(4) = 19.
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2. Réduction préliminaire. En  utilisant  linégalité  triviale
dy{abc) < dy(a)dy (b) d3(c) on peut écrire

H,(P)<2Y d5 (D)) ds (1ha) 3 ds (3(2y +e+ by +ho)* + hi + i)

hy hy ¥y
et Pon s’apergoit alors que Ion peut améliorer motablement la constante
numérique des majorations de Y. ds(3(2y+&-+hy +hy)?+hi+h3) en “locali-

sant” h, et h, dans des progre;sions modulo M = 2*3%, Bien entendu, la
complication des calculs angmente trés vite avec la taille de M cependant
que Pamélioration progresse peu. Le choix M =6 offre un compromis
efficace.

ProposiTion 2.1, Pour r; et r, deux restes modulo 6, on désigne par
M. (ry, rz) un majorant, pour hy hz # 0, [h|+1hyl € P, et by = r(mod 6), de la
somme

Y ds (3(2y+e+ hy +h)* + b+ h3).

2P <2y +E<4P
2P<Zytithythy<4P

On a alors la majoration

(2.1) H (<8 Z Velr1s 12) Z (ky)dy (ko) M, (ry, ra),

rqmod6 0<k;sP
ramod 6 U<R1 +k2$l’
ki =r;(mad 6}

ou les coefficients 7,(ry. ;) sont donnés par les tableaux suivants

Yolry, ra)
. 21 o lous|20ud| 3
0 25/243 s/9 | 5/18 | 50243
1ous 519 I 5/9 1
20u4 5/18 5/9: 5/18 5/9
3 | 507243 1 5/9 10/27
Fulry, 72) ‘
5 1 0 l1ows|2oud| 3
o | 2081 1 3 1027
tews | 1 | 1 | L 1
2 ou 4 213 r 23 1
3 10427 1 1o 10727
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Un lemme préliminaire a cette démonstration, améliorant I'inégalité
dy(abc) < ds(a}ds (b)ds(c), est nécessaire,

LemMme 2.2. Soient A, B deux entiers positifs et a, b deux diviseurs
respectifs de A et B; on a
dy{a)d; (b) _ds(A4)ds(B)
d (ab) d3{AB)
Démonstration. Par la multiplicativité de la fonction dj, il suffit de
démontrer que pour p premier, us U et o<V on a
dy (P d5 (p°) _ ds(p")d5 (0")
ds (p"™7) ds (p"*Y)

=

ce qui équivaut a
(u+Du+2) o+ 1)+ 2)

< (W+INU+21V+D{¥F+2)
{u+v+D{ut+v+2)

STV DUV

cette derniére relation provient du fait que, pour y = 0 et x = 0, la fonction

(x+1D(x+2)
(x+y+D{x+y+2)

est croissante (séparément en x et y).

fi=

Remarque. Bien entendu, ce résultat se généralise sans difficulté 4 une
vaste classe de fonctions multiplicatives. En outre, une induction immédiate
permet de Tétendre & un nombre quelconque d’entiers; ainsi dans le cas de
trois entiers A, B, C et leurs diviseurs a4, b, ¢, on a:

ds(a)dy(h)ds(c)  ds(a)ds(b) dy{ab)ds(c)
dy(abc)  ds(ab) ds (abc)
() ds(B) d3(AB)ds(C) _ dy(4)d3(B)d; (€)
T d5(AB) d3{ABC) di(ABC)

Pour la commeodité de la référence, nous donnons le statut de corollaire
au résultat suivant ol les factenrs relatifs aux nombres premiers 2 et 3
ont été isolés:

COROLLAIRE AU LEMME 2.2. On pose

4 (x+y+z+1)(x+y+z+2)
(x+1Dy+DE+D{x+ 2)(y+2)(z+2)'

Soient™A,, A, et A, trois entiers positifs; on suppose que 2%3"1A; (pour
i=1,2,3). On a linégalité

d3 (A1 Az A3) < C(“-p Us, tz)c(vy,39;, v3) da(A,)d3(A2)ds (Aa]

c(x, y, 2} =

T o Ardo Arv'dlieeatToe ADFA
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Démonstration de la proposition 2.1. On découpe la somme
H,(P) selon r, et r, modulo 6, et on utilise le corollaire du lemme 2.2 pour
ecrire

ds ([ By (3 (2y+ e+ By + ha)* + b3 +H3)))

<1, (r1, 723 D%y, 723 3 ds () da (ol dy (32 +e+ by ho)* + hi + h3)
ot 7,(...; 2) et y,(...; 3) correspondent aux facteurs primaires relatifs 4 p = 2
et p=73. Les tableaux ci-dessous, qui donnent les valeurs de ces coefficients,

ont €té constitués en remarquant les implications sutvantes (notations
a=|hy), b=lhyl, ¢ =3Qy+e+h +hy+hi+h):

p=2,¢=0

— r,etr;=00u 2 ou 4 = 2a, 2b, 4c, et e(l, 1, 2) = 5/18;
—~pr,=0ouloudetr,=1ouldous = 2a, dc et ¢(1, 0, 2) = 5/9;
— de méme pour r; =1 ou 3 ou Set r,=0ou 2 ou 4;

p=2,8=1
— ryetr,=0o0u2ou4 = 2a,2b, et c(1, 1, 0} =2/3;

p=3,e¢6=00ul
— r et ;=0 ou 3 = 3a, 3b, 3|c et ¢l 1, 1) = 10/27.

Yolrisrzs 2

"z 0 lous|2o0ud 3

r )
0 sas |osp | osus | sp
lous | 3p 1 sp |1

20u4 | 518 579 5/18 5/9

3 5/9 1 5/9 1
yi{ris ras2)
E3 1ous]|2ou4 3
ry _

0. 23 1 23 1
1oul _ 1 1 1 1

2 on 4 2/3 1 7 | 1

3 1 1 L 1
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Yelris 333} (=0 ou I indilféremment}

N E I lous|2oud4 3
0 10/27 1 1 10/27
lous i 1 1 1
2 ou 4 1 1 1 1
3 10/27 1 1 10/27

On constate que les produits v,{r,, ro; 2) 7,(r, 3 3) sont égaux aux
coefficients v,{r;, ry) donnés dans P'énoncé de la proposition 2.1 et Fon
a donc

H,(P)<2 E PelFis Fa) Y ds([hy}ds (Jho)) M, (ry, 7).

¥ymod & hiha #0
ramod 6 Jhgl+ bl =P
k; =r;{mod 6)

Pour obtenir la formule (2.1), il reste 4 remarquer que linvariance des
coefficients y,(r,, ) par ry+>—#; et ro> —r,(mod ) permet de Templacer
chaque sormme

Z ds(h))ds{hy) par 4 Z dy(ki}da(ky).
hyhy 20 0<k;<P
|h1|+ih2|$}] 0<k1‘+k2-€}’
h; =rp(mod 6) kj =r;{mod 6)

La majoration de H,(P) est ainsi ramenée 2 des majorations des sommes

Y dy(k) et & des estimations des majorants M, (r;, r3).

0<kxP
k =r({mad 6)

3. Sommation des fonctions d, et d; dans des progressions arithmétignes

3a. Sommation de 4,. On utilisera la fonction i qui vaut 1 pour tout
entier positif avec la convention traditionnelle: i(x) =0 si xe R—N*.
On rappelle I'estimation classique, valable pour tout X > 1:

T
< —

.
- log X —7 .
L S-logX =i <%

ngX

3.1)

On introduit maintenant les fonctions multiplicatives x, et 7,, ou r
parcourt Pensemble {0, 1, ..., 5} des restes modulo 6:

1 si{n, 6)r,
0 sinon,

Lw={

t,.{n) =(n, 6)%,.
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On donne ci-dessous le tableau des valeurs des fonctions t,:

n (mod 6) 0 I 2 3 4 5
To 6 1 2 3 2 1

Ty, ts 0 1 0 0 0 1
Ty, Ta 0 i 2 0 2 1
T3 0 1 i} 3 0 1

On jntroduit enfin les fonctions sommatoires

TN =Y om e 400= Y o

ns X ns X

LeMME 3.1. On a les formules et, pour tout X =1, les estimations
suivantes.

To(n) = i(n)+i(n/2)+2i(n/3)+2i(n/6),

T, (n), 15 () = i(n)—i(nf2)—i(n/3)+i(n/6),
32
¢ 1, (n), Ta () = i(W) +i(n/2)—i(n/3)—i(n/6),

T5(n) = i(n) —i{n/2)+ 2i(n/3) - 2i(n/6);
[ ILX-EX-3) <3,

I (X0)—3X] <23,
IL(X)-X <1,
| T3 (X)—$X] < 3/2,
1’11(X)...(commc pour T,}...,

(3.3)

L T5(X)...(comme pour Tj)...;

lto(X)—(Slog X +3y—2log2—log3) < 7/2X,
1 16,00 -G log X +3y+1log 2+1log 3)| < 73X,
ot It (X)—(log X +y—}log 2+3 log 3)| < 7/3X,

_ Its (X)—Glog X +Ep+§ log 2— 1 log 3)] < 72X,

[t4(X)...{comme pour t,)...

{ [ts(X)...(comme pour t,)...

La démonsiration des formules (3.2) peut se faire par une simple
vérification finie. '

icm
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Bien entendu, les fonctions y, et 1, pourraient étre définies de fagon
générale pour un module quelcongue, et les formules (3.2) écrites également
de facon générale. Compte tenu de la finalité strictement utilitaire du lemme
3.1, cette généralité a paru tout a fait inutile.

La fonction t, étant périodique, les formules (3.3) se contrélent sur un
intervalle de longueur 6.

Enfin, si l'on considére une formule 7,01) =Y a,i(n/k), on en déduit
immeédiatement X

¢
£ (X) :z%r(?),

k

en notant f(X) la fonction sommatoire z 1/n. 11 suffit alors d'utiliser
nsXx

'estimation (3.1) de t{X) pour en déduire, selon les coefficients a,, a,, a5, et

ag, les estimations (3.4).

ProrosiTion 3.2, Pour tour X 2 1. on a les estimations
(3.5) i Z d{n)—a, X (log X+,Br)| <3 \_",-‘g’

nsX
n=rimod 6)

avec les valeurs suivantes des coefficients:

Bo =2y—1—%log2—%log3,
B, =Bs =2y—1+2log2+log3,
dy =04 =45, Pa=f.=2y—1—-3log2+log3,
By =2y—1+2log2—%log3.

CoroLLAIRE. Pour tout X = 1, on a les estimations

__ 5
%3y = 38>

(3.6)

)3 d(n}-a%(a(logX-l-ﬁ)

nsX
(n,6)=1

avec B =2y—1+2log2+logd = 2,63933..., et

<3 /X,

d(n) [log*Xx B+1
. am (o8 = log X )| < 1,647.
(3.7 n;X - (18 +—5—log
n8)=1

Démonstration de la proposition 3.2. On écrit

Y odm= Y (%HZ - ¥

ng<X nsX Sn aln

n=r(mod 6) n=r(mod 6} 5 /X 5z nvX X Sa< /X
=y exi=- L 0
n<X L 8ln

n=r(mod 6} 55X nVX S8 X
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Il faut maintenant permuter les sommations et, pour ce faire, on
considére les conditions de congruence et de divisibilité, indépendamment des

contraintes de taille. On note que 3. 3. équivaut & ), S . On

n=rimod 6) 3in (8, 6} (#,6) n=r(mad 6}
n=0{mod &)

remarque alors, d'une part que (J, 6)|(r, 6) équivaut a (0, O)jr et d'autre part
que, sachant que (5, 6)r les deux conditions n=r(mod6) et n=0(modd)
équivalent & n = k(mod[4, 6]) pour un certain k (dont la détermination ne
sera pas utile).

On peut donc écrire maintenant

Y o dm=2 ) )

n<x 55 VX nsX
n Er(;tod 6} (5,6)|r n=k{mod[4,6])

X 5./X
= ST« T sl iR U
aszﬂz([& 6]*9) ([6,6]+ )

(8.6)]r

avec |9 <1 et |91 <1. On remplace maintenant [d, 6] par 64/(0, 6) et
on utilise les fonctions y, et t, intoduites au début de ce paragraphe; on

-3 > oo
isyX  ngedk
(5.6)|r n=k(mod[&,6])

obtient 5 6
Yy dm= &{2 ((56’56)X+9)—((—’6——)ﬁ+9‘)}xr(5)
ngX € VX
n=rimod §)

5
_X Z_T'( 2 Y 82,0)
3 88X 5 X

A Y 506~ Y 50

6 €. X d€. X

Le terme principal o, X (log X+ f,) de (3.5) provient des termes princi-
paux des estimations (3.4) de t, et (3.3) de 7, reportées dans

X5 78 JX S 2.00)

3,5 9

6 §< VX

La majoration du reste est celle qui correspond & r = 0 (la plus grande de

toutes) et provient, d'une part des majorations des restes dans (3.4) et (3.3),
d’avtre part de

LY 29— <3X.
s5VX
Démonstration du corollaire. Lestimation (3.6) provient tout
simplement de Faddition des estimations (3.5) pour r = 1 et r = 5. Comme le

coefficient de la majoration en \/E joue un réle non négligeable dans la
constante de majoration dans (3.7), on a rtepris son estimation, utilisant
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notamment

—

| X 28-9y0)<3GVX) s

RS ¢

r=1 oun 5.

On démontre (3.7) an moyen d’une intégration par parties: on note 4 (x)
= Y d(n et on écrit

(n:lﬁs)ifl
d(n) *dA(r) [, 4@
e ZIX —_— ] %ﬁd
n;};’ h !.t t 1+'1f ? :
(m6)=1 .

1 478\ 1%¥/logt B H¥Xy
=_{logX = e [T Mt e [ dt
9(og +B)+9(\/§)+9{( i Tr) +9£r3’3

avec |9 <1 et |¥] < 1.

L’application brutale de cette relation fournit

d(n (long B+1 B 63 ( 1

— + log X+~ —([1——=.

rrgx n 18 9 Og +9 = 9 2 fX)
(3,6)=1 N

Mais on peut aussi sommer et intégrer de X, a4 X. Avec le choix X, = 100
et compte tenu des valeurs Z d(m)/n = 3,55381... et

n<100
(5.61=1
d log2 100 i
b= (n)_Lmﬁ+ log 100 = 0,5134...,
n<1g0 B 18 g
n6)=1
on obtient
din) flog®X B+1 M3 1
L (e el <5 (5 )
> o TE 9 \10
a1 :

ce qui fournit la constante 1,647 > 0,5134... +17/15 de lestimation (3.7).
3b. Sommation de d;. _
ProrosimioNn 3.3. Pour tout X = 1, on a les majorations

Y ds(n) <u, X{log®> X +vlog X +w,)+31 JX,

ns X :

n=r{mod 6)

avec les valeurs suivantes des coefficients;

o =433, vy = 10,5268, wo = 30,1432,

v, = vs = 19,2787,

vy = vy = 14,1359,

by = 12,9629,

W}_ = W5 = 61,3136,
w, = w, = 38,2338,
Wy = 36,5491.
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COROLLAIRE. Pour tfout X = 2510%%, on a les majorations

Y o di(m<o(nXlog*X,
LI9-4
n =y({mod 6)

avee les valeurs suivantes des coefficients:

5(0) = 0,32611,
5(1) = 6(5) = 0,01027,

(3.8)
5(2) = 6(4) = 0,06997,
5(3) = 0,04719.

Démonstration de la proposition 3.3. De méme que Ton était

parti de d(n) alias d,(n) =3 1, on part de dy(n) = Zd(n) On utilise égale-
d|n
ment le méme procédé pour traiter la condition de congruence et on obtient:

Y 4= Y 240
nsX ngX  Bn
n=r(mod 6} # =¢(mod 6}
- Y49 Y 1
€ X

agX
n =k (mod [4,6])

= 2, 40 ([;6] )

£X
L6

(4.6)r

R

(
- 3 de) (wa)x,(&),

avec |9 <1, On en déduit la majoration

d(d
T dym< 1) )+ T d@)10).
:n‘-sxdﬁ) 6 SxX 5 <X

Pour éliminer le facteur 7,(8) dans le premier terme, on se souvient qu'il
s’agit d’une fonction multiplicative qui vaut I si § est premier avec 6 et I'on
utilise la remarque suivante, valable pour toute fonction multiplicative ¢ &
valeurs réelles positives, et tout module M =p,...p,:

ng m< ¥ gim Y a= H ( Z a(pD) ZX g(n)
n¥ _ Xy xp n< i=1 g= n<
M=py" Py (M= { {nMY1=1

{la perte dans la majoration de Z g{n) est d’autant plus faible que les

nsX
produits infinis convergent rapidement; dans le cas présent, le terme principal
sera en Xlog®>X et la perte portera sur le terme svivant, en X log X).

icm
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On pose alors:

- d(zz) = a+1
Z I+ Y 51 =17,
=0 = 2
= d(3) X a+l 19
3 6)=1 ' =
Z ¥ tiwe g
F,F; s1 r=0,
d{m, 1 si r=1 ou 5,
Fo= T - .
me 238 T F, si r=2ou 4,
F3 Si. i‘“—“—3.

Le second terme se découpe suivant les progressions arithmétiques
modulo 6, et 'on obtient finalement:

.U X
> di) QKF(") >
nsX
n =r(mod 6)

dio) &

S AP ACID)
<X =1 <X
{a.61=1 & =p(mod 6)

d(8).

On reporte les valeurs trouvées ci-dessus pour F(r), et les valeurs des
estimations (3.7) et (3.5), et 'on obtient les majorations de la proposition 3.3
(le terme 31f X pourrait €tre amélioré, mais cela n’a aucun intérét ici).

Démonstration du corollaire. Si X, =4510%" et si on pose
Lo =log Xy (=180,517..), on a trivialement

i
—3—,_) X logz X
Lo/

uX (log? X +vlog X +w)+31./X < (1+L+ + —
1]

L
pour X = X,.
11 faut maintenant majorer les sommes
Y daliky)dsiky).
0<k; =P

0<ky+kysP
ki =rp{mod 6)

Pour obtenir une majoration voisine de la majoration heuristiquement
optimale 43 (r;)5(r;) X2 log* X, il est nécessaire dutiliser le lemme suivant,
qui est une version simplifiée de Iinégalité de Deshouillers-Dress—Harlipd
pour les suites numeériques. (Cette appellation suggére qu'il sagit d'inégalités
de réarrangement dans Tesprit du chapitre 10 de [6].)

LemMe 3.4. Soient n un entier naturel et (@), (a), (b}, (b)) quatre suites
, 1), de nombres réels pomt:ﬂs uerrhanr les inégalités,

Vkeil,.. ., n)

i ] e
2
J/A\
1
5

1}
-

Vkell, ..., n

>
M
U

_-

I Pt o

[

Ao
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Alors on a linégalité
Y ab;< ) aibi
i+j€n i+j<a

Démonstration. On fabrique une suite double finie (of), avec

hel0, ..., n—1} et ie{l, ..., n}, de la fagon suivante:
o =a; pour 1<i<n-—1,
n n=1
ab = G- ), &
i=1 i=1
il =gf pour 1<i<n—h-2
et n—h+1<i<n,
h h
iy = n—h-—1+mn—h_a:r—ha
h+1 ;
Upy—n = Opep-

De fagon imagée, on commence par augmenter le dernier terme jusqu'au
n

maximum compatible avec Y, of < ¥ a;. Ensuite, & chaque étape h—h+1,

=1 i=1
on ne modifie que deux termes, ceux de rang n—h—1 et n—h en donnant a
't} la valeur a,_, et en conservant invariante leur somme.

On vérfie alors sans difficulté un certain nombre de relations:

k X

Vhell, ..., n—1} Vke{l, ..., n} Yoy a,

(%} : =1 ‘
Yhel0,...,n—1} Vizn—h+l al = a,

la deuxidme relation entrainant ‘que les suites (o %) et {a;) sont identiques.
On a trivialement

2 afbfg\ Z a?bj.

i+i%n i+j€n

Le procédé de formation de (a* 1) et les inégalités (+) impliquent qu'a Pétape
numére h+1 on a
h+1

+1
m::"h Oy h_mn P

avec y positif (rappclons que les autres termes restent inchangés), On en
déduit .

Y ab- T i

1 =poty et

itj=n BAFEY
Rl . i
it
= (oh_s- 1—'% Ao1) Y byt Lp ) Z = —pbyi; €0
i=1 - =
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et il s'ensuit immédiatement I'inégalité

Z [x?‘*lb}_= z a,fbj.

itj<n itjsn i+j%n

On effectue alors les mé€mes manipulations pour (b} et (b)), et la
démonstration du lemme est terminée,

Remarque. A des détails de notations prés, la méme démonstration
a1

fonctionne en remplagant ) par 3 3 , ol f est monotone décroissante.
i+i%n i=1j=1

Proposimion 3.5, Avec les M, (ry, ry) definis & la proposition 2.1, les

valeurs des coefficients v,(ry, r,) données par les tableaux qui accompagnent

cette proposition, et les valeurs des coefficients y(r) données par le tableau (3.8)

du corollaire de la proposition 33, on a la majoration, valable pour P = 10%°

(3.9) H(P)<41{ Y 7.(ry, 1) 8(ry)8(ra) M, (ry, r5)) P?{log P)*.

rqmod &
rpmod 6

Démonstration. On reprend la majoration (2.1} établie dans la pro-
position 2.1 et on constate qu’il suffit de montrer que

Y dak)ds(ko)
0<k; &P
0<ky +ky =P
k; =r;{mod 6)

41 :
<§5(7’1)5(1’2) P(log P)*,

ce gul est une conséquence immédiate du lemme (3.4) en posant

8
o= Y  dstk), di= ‘(:8) Plog® P,
(i— 1)P <40k SiP
ki =rq (mod 6)
bl— = - ‘o 5(?’2) 2
i~ P g;iokzsspd3 (ka),  bi= 20 Plog* P
k3 =ry (mod 6)

Le corollaire de la proposition 3.3 assure que les conditions du lemme sont
satisfaites, et I'on a

)
Z dy(ky)dy(ky) < Z a; b, Z a b
o<k P i+ <40 i+j540
D<ky+ky <P
k; =r; (mod 6)

_40x41 4(r)d(r)
2 407

P%log* P.

4. Majorations “racine-bornées”.

4a. Etude théorique. L'idée qui va &tre mise en osuvre dans ce paragra-
phe est la suivante: étant donné une fonction arithmétique f, multiplicative
et 4 valeurs positives, on cherche une fonction g, multiplicative et a valeurs
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positives également, ¢t telle quil existe une constante C pour laquelle fa
majoration

fim<2C } g(d)

ailg‘i
soit vraie pour tout #.

Cette idée de sommer sur les diviseurs de n avec une contrainte de taille
se trouve chez van der Corput [3], puis chez Erdds [5] (limitation relative
awx facteurs premiers des diviseurs) et a été reprise par McDonagh puis
Wolke ([9]: limitation des diviseurs eux-mémes par une puissance n*), mais
avec une mise en oeuvre tout A fait différente.

A la fonction g on associe une transformée G* définie par

G*(n) = ) min(g(3), g(n/d)),
Sln
et Pon vérifie immédiatement que (si g est multiplicative} G* est “sur-
multiplicative”, i.e. que pour tous m et n premiers entre eux, on a G*(mn)
= G*(m) G* (n).
Comme on a

trivialement G*(n) <2 } y(d), toute majoration

dn_
%\ n

f{n) £ CG* () implique automatiquement une majoration

_fm<2C ¥ g8,
i

qui est précisément ce que l'on recherche. Le probléme qui sera donc
considéré maintenant est celui de la détermination du maximum d'une
fonction “sous-multiplicative” (en l'occurence f/G*), détermination dont on
constatera qu'elle seffectue conjointement avec la démonstration que la
fonction considérée est bornée. '

Pour les fonclions que nous aurons. 4 considérer, les valeurs f(p®) et
gty ne dépendront que de %, de sorte que les valeurs de f({n), de G¥(n), et
de leur quotient, ne dépendront que de la suite des exposants (ay, ots, ..., %)

dans la décomposition n = pi! p52... pi*. Cela nous conduit A formaliser cette
situation. :

Définitions et notations. 1. On appelle structure multiplicative s une suite
finie décroissante (au sens large) a, Zoap,>...2 o, 21 dentiers tous
supérieurs ou €gaux & 1; une structure multiplicative sera représentée
indifféremment par la suvite finie (a,,2,,...,) ou la suite infinie

a0y, ., 0,0,0,..); sior=plps2...pE et si, dans cette écriture les
exposants sont ordonnés de fagon décroissante, on dit que s est la structure
multiplicative de n.

2. On note S I'ensemble de toutes les structures multiplicatives.

icm

Sommes de diviseurs 357
3. On dit qu'une fonction arithmétique ¢ est structurale si ses valeurs
sont déterminées par la structure multiplicative des entiers (bien entendu, @
se factorise alors 4 travers &, et 'on notera de fagon naturelle ¢(s) la valeur
commune de ¢(n) pour les entiers n de structure multiplicative s).

4. Pour h entier = 1, on définit la fonction v, par v,(s) = x, le h-iéme
terme (en écriture infinie) de se S.

5. On appelle longueur de s S et on note I(5) le nombre de termes non
nuls de s (on a donc oy, =1 et o4, =0)

6.5t s= (o, ..., 09) 6t t ={f1, ..., Pynh € 51 055 = B;, On nOtE 5+1 la
structure multiplicative concaténée (o, ..., Sy B1s - oy Bigg)-

7. On note S(s) l'ensemble des structures multiplicatives qui commencent
par 5, v compris s elle-méme.

On peut ordonner naturellement S par Tordre lexicographique, et Ton
explicite ci-dessous quelques remarques ou propriétés relatives a cet ordre,
que 'on note <:

— £ est un bon ordre total;

— 81 8 =(Fy. ..., O), AVEC Oy > Ay > ... U =0 =... =, et si 'on
note o{s) le minimum de s} 5 > S(s}}, alors on a o(s) = (a;,
o+ 1);

— Vs¥s' §'=25 = 5e5(s) ou 5 = a(s)

e g1

ProrosiTioNn 4.1, Soit ¢ une fonction arithmérique structurale, sous-
multiplicative et & valeurs positives. Pour se S, on pose C(s):=max @ ()] t
<s|. Alors on a, pour tout s, les relations:

si @(s)> 1,
C(s+1) = max(C(s), ¢(s)),

si p(8) < L
Cle(s) = C(s).

COROLLAIRE. Soit un entier a. Si on sait, primo (en faisant fonctionner
Palyorithme qui découle de I'énoncé de la proposition précédente), que C((2))
< o, secundo (par une preuwve théorique), que pour f2=a on a @{(f)) <1,
dalors la foncrion ¢ est bornée et I'on a

max [p{s)| s€8) = C((»).

Démonstration de la proposition 4.1. Si C(s) = +co il o'y a rien
a démontrer.

Si C(s) < +o0 et ofs) > 1 la propriété est triviale puisque s+1 est le
successeur de s.

Si C(s) < + 00 et p(s) < 1 il faut considérer les éléments s S, supérieurs
ou égaux i s, mais strictement inférieurs & ¢ (s). De tels €léments appartien-
nent 4 $(s) et peuvent donc s'écrire 5' = s+5" avec v, {s”) K vy S vy (s). Deux
éventualités sont alors possibles:
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— ou bien 5" < s (cas général), et la sous-multiplicativité de ¢ impligue
Tinégalite

) <o) p(s") < ols") < Cls);

1

— ou bien s =s+ ... +s5+5" avec s < s (cas particulier 5 = (q,
et 5" =(x, ..., ..)), et la sous-multiplicativité implique de méme

e )

o)< (e @) < @) < C ().

Démonstration du lemme. Comme pour tout s¢Sil existe un entier
B tel que s <(B), il suffit de montrer que, pour tout fzo on a

C((8) < C((=)-

Cela s’effectue par récurrence car, d'aptés la proposition 4.1, on a

[CUB) = Cl(w) et o((B) < 1] = C(B+1)=C(a{(B)) < C{{x).

Lalgorithme de calcul de C((«)} qui découle de la proposition 4.1 est le
suivant:

DEBUT
ENTRER =
s(1)
c ol
REPETER
TANT QUE g(s) > 1 FAIRE
DEBUT
¢« MAX(c, ¢(s)
ses+(1)
FIN
5 +—a(s)
JUSQUA s = (a)
" SORTIR ¢
FIN

La programmation de cet algorithme ne souléve pas d’autre difficulté
que la construction d’une structure de données efficace pour manipuler les
structures multiplicatives.

4b. Application 4 la fonction d,.
ProrosiTioN 4.2. Soient [ la fonction de diviseurs dy et g la fonction
muitiplicative définie sur les puissances des nombres premiers par

ap) =25,
90 = 25205

pour az.2.
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Alors on a pour tout n

f<2C Y 908,

Slm_
A< vn

avec 2C = 243/76 = 3,19736..

La démonstration est présentée avec les notations du sous-paragraphe
précédent: G* et o = f/G*.

La premire moitié de la démonstration est le résultat “théorique”
suivant: pour f > 15 on a ¢((f) < 1.
Si =2, 0on a

FUB) = B +1)(2p +2)2 = 28243 +1,

et
G*((B) = 2(1+2,5+4,5+ ...

= 2,582~ +3,5,
et alors f((B)/G*{(B) <1 dés que ,8> 16.
Si f=2F+1 on a

Ty =(

G*((B) = 2(1+25+45+ ... +258' —

et alors f((B)/G*((B) <1 dés que =15

La deuxieéme moitié de la démonstration consiste & calculer C((15)) en
utilisant l'algorithme indiqué précédemment. I1 o’y a aucune difficulté
supplémentaire autre gue la nécessité d’une programmation efficace de la
procédure de calcul de G*(s), et I'on trouve C((15)) =243/152 =1,598...
(valeur atteinte pour s=(1,1,1, 1, 1)).

+2,5(8'—1)—0,5)+2,58' - 0,5

(2 +2) (28 +3)/2 = 282+ 54 +3,
et

0,5 = 2,582+ 1,58’ +3,

5. Nombre de solutions de congruences guadratiques. Il faut maintenant
transformer l'expression du majorant M,(r,, r;) en utilisant les résultats du
paragraphe précédent. Commengons par introduire la fonction g, (hy, h,; d),
nombre de solutions en y modulo 6 de la congruence

(5.1) 3Q2y+e-+hy+hy)Y +hi+hE =0 (mod §),
fonction qui est trivialement multiplicative en 6.
On a alors
M,(r,r)= max ( ¥ ds (3 2y + e+ by + ho)* + H2 + )
hyhp 0 2P <2y+2E4P
[yl + kol $P 2P <2p+ethy thy<4P
k; =rj{mad 6)
< max (2C > % 4(8)).
hyh £ - . 2o p2ap2
ih111+|2h:|051’ 2P<§.f;:§£::ii§$4P Sln=3{2y+e+hy thz)v + 2 +hD
hy =r¢{mod 6) Sk vn
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On note que les conditions sur y, Ay et h,, impliquent les mégalités
|2y +&+hy +hy| < 4P et hi+h3 < P? de sorte que la condition

5 < 3y +eth +h) +hi+h3
implique Tinégalité § < 7P. On peut alors permuter les sommations et écrire
(X g9 ) 1)

(52) M {ry, 7)< 2C max

hyhy 20 357 2P <2yte<4p
thil+1hal <P a(2y+ethy +hp?end s nd
by Sriimod 6)

<2C max ) g(0)g.lhy, hai ON[FP/6]+1)

h; =rj(mod 6) TP

max
hi=r;lmod 6) <7 P o

5 . o®
< 14c( 2&&&’_’12’0))},_

Il ne restera plus qu'd majorer les sommes

Z g(a) Qs(hls hZ: 5]

S =
6 )

d&7P

ce qui sera fait au paragraphe 6 et dernier (Nota: La majoration de [P/d]
+1 par 7P/8 est motivée par le fait que les techniques qui seront employces

ne permettraient pas de majorer Z g(8) g, {(hy, hy; 8) par mieux que 7PS).
$<TP
Auparavant, il faut estimer les fonctions g, (4, hy; 0) pour les puissances des
nombres premiers.
ProposiTion 5.1, Selon  les cas  détaillés  ci-dessous, la  suite
ar>0,(hy, ha; P est majorée terme a terme (pour o =1, 2, ...) par:

sip=5s

2,2, 02,02, 2,2, ... ' si pEyhi4+h3,

1, p. 2p. P%, 20% 13, 200, P, ... si pPlh3+ 3

sip=3

0,0,0, 0, 0, 0, ... si 3xhi+h3,

3, 3,9, 18, 27, 54, 81, 162, ... si 3R2+h2:

si p=2

0,0,0,0, 0, 0,... sioe=1,

2,0,0,0, 0, 0, ... si e=0 et 2¥h b,

2,4,8,8, 8 8, 8 8,... sio e=0et 2)h et 2l
{ou inversement),

2, 4, 4, 8, 16, 16, 32, 32, 64, ... si e=0 et 2k et 2|h,.
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Démonstration pour p> 5. Si p? Yhi+h3 mais plhi+h3, la suite
des p.(hs. hy; P) est trivialement 1,0,0,0, ...

Si p ¥h?+h3, 1a congruence {5.1) pour & = p posséde 0 ou 2 solutions e,
“an-dessus” de chaque solution pour 77 il y a exactement une solution pour
p** 1. Soit en effet u une solution de (5.1} pour p, et cherchons sous la forme
y+1p* (¢ défini modulo p) une solution pour p**i, On a la congruence

3(2(y+tp“‘)+a+hl+h1)2
=32y +e+hy +h)? +36t (2y+e+ by + ) p* (mod .

Mais y est solution de (5.1) pour p* et p me divise pas hj+h3, donc p ne
divise pas non plus 36{2y+z&+h, -+hy), et il existe par conséquent une unique
valeur de I convenable.

Dans les deux cas la suite des g,(h;, hy; p*) est bien majorée par
2,2,2,2, ...

Si maintenant p2|h?+h2, définissons B par pf|ihi+h3. On doit alors
distinguer trois cas:

— pour a < f, la congruence (5.1) se réduit &

3(Q2p+e+hy+hy)* = 0 (mod pY),
et donc a

3(2(z+u2 2+ 1) =322+ 1)+ 3u(22 +1)2" (mod 2°74),

il y a donc pt &V = pai?l solutions en y modulo p?, et une suite

majorante est alors 1, p, p, 7% P, P°5 -

— pour x> f et f§ impair, il 0’y a trivialement aucune solution;

— pour o > f§ et B pair, enfin, le fait que y soit solution de {5.1) pour p*
implique que p*? divise 2y+&+hy -+ hy; on pose donc Zy+e-+hy+hy = zpPl?
(z défini modulo p*~¥?), on pose i} -+hj = ap®, avec donc pka, et Ton doit
maintenant résoudre la congruence

3z24+a =0 (mod p* %)

qui posséde (cf. le début de cette démonstration) au plus deux solutions en z
modulo p*# et donc au plus 2p#* solutions en z modulo PR ce qui
donne enfin au plus 2p%? solutions en y modulo p% et une suite majorante
est alors 1, p, p, p2 ..., P2, 29713, 2P, ..., elle méme majorée par-1, p, 2p,
P, ..., pPR, 2pHR, pBRtL

Démonstration pour p=3. Si 3 k% +h3, la congruence (5.1) est
trivialement impossible.

Si 3|RF+h? et a=1 (ie. §=3), la congruence (5.1) posséde trois
solutions.

Si 3]h2+h} et a > 1, le nombre de solutions en y (modulo 3%) de la
congruence (5.1} est trois fois le nombre de solutions en y (modulo 3*7 %) de
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la congruence
(2y+e+hy+h)* +(hi+h3)/3 = 0 (mod 3*71),

pour laquelle on peut répéter trés exactement la démonstration du cas p > 5,
et on obtient ainsi que la suite g,(hy, hy; 3) est majorée par la suite 3,
3(1,3,2+3,3%,2:32, ..)=3,3,3% 2:3%, ..

Démonstration pour p=2. Si e=1, 3(2y+e+hy+hy)* et hi+h2
sont de parités différentes, et la congruence {5.1) est donc impossible.

Sig=0 et 2)h hy (ie. hy et hy tous deux impairs), il faut distinguer
entre ¢ =1 et o> 1. Pour « =1 (ie. é =2), la congruence (5.1) posséde
trivialement deux solutions. Pour a > 1, 3(2y+hy+hy)* =0 (mod 4) et h?
+h3 =2 (mod 4), et la congruence (5.1) est donc impossible.

Sie=0et2}h et 2lh, (Ou inversement), on pose z = y+4(h, +h,—1)
et K= —h}—hj, ce qui réduit la congruence (5.1) i la forme

(5.3) 3(2z+1)% = K {mod 2.

On constate alors que l'on a, pour « > 3, les deux congruences:
32+:2"3)+1)" = 3(22+1)% (mod 29,
32E+u2"Y)+1)° = 3(224+12+3u(22+1)2* (mod 2¢*Y),

ce qui prouve deux choses:

—~ primo que les solutions de (5.3) peuvent &tre groupées par paquets de
~ quatre (=0, 1, 2, ou 3); '

— secundo qu'au-dessus de chaque paquet de quatre solutions de (5.3)
pour 2%, il existe exacterent un paguet de quatre solutions de (5.3) pour 227!
(correspondant 4 u=10,2,4, ou 6, ou bien A u=1, 3,5, ou 7).

11 suffit maintenant de compter les solutions jusqu'a 2* = 8, soit:

2 solutions pour 2* = 2,

4 solutions pour 2 =4,

8 solutions pour 2* =8 et h, = 2 (mod 4),

pas de solution pour 2° =8 et h; =0 {mod 4),
et cela montre la majoration des gq (hy, h,; 2%) par la suite 2, 4, 8, 8,8, 8, ...
dans tous les cas, _

Derniére eventualité enfin, si & = 0, 2|k, et 2|h,. On réduit la congruen-
ce (5.1) de la fagon suivante: on définit § (= 2) par 2°||h3+hZ et on pose
£ = 1B/2]; on constate alors que 2%'|h, et 27 |h,, et que 'un au moins des
deux quotients h;/2¥ est impair. On peut donc réécrire Ia congruence (5.1)

2 YIRS
3(2y++ by + by} 4279 (%) +(—) }EO(mod ),

2 2

et deux cas sont alors 4 distinguer:
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— pour o <2, Ia congruence se réduit a
3(2y+hy +hy)* =0 (mod 2%,
et donc &
2y+hy+hy = 2y =0 (mod 287 D2,

laquelle posséde deux solutions en v modulo 21% W2 et dong 27~ let 1241
= 221 golutions en j modulo 2%

— pour > 28, 2% divise nécessairement 2y+h,+h,, de sorte que
Ton peut poser y = 287!z et la congruence se réduit &

h N RN (he VP g
(5.4) 3(:-!-51-;7-!-55;) +(271) +(—27\ = () (mod 2¢~ ),

i
. r

si z est impair, cette congruence est impossible (cf. le début de cette étude, cas
¢ = 1); £ est donc pair, soit z = 2z, et le nombre de solutions de (54) en 2/
modulo 2* 2% ¢st donce majoré par 2, 4, ou 8, selon quea—2f est égald 1, 4
2, ou supérieur ou égal 4 3 (cf la partie précédente de cetie étude, cas e =0
et hy ou h, impair); cela donne donc les majorations suivantes:

1, 2, ou 4, pour les solutions en z modulo 2*72F,

1, 2, ou 4, pour les solutions en y modulo 227#~1

281 R 4y 2873 pour les solutions en p modulo 27

Si on récapitule les résultats obtenus par les deux cas, a < 2f, puis
o > 28, on obtient:

o 1234 0 28~1 2F 2f+1 28+2 2043 28+4 28+5. ...
exposant
de la 1223 ... 8 F+1 fF+1 BF+2 p+43 p+3 fF+3
majoration

et la suite des majorations est bien, pour toutes les valeurs de ', majorée par
la suite 2, 4, 4, 8, 16, 16, 32, 32, 64, ...

6. Majorations finales

6a. Majoration de M, (ry, 7,). Il s'agit (cf. formule (5.2)) de majorer la
somme

g(8) @z (hy, hy; d)

a,(hy, hy; P) = z 5 ,

a=7P

ce qui geffectuera grice A trois “outils”™
— la séparation des facteurs locaux relatifs 3 p=2 et p=3;
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— la majoration par une somme similaire portant sur une fonction
simple;

—- le fait que les fonctions ainsi introduites soient liées par des produits
de comvolution ades fonctions trés faciles asommer.

Dans tout ce qui suit, on marquera d’'un «'» tout ce qui concerne le
“facteur de convolution” relatif 4 p=2 et p=23, et dun «"» tout ce qu
concerne le “facteur de convolution” relatif aux p = 5. Ainsi, si f est une
fonction arithmétique multiplicative, on a

, f(n) sin=223,
fim = {0 sinon;

Lo ffm s 6 =1,
Jrny = {0 sinon

(on a la relation f=f"xf"). On utilisera notamment les deux fonctions
sommatoires
Z g(0) 0, (hy, hy; J)

TP d
5,6)=1

'o-:(hls h2§ P) =

et

Sithy, hys Y= Y, g(8)a.(hy, ha; 0).

d€TP
(8,6)=1
ProrosiTioN 6.1. On pose:
5x2
m0=1+2, x =3=59
2
_ 2,5x2+4,5x4+7x8+9,5><8 2
my =1+ 4 3 " 16 =<
1 2,5x2+4,5x4+7><4+9,5x8
M =1t i T8 g
+12x16+14,5><16+17><32+ _ 4
32 64 128 T
" _1+2,5x3+4,5x3+7x9+9,5x18
2T 3 9 27 81
12x27 145x54 17 x81
: ... =13,75.
543 79 T as7 T :
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On définit les coefficients numériques p,(ry, r,) (fonctions des classes r; des
h;mod 6) par les tableaux suivants:

Polrys 1)
; T2 0 Loui|20u4 3
L
0 My My mmy my oMy
1 ou 5 my mg m, my
2 0u 4 m, s ™y m,
3 m; iy g Moy Mg My
ey, ra)
21 o Lous5|2on4 3
L
0 my 1 1 1y
1ous 1 1 1 1
Zoud 1 1 1 1
3 my 1 1 my

Alors on a les majorations

{6.1) g, (hy, ha; Py < g, (ry, r3) o) (hy, hys P).

Démonstration. On considére la propriété (déja énoncée et utilisée
au paragraphe 3b), valable pour toute fonction multiplicative h dvaleurs
réelles positives,

Lhm< ¥ him 3 hn
n<X m=2a3ﬁ LES 4
(n.6}=1
={X WX h3) ¥ hiw.
k=0 k=0 nsX
n61=1

Les coefficients my, m,, m,, et m; sont précisément les valeurs des sommes
E g(25 0y, hy; 2% 2 939 e.(hy, h2;39
Z 21: Z 3k
k=0

pour les valeurs non triviales des suites qui majorent dans la proposition 5.1
les suites g, (hy, hy; 2% et g, (hy, hay; 3%). Les coefficients y,{r,, r,) apparaissent

k=0
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alors comme des majorants de la fonction sommatoire locale a,(hy, ky; o).
Ils sont fabriqués en utilisant, conformément a Pénoncé de la proposition 5.1,
my si & =0, hy et h, Impairs, m, si & =0, b pair et hy_, impair, m, sie =0,
hy et h, pairs, et enfin my si h; et h, divisibles par 3.

On va maintenant remplacer g(d) ¢, (hy, h2;5)/6 par ume fonction plus
simple, mais il faut auparavant donner linégalité de Deshouillers-Dress-
Harlipé pour les fonctions arithmétiques, qui permetira d’obtenir l’megahte
adéquate entre les fonctions sommatoires.

LemME 6.2. Soient [ et g deux fonctions arithmétiques multiplicatives, a
valeurs réelles positives, qui vérifient les inégalités

Vp premier Yae N Y A< Y 9.
k=0 k=0
Alors on a, pour tout X, Tinégalité
Y fms< Y g
nsX <X

Remarque. Les conditions sont optimales, comme on peut le constater
en considérant deux fonctions [ et g nulles sauf sur les puissances d'un
nombre premier fixé.

Démonstration. On démontre le lemme dans le cas particulier ou, p
étant un nombre premier fixé, on a.f (m) = g(m) si (m, p) = L. La conclusion
découle alors trivialement de T'écriture

T fm= ¥ fm) P f(p"))

nsX mp <X
(mpy=1

(et de Pécriture analogue de Y, g(n).
ns X
Dans le cas général, cela permet de faire la démonstration “de proche en

proche” (pour X fixé, il n'y a quun nombre fini de nombres premiers a
considérer).

ProposiTion 6.3. Les entiers h; et h, étant fixés, on définit la fonction
arithmétigue multiplicative gy(n) = ggihy, ha; 1) de la facon suivante

sip=2ouletax=l:
| g5(r") =
5, p¥hi+hs et az1:

gs(p") =0,

sipz=
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si p= 5, plhi+hi:
go(p) =2,
go(P =0 pour 222,

1

puis on définit gi' (n} = g{'(hy, hyyn) (i==1,2,...,5) par gi' = gi" *i", ou i
est la fonction arithmétique caractéristique des entiers premiers avec 0.
Alors on a, pour tout X, Iinégalité

g(n) g, (b, hasm) _ g5(n)
2 S <X = Y =7
n<X asx N
{m6)=1
Démonstration. Désignons par (@), la suite majorante de
(g 0s(h1, ha; M) qui est fournie par la proposition 5.1, et par (be<: la

suite (gs (PPt -
Posons

- g(pk) 0:(hy, byt !
2,

Draprés le lemme 6.2, il suffit, pour démontrer la présente proposition, de
prouver que Pon a, pour tout p =5 et tout ae N, A(p, «) < B(p, o), ce qui se
fera en prouvant que

Alp, @)= et B(p,a)

’“H;-
‘L,i 5

Dans Je cas p= 5, pYhi+hi,

(@) =(5,9,14,19,24, ..,

on a
Sk—1,..)

et

(b)=(5 5, 35,70, 126, ., K DEF DA+ 9) )

24

et Tinégalité entre les sommes 4 considérer est en fait vérifiée terme a terme.

Dans le cas p= 5 plhi+h3, on a

(a) = (2,5, 4,5p, 14p, 9,5p, 24p*, 14,5p°, 34p°, .. ),

“lg” terme général étant (5k'~0,5)
et

p¥ (st k = 2K, (10K'+4)p* (si k = 2k'+ 1),

(bk)ﬁ(7 25, 65, 140, 266, 462, 750 et D+ 9(k+3) Gk +4) )
bl 1 bl 3 b » ERLRE | 24 y rrn fe
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11 suffit alors de vérifier la suite dinégalités

5 7
1+2’— £ 14—,
p p
7 7 25
I+-<1+-+—,
P pr

7 14 7 25 65
14—t € 1+ 5+,
PP p*p

7 235 7 25 65 140
1+p+~5" Ll14+-+

A S
7 235 24 7 25 65 140 266
l+-+ -+ l+—+5+5+—F+—7F
p P r rP P P r p

etc...

Les membres de gauche sont les sormes tronquées d’une série de terme
général (15k—6,5)/p% et les membres de droite les sommes tronquées d’une
série de terme général (k+ 1)(k+2)(k+3)(3k+4)/24p*. L'inégalité est donc
vérifi€e terme & terme (et de plus les sommes de gauche sont tronquées “plus
court” que celles de droite).

Les prochains résultats seront des majorations des sommes

G =T gsm et 7= g L0
nE€X

nsX

mais il faut auparavant estimer le produit [[(1+2/p) pour les nombres
premiers p > 5 dont le carré divise hi+hj.

- LemME 64. Les entiers (non nuls) h; et h, éram fixés et uvérifiant
[Ri|+]hat € P, on a:

2
I (1+2)< K, =0297621(loglog P)?.
pHinZ +n2 p
p=5
Démonstration. On a 1+2/p <exp{2/p) et il suffira d’utiliser une
majoration de ),
p2|h2'+}|

nombre des nombr-es premiers p = 5 dont le carré divise hi+h} Ona

(1/p), laquelle résultera elle-méme d’une majoration du

card {p| p? divise hi+h3) < max {ff (23-5-...-p)? < h}+h3)

< max {i] 2-3-5-...-p, < P).
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On dispose de la minoration, valable pour r = 13 ([7], p. 74):

i

tlogt < 3(p,) = Z

Si on désigne alors par T le plus grand entier qui satisfait

Tlog T < log P,
on a, sous la condition P = 3,05-10'* (qui implique T > 13),
card {p| p?divise hf+ h3}

Il faut maintenant majorer la somme des 1/p, pour laquelle on dispose
de la majoration, valable pour tout x ({8]):

1 1
- <logl B+——
Y oglogx+ Py

pEx l

avec B =0,2614972... On dispose enfin de Tencadrement, valable pour
nz 6 (ibid):

(6.2) nlogn < p, < {logn+loglogn).

On peut maintenant écrire, sous la méme condition P = 3,05-10%4,

1 T2 ( r 1) 5 1 1
s —= — ==+t +
zl;%ﬂzp kZS Dy k§1Pk 6 Prer Prez

p=5

S, 1)_§+ :
= €Tt +logiogry P/ € T(log T+loglog T)
< f(7),

avec
f(T)=loglog {T(log T+loglog T)}+B~—32

1 2
+]og2 {T (log T+log log T)} + T(log T+logiog T)'

Pour obtenir la meilleure majoration du reste, il faut exclure les “petites”

valeurs de T. On suppose donc maintenant P > 10%° ce qui implique T > 47,

log T = 3,850147, Tlog T = 180,956, T(log T+loglog T) = 244,318. Par ail-
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leurs on a la suite d'inégalités

Tlog T

loglog T
Tlog T

= log<log(Tlog T) x

L4 loglog T
x Tlog Tlog(Tlog T)

loglog T
Tlog Tlog(Tlog )’

loglog T
loglog | T{log T+loglog T)} = loglog s Tlog T| 1 +—————

<log(log(Tlog T)+

< loglog(Tlog T)+

Comme Tlog 7 < log P, on obtient en définitive
F(T) < logloglog P+0,0014332+ B—£4-0,0330763 +-0,0081861

< logloglog P—0,529140.
On peut écrire, toujours sous la condition P> 10%° (qui implique
T42 =49, et donc Pr,., =227),

2 T+2 2
Cawe= 1] (1+-)< M (1+w)
1 p?|nd + n2 P k=3 D

pES

19 9 T+2 |
:éﬂ(1+ )cxp(ZZ )

=3 143 k=50 Pk

(2o (3 oo 25)
= 14+— Jexp exp|2

liB{( Ix Px kzapk

< 0,857568 exp(2log log log P — 1,058280)
=0,297621 (log log P)*.

CoroLLAIRE {de la proposition 6.4). Les entiers (non nuls) hy et h, étant
fixés et vérifiant |h;|+1hy| < P, la fonction gg(n) = gg(hy, ha; n) étant celle
définie dans Iénoncé de la proposition 6.3, on a pour P = 1 10%° la majoration

U(X} - z go(”)/n \

n<X

Démonstration. Elle est triviale: Y, gg(ny/n est composée dune

n€X
partie des termes du développement du produ1t H

(1 +2/p), majoré
par Kp.

PR+ hd
r=S5
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PROPOSITION 6.5. Les entiers (non nulsy h, et h, étant fixés er vérifiant
|hyl 41y < P, on a pour Pz 10%° la majoration

pX) = Z (")

1,01722
< 735 Ka(dholog® (10° X)+#log* (10° X)+ §log* (10°X)

~

+510g?(10° X)+5log(10° X} +1).

= 10%9, la majoration

e (hy, hy; 6
oy by Py =y, L0l 0

FETP )
@.6=1

CoROLLAIRE. On a, pour P

< 5943211075 Kp(log P)°.

Démonstration de la proposition. En respectant les conventions
de notations adoptées jusqu'ici, posons

bh=gs L=Lixi (=12,...,5),
de sorte que Is = ds # g%, on d est la fonction de diviseurs ds restreinte aux

facteurs locaux pour p=2 et p=23. Posons enfin

LX)=Y in e 1xX) =Y L/
nsX

nsX

Dans un premier temps, on calculé de proche en proche des majorations
de L;(X) et de A;{X), en utilisant les formules de récurrence suivantes:

X
LiX)= Y (L1} n) = ), If-l(n}[;]in,-_l(X),
et
J‘dL L; L
2,(X) = J t(t) ,;(X) j ()

e majoration initiale Ag(X) == yg(X)
e majoration de L, (X):

< Kp;
K:; X;
e majoration de A;(X):
~Kpt
Kp+ j dt = Kp(log X +1);

e majoration de L,{X):

KpX{logX+1); -
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& majoration de A;{X}):

Kp(log X+ 1)+ |

Kpt(logi+1
—P—(ti—)d t=Kpilog? X + 2log X + 1);

e majoration de L;(X):
KpX(hlog? X +2log X +1);
& majoration de A;(X):

X 2
Kp(dlog? X +2log X + 1)+ ‘ Ketizlog ij-Zlogr-H)dt

= Kp(glog’ X +3log? X +3log X + 1);
e majoration de L,(X):
KpX(3log®> X +3log? X +3log X + 1);
e majoration de A (X):

YKpttlog® t+4log? r+3logt+1)

Kp(tlog® X—l--510g2X+310gX+1)+j >

= Kp(Flog* X+3rlog3X+310g2X+4logX+1);
e majoration de Ls(X):
Kp X (34 log? X+3 $log® X +3log? X +4log X +1);

® majoration de A;(X):

Kp(glog* X +4log® X +3log? X + 4log X + 1)

*Kpt(dlog*r+4log®t+3logr+4logr+1)
+] 2 dt
i

= Kplihslog® X +35log* X +§log® X +5log? X + 5log X + 1).

On utilise alors le produit de convolution 5 = ds g5 pour é&crire, A
étant un réel qui sera fixé ultérieurement,

ls(n) ( ds () ( (ﬂ”)
ngx h 2 "a=22a3b n ) n‘ZS.X n’ )

nEA

soit

1’ -1
v’s’(X)s( )y df(,’")) s (AX).
- Py
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Des essais numériques montrent que les valeurs numériques optimales (par
rapport 4 [a contrainte P = 10%° et en vue du corollaire) sont obtenues pour
A entre 10° et 107. On calcule sans difficulté

i
s B _ o oga076..

pr=2a3b
we 1nh

. x3% > 39/1,01722,

et cela termine la démonstration de la proposition.
Démonstration du corollaire. Pour X =7P 2 7-10%% on a
irlog® (10° X) -+ log* (10° X)+3log? (10° X) + 5 log? {10° X)
+5log(108 X)+1
log*(7-10° P) )

25
* log3 P

1 log®(7-10° P)
= log? P
120 ° log® P
(as +25a* + 200> + 600a* + 600a + 120 )

1
< —log” P 73

120

= log 108%, On considére alors les valeurs
1,01722
3° x120°
a®+25a* +200a> + 600a® + 600a + 120
bS

en notant a = log{7-10%%) et b

= 1,70369.. .,

et 'on obtient

y2(TP) < 5,94321-107 % Kp(log P)’,
cependant que 'on rappelle (proposition 6.3) que y:(7P) majore o] (P).
ProrosiTioN 6.6. On a, pouwr P > 108°) la majoration

M, (ry, r3) < 3,95893-107% p (r,, r,) P (log PY* (log log P)*.

Démonstration. On reporte dans la majoration (5.2) la valeur 2C
=3,19736... (proposition 4.2), la majoration en g, (r;, ro) oy (hy, hy; P) de la
proposition 6.1, et la majoration de ¢ (hy, h,; P) du corollaire de la proposi-
tion 6.5. On trouve

M, (ry, r2) < 133019107 3 . (r,, ) Kp P(log P)°,
et il ne reste plus qu’a reporter la valeur de K, (lemme 6.4}.

6b. Sommation des constantes et démonstration du théoréme principal. En
conjuguant les résultats des propositions 3.5 et 6.6, on obtient, pour P
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= 108 la majoration

H,(P) €1,62317-1073( Y, C,(ry, r2)) P*(log PY’{loglog P)?,
rymod &
rpmod 6

avec C,(ry, ra) = 7. (ry» r2) 8(r1)0(ra) pe(ry, ra): les coefficients y,{r;. r;} sont
donnés par les tableaux qui accompagnent la proposition 2.1, les d(ry) par la
liste qui accompagne le corollaire de Ia proposition 3.3, et enfin les ,(r;, r,)
par les tableaux qui accompagnent la proposition 6.1.

En effectuant les produits, on obtient les tableaux suivants:

Colrs, ra)
"2 0 lous 2 ou 4 3
51
0 6,46894 " 0,05024 0,27255 1,17556
1ous 0,05024 0,00037 0,01078 0,00170
2 on4d 0,27255 0,01078 0,05848 0,04953
3 1,17556 0,00170 0,04953 0,03970
Cilri-ra)
y T2 0 lous 2oun4 3
0 0,36106 0,00335 0,01522 0,01135
l1ous 0,00335 — 0,00011 0,00072 0,00049
2004 0,01522 0,00072 0,00327 0,00331
3 001135 0,00049 0,00331 0,01135

On en déduit:
Y Colry, r)) = 1067748 et

rqmod &
rpmod 6

3 Cylry, ry) = 0,50387,
rymod &
romod 6

d’ot les produits 0,017331 ... et 0,8178...-107* qui fournissent les constantes
du théoréme principal.
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