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Sur les moments des forctions additives

par

Hueert DEeLANGE {Orsay)

A Paul Erdfs pour son soixante-quinziéme anniversaire

1. Introduction. Le théordme suivant, dd & Erd3s et Kac [4], est bien

connu:
Soit f une fonction arithmétique réelle fortement additive, satisfaisant a

(Pl € M pour tout p premier et ). f( (¥p=.()

aN1/2
A(x) = %51 o B(x)=(zf(p))

pEx psx P

Soit

{de sorte que B(x) tend vers linfini quand x tend vers Finfini).
 Ona pour tout t réel:

U RIE t} [

B(x , /‘231: — @

Ceci peut sexprimer en disant que la distribution des nombres

(f(m)— (x))/B(x) oli n< x converge vers la dlstnbutlon de Gauss de

moyenne zéro et de variance 1. B
1l est facile de voir qu'on peut remplacer dans la conclusum A(x) et B(x)

par d’antres quantités A*(x) et B*(x) satisfaisant 2
A*(x)—-A(x) =o(B(x) et B*(x)~B(x) (x— )

Cela résulte de ce que (f(n)—A(x)yB(x) <t Squivaut 3 f{n) < dA(x)
+1B(x) et que, étant donné t réel et & >0, on a pour x assez gran

A* (%) +tB* (x) < A(0)+(t+e) B(x)

11m #

X oo

est entendu que la lettre p est utlhsee pour représenter
ter les entiers > 0, dont 'ensemble est désigné
0. Le signe # désigne le nombre des &léments

{*} Tout au long de cet article, il
les nombres premiers et la lettre n pour représen
par N*. La lettre d représente aussi un entier >
de Tensemble qui le suit.
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et

Ax)+H(t —&) B{x) < A¥ (x)+{B*(x).

En particulier, si f(#) = v(n), le nombre des diviseurs premiers de n, on
peut prendre A*(x) = loglogx et B(x) = ./loglogx (pour x > e).

La démonstration originale d’Erdds et Kac utilisait le “théoréme limite
central” du calcul des probabilités et un lemme arithmétique obtenu a Taide
du crible de Brun.

Uliérieurement, Kac suggéra d'essayer de démontrer le théoréme
en prouvant que chacun des moments de la distribution des nombres
(f(m)—A(x))/B(x) ol n<x converge vers le moment correspondant de la
distribution normale de Gauss, c’est-d-dire que l'on a pour chaque ge N*

1 f(n)—-A(x))q 1o*> g,
lim — ) =, = wle 2y,
x=ros X né:x( B(x) ‘ A /2T[ *J‘m

ce qui équivaut a

1) T {fm— A0 = p, xB(x)"+ 0 (xB (x)7)

nsx

quand x tend vers l'infini.

Ceci a été réalisé pour la premiére fois par H. Halberstam [5]. Sa
démonstration comportait des calculs compliqués. Nous avons alors donné
une démonstration pius simple ([2], [3]), que nous avons d’ailleurs encore
simplifiée dans des exposés oraux, notamment dans un cours donné en 1970
& I' “University of Illinois”™.

Halberstam a aussi établi ([57], [6]), toujours pour une fonction forte-
ment additive réelle, des résultats analogues pour les valeurs de f sur les
entiers Q(nm), ou Q(p), ol @ est un polynéme 4 coefficients entiers, avec
Gn >0 powr n= 1.

Ses résultats sont les suivants:

Supposons Q irréductible et soit ¢(p) le nombre de sclutions de lu
congruence Q(mj=0(mod p} avec 1 € n < p.

F(0)? = o0, et soit

172
-3 9250« B(x)m(z g_(;_)f(p)z) .

pex pEx
Quand x tend vers l’mﬁm on a pour chague qe N*
YA (@) —A(x) = 1y xB(x)7+0(xB(x)*)

sous Phypothése que f(p) = o(B (p)) quand p tend vers linfini {ce qui eqmvaut
& max|f(p)l = o(B{x)} quand x tend vers linfini) et :

pEx

Suppesons dautre part que ZQM(E_)M

T (@)~ A = 57 (3) BL+ o0 () B

Psx
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sous les hypothéses que [f(p)l < M pour tout p et que B(x)/logloglog x rend
vers linfini quand x tend vers Finfini.

Récemment K. Alladi [1] a développé une nouvelie méthode, utilisant le
“crible combinatoire”, pour évaluer des sommes de la forme

2 & (m—a),

neS

n€x
o § est une partie infinie de N* et {g,) une suite de nombres réels,
assujetties a certaines conditions générales, et 4(x) est convenablement choisi
(f étant toujours une fonction fortement additive réelle).

Nous nous proposons ici d'indiquer comment on peut évaluer des
sommes d'une forme générale qui contient celles considérées ci-dessus (sans
les cocfficients a, pour la derniére) par une méthode plus simple et plus
efficace que celle d’Alladi. Elle ne nécessite pas Pemploi du crible et demande
des hypothéses moins fortes. En particulier, il nest pas nécessaire que f (1)
=0, comme le suppose Alladi.

Une modification évidente permettrait d’englober dans notre théorie des
sommes du type général d’Alladi avec des coefficients a,. Mais cela ne nous
parait pas d’'un grand intérét.

Notons que, dans tous les travaux cités ci-dessus, on commence par
€évaluer une somme déduite de celle considérée au départ en remplagant la
fonction f par la fonction “tronquée” f, définie par

=Z|:f(P)

PEY

ou y est une fonction convenable de x. Cette fonction tronquée cst encore
une fonction fortement additive.
Nous faisons de méme, mais Toriginalité de notre methode réside
essentiellement dans la maniére dont nous évaluons la somme relative 4 f,.
Le principe est essentiellement le méme que celui de la démonstration de
(1) dansg notre cours & 'University of Illmow il -est appliqué ici dans un cadre
plus général.

2. Préliminaires. L’évaluation de la somme relative 4 la fonction
tronquée est un probléme du type suivant:
f étant une fonction fortement additive réelle satisfaisant a

S =0 si pgE,

ol E est un ensemble fini de nombres premiers (ici 'ensemble des p < y) et

o/ une suite finie d’entiers > 0, évaluer la somme Y (f(@—K), ou K est
agsd
une constante réelle et ge N*.
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2.1. Nous commencerons par examiner un probléme général de ce type,
ol la fonction f n'est pas forcément réelle et K est un nombre complexe
arbitraire. Naturellement il faut faire des hypothdses convenables sur la suite
o et I'ensemble E.

Soit donc E un ensemble fini de nombres premiers et o un suite finie
d’entiers > 0.

Nous posons P =[] p.

pek
Pour chaque de N*, soit o/, la partie de </ formée des termes qui sont
multiples de d, et |/, le nombre des termes de ..
On suppose que, pour chaque d divisant P,
w{d
|24 = LX""‘&
d
oll X est indépendant de d et w est une fonction multiplicative.
f étant une fonction fortement additive satigfaisant a

fipy=0 pour p¢E,
on se propose d’évaluer la some ) (f(a)~K), ot ge N* et KeC, 4 l'aide de
ae .l

X, @ et des restes r;.
Nous remarquons d’abord que cette somme est g! fois le coefficient de z°
dans le développement en série entiére de lexpression

z e(f(a)~K)z — e—Kz Z f;(d),

aed assd
ot f(n) = &I,

Soit g, = f, = u.
Comme f, est multiplicative, g, Test aussi.
Pour re N*,

0. (7) = () (7T = D=0,
Ceci donne g, (p") = 0 pour r>1 et

) = &P _1  pour peE,
%= =0 pour pe¢E.
Par suite
(n) = 0 si  ntP,
g: [ ®-1 s nP.
pln

On a donc

folm =} g.(d).

JP
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On obtient ainsi

e Y f(a) = ¥ (3 g,()

aed aczs d
d|

a
P

=Y g. ()t

dP

Kz d
=e Z (m_c(i—lX'i'rd)gz(d)

d|p

- d
~xe x> 20 e Y g @)

P d|P

. w(n) . o
La fonction n =g (1) étant muitiplicative et nulle quand n n'est pas

sans facteur carré, on a

d

d|p pek pek p

Finalement, en posant

P(z) =e % [] (1+—C?—é?l(ezf“’)—l)) = § a2,
¥=0

peE

on trouve que la somme Y (f{@)—K)' est égale 4 gla, X+gq! fois le
acd '
coefficient de z? dans le développement en séric entiére de e~ ** ) r;g,(d).
daiP
On peut omettre dans la somme Z rsg, (d) les termes correspondant aux
aPp

d tels que v(d) > ¢.(3) En effet, comme 0 est zéro d’ordre > v(d) de la
fonction entidre zi—g,(d), si v(d)>g le coefficient de z* dans le
développement en série entiére de g_(d) est nul

On voit ainsi que

E.g(f(“)‘K)qf-q!a.,X=q1

fois le coefficient de z? dans le développement en série entiére de

e-Kz Z rdgz(d.)-

ar
W <q

(%) Rappelons ici que mous désignons par v(n) le nombre des divisenrs premiers de n.
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Il va nous &tre commode d’introduire la notation suivante:

u et v étant des fonctions holomorphes & Torigine, avec u(z) =

Z v z5, ol w,eC et v,e R, nous écrivons
k=0

et viz

u(z) < v(z)

pour indiquer que on a |u| < v, pour tout k 2 4. (On pourra dire que u(z)
est “dominée” par v(z).)
Cette notation obéit i des régles de calcul évidentes.

Nous obtiendrons une majoration de

1
=2 (F@)
q. ac.d

en formant une fonction entiére ¥ telle que

e ™ ) rag.d) <¥(2)
4P
vdy<gq

On a g.(d) <exp(z |f(p)) parce que, pour chaque p,

pld

—K)'—qgla, X|

FW _ | < el ftail
Il en résulte que :

e 3 rageld) < 3 rdexplz (17 +IKI).

d|P

W) <g vid)<q

Nous obtenons ainsi

)] \Z (@-Kf~qlgX|< ¥ lrdl(zllf(p)Hl'Kl)q-
old

aip
v{d)Sq

22, Jusquiici K était un nombre complexe quelconque. Le cas dont

nous aurons besoin est celui ol K =) —= ©(p) f{p). Dans ce cas on a

pekE

®(zy=1] (l-i— ©lp )(ezf“” 1)>exp ( o (p) )
pek P

On déduit de ce qui précéde le théoréme suivant:

TutoreME 1. Soit E un ensemble fini de nombres premiers contenu dans
Pintervalle [2, y), et soit P=]]p.

évidemment

pek
Soit, dautre part, o une suite finie déntiers > (.

219
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Pour chaque de N*, soit o/, la partie de o/ formée des termes qui sont
multiples de d, et || le nombre de termes de oF,.
On suppose que, pour chaque d divisant P,

wld)

|y = —=X+r,,

oii X est indépendant de d et o est une fonction multiplicative satisfaisant
w(p)<£Q pour tout peE.

Etant donné une fonction fortement additive f satisfaisant a

fipy=0 pour peE,
posons
w(p) If {p)
- v o = F* =
A ;ZE 5 f(p, F T&Xif(p)l, | X e p
et

p)= Y a2
k=0

Alors on a pour tout ge N* les inégalités suivantes:

Pz =[] (1 -I—E(—)%(ez“")—l))exp (—

psk

3 |Y (f@-4)f—qla, X| < F(Qloglogy+C @+q)* ), n*(d)lrd
asod <y
\::d)éq
er
@ T (fla—A —qla, X| <(C,Q+9° F*(logy) ¥ i (@lrd,
acsd <yl

vy Sq
o Cy et C, sont des conmstantes absolues.
Démonstration. On utilise Pinégalité (2), ot X = A.
On remarque que, si d/P et v(d) < g, d est sans facteur carré et < y%.

D’autre part, comme |4] < Q2 Y lfip)l et, pour chaque p < ¥, |f(p) <
sy
et |f(p) < F*logp, on a
1
|A| < QF ¥, - < QF (loglog y+Cy);
pEy
oit C; =sup(} 1/p—loglogt), et
122 p<i
A < oF* T =2 < ¢, 0F* logy,
gﬁy
1
on C2‘sup Y — o5

22 lpge P
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Enfin 11 est clair que, si v(d) < ¢, on a
SIf@l<gF et YIf(pl < Frlogd <qF*logy.
rld pld
2.3, Nous aurons aussi & utiliser le théoréme swivant:
TueoreME 2. E, P, o, & et |sf,| ayant la méme signification qu'ou début
du paragraphe 2.1, on suppose que, pour chaque d divisant P,

|, < Mﬂla@)(,

ot w, est une fonction multiplicative.
J érant une fonction fortement additive satisfaisant a

flpp=0 PEE,
on a pour ge N* et ¢ >0 guelconque

g MX[ (& cem
®) Lar <= {egp(kz E(ZTU(M ))—1}.

aesd =1 peE

pour

Démonstration. On a [f(n)] <f*(n) =3 |f(p)l, et par suite
air

Lf@r< ) f*ap.

ac asd

f* est encore une fonction fortement additive.
Soit f* (W) =&/, g =f¥up.
g¥ est multiplicative et on a

0 si  nfP,
grin) = { [TEe®i—1y si  nP,
pin
et
X =3 g ().
i
Par suite,

agff““’ =Y (Xord) =Y g (dl.

agd d{P 4P
dla
Avec la notation < introduite plus haut, on a

Y gt @it < mx ¥ 1D e ).
. P ar 4
Mais :

) wld(d) gt @ =T] (1 +C_°_1_(£)(ez|f(p)l_1))_
pek 4

dF

icm
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Ti résulte de Ja que la somme Y. |f(a)’ est au plus égale & g! MX fois le

ag.sf
coefficient de z? dans le développement en série entigre de

I (1 +gl_(g)(ez1f«mi _ 1)).
pekl b

Il est clair que ce coefficient est le méme que le coefficient de z? dans le
polyndme

1l (1+“’1p(‘°’ 5 fk—‘,lf(p)!")wl-

k=1

Les coefficients étant tous = 0, si ¢ est un nombre > 0 quelconque, la
valeur du polynéme pour z =g est au moins égale & o? fois ce coefficient.
Celui-ci est donc au plus égal 4

1( ( ml (p) d Qk X

- 1+ =N =1 )
o* ;I;IE p k§1 k!_

Comme, pour chaque pek,

w (P & & o (p) & o
1+—;—-k§1 Hlf (nfF < exp ( > 1;1 ﬁlf (p)l"),

on a

wlp) & 0 (p) (& &L
1 (1+22 5 @ ) <oxp (5222 (£ Firoor )

peE k=1 psE k=1

Pour obtenir le résultat voulu, il ne reste plus qu'd remarquer que

o () (& ¢ k)_ d ,Q_'i( @; (p) k)
EE » (,;kzlf(p)l .k;l ] pZEZE p Lf (o
3. Application des résultats précédents. Dans tout ce qui suit {5,} est une
famille de suites finies d’entiers positifs, pas forcément distincts, ou lindice x
parcourt ensemble des nombres réels au moins égaux a un certain xp > 0.
iS,| est le nombre des termes de la suite S,.
Ii est entendu une fois pour toutes que nous faisons les hypothéses
suivantes: .
{a} |S,| tend vers linfini quand x tend vers Pinfini et on 2

maxn=0(x%) pour un 43> 1;

neSy .
(b) On a pour chaque deN* sans facteur carré
. o
3 1 =22 50,
nesy d
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ol w est une fonction multiplicative satisfaisant a
0<w(p)<Q pour tout p premier

et ry(x) = 0(X(x)) quand x tend vers linfini.

Ceci détermine X (x) a un facteur 1+0(1) prés (car la derniére relation
donne en particulier, pour d = 1, |S,] ~ X (x)) et détermine les valeurs de w
sur les entiers sans facteur carré.

X

Dans ia suite nous aurons a ajouter d’autres hypothéses sur ry(x).

3.1. Voici quelques exemples.
wXe=1d=1 X{x)=x w(d=1.

6 p
xg=1, 4=1 X(x)=—=x, w(d}=]]—— pour 4 sans fact ]
= () Qp—!—l p ns facteur carré.

Iei fry(x)| € 2./6x'* (cf. [8], exercice n° 18).

3. 8, = {Q(M},<x OU O est un polynéme a coefficients entiers, de degré
6221, tel que Q(n) > 0 pour tout n,

xo=1, 4 =48, X(x) =x, w(d) =nombre de solutions de la congruence
G(n=0(modd) avec 1 <n<d

Ici Iy ()] < w(d).

4. 8, =1{0(P)}<x 00 Q est comme dans Texemple 3, x, =2, 4 =4,

] d

X =lix, wd =29
@ (d)

Q{n) = 0(mod d),

ol ¢(d) est le nombre de solutions de

avec lsn<det (n,d=1.

) 1
1; |rd(x)|SQ(d)(?3ixl n(x;d,z)—mlix +v{(d, QO), ou ={x;d, )
= 1.

pEx
p =lmodd)

I_l est 4 noter que ¢(d) < C&*™, avec C=1 si Q n'a pas de diviseurs
premiers fixes.

5. 5 == la suite des entiers < x qui satisfont a
v(n) = {mod m),

ol /et m sont des entiers fixés, m = 2.
Xo =le plus petit entier satisfaisant a la condition indiquée.

X(xy=x/m, ow(d=1.
3.2. Nous considérons maintenant une fonction fortement additive réelle

f satisfaisant 2 ZCU_(E)_ Fip¥ = o.
P

icm
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Nous posons

w(p) @{p) 12
Ax)y= Y ——flp) e B(x)= (Z —fpy
pEx p pEx p
(de sorte que B{x) tend vers +co quand x tend vers +c0).
Nous allons exposer comment on peut prouver simplement, sous des
hypothéses convenables, que, pour chaque ge N*, I'expression

Lo (fO)=A()Y
ISx|Z( B(x) )

nedy

tend vers une limite finie, soit m,, quand x tend vers I'infini. (Pour g =0
Pexpression considérée est égale a 1)
Ceci revient & prouver qu'il existe une suite {m,) telle que, pour chaque

qe N¥,
(6) Y (S —AG) =m, X (x)B(x)'+o(X(x)B ()

neS,

{x — + ).

Le principe de la démonstration sera le suivant:

Etant donné un entier N > 0, on montrera que la relation (6) a licu pour
g<N.
La démonsiration se fera en trois étapes.

Le point de départ sera une évaluation de la somme

Y (fim—40),
neS
ol f, est la fonction tronquée définic plus haut et y =x* ob 4 sera um

nombre > 0 convenablement choisi.
La premiére étape consistera & mMON{rer qu'il existe une suite [my} telle

que, quand x tend vers linfini, on a pour 1 € g < 2N
M T (f(m—AG)) = my X () BOY+0 (X (x) B?)-
neSy

On montrera ensuite que Ton a, toujours pour 1 <4< 2N, la. .mé‘me
relation od A(y) et B{y) sont remplacés par A(x) et B(x), c’est-d-dire

®) S (5 —A)' = mg X (9 Bl +o (X (x) BLY).

neSy

Enfin, on déduira de 1 que la relation (6) a lieu pour 1< g < N.

Nous verrons au cours de exposé quelles hypothéses portant sur §, et
la fonction f permettent de réaliser chacune des étapes.

Naturellement une hypothése plus faible sur S, nécessitera une plus forte

sur f.
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3.2.1. La premiére étape comporte deux parties. On commence par
_obtenir une approximation de la somme

2 (fm—4m)f
neSy
en appliquant le théoréme 1 4 la fonction f, E €tant lensemble des p < y.
Ceci ameéne & introduire la fonction entiére @, définie par

@,(z) =[] (1+Eo~*;;ﬂ(e”"’)_l))exp (—z w—;@f(p))
sy

X0

et 4 poser @,(z) = Y a(y)z*. (Noter que az(y) =1 car ¢,(0) = 1)
k=0
Chacune des inégalités (3) et (4) donne une majoration du module de la
différence

L (A=A —q a() X (x).
#eS
Il nous faut une majoration qui soit o(X (x) B(y)¥) pour g < 2N.
On voit que I'on obtient ce résultat en prenant i assez petit si I'une ou
Fautre des hypothéses suivantes est satisfaite;

(H,) H existe f<]0, 1[ tel que, quand x tend vers l'infini, om a pour tout

ke N*
X (x)
2 — . _
L, wdir) = o ((10 TTo x)k)
M CIET
et on a
) max|f (p)l = o(B(x));
rEx .
{H,) 1l existe f 10, 1[ tel que, quand x tend vers l'infini, on a pour tout
ke N*
' X (%)
W (d)ry (%) =0 ( )
dé\:xﬁ Yira () (og
. vdy sk
et on a
(10) maxM = o{B(x)).
p<x lOgp ( ( ))

Dans les deux cas, il suffit.de prendre A < B/(2N).

Avec Tune ou l'autre de ces hypothéses, si 4 est ainsi choisi, on a pour
I<g<2N

g (L —A0) = 0! 6,V X (I+0(X (B  (x - o0).
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On obtiendra la relation (7) pour 1 € ¢ < 2N si, pour chaque kEN*, l.e
rapport a,(y)/B (¥f* tend vers une limite finie m,/k! quand y tepd vers linfini.

Comme
D\ _ g e,
% (55) - Z 307

ceci a certainement lieu 'l existe un disque cuvert D centré au _poin_t 0 dans
lequel @,{z/B(y)) converge uniformément quand y tend vers linfini.
Si la limite est ®(z), la fonction @ est holomorphe dans D et on a dans

ah

< Pk et, pour chaque k
ce disque le développement de Taylor ¢(z) = Zoﬁz , et, po o} ,
k=0 Rt ‘

a (y)/B(* tend vers my/k!.
On a

z __,3(_1’2._@)
gp”(B(y)):H(HH”(Z’J)))'EXP( T p B/

p<y

ol
w T
u,(z, ¥ = -—I()—a(e'f“”“’(l’) —1).

Etant donné ¢ >0, on a pour [z[ € ¢
2 iz
(11) 1, (z, V) s;(eﬂ PIBK _ 1),

Si Pune ou Pautre des hypothéses (H,) et (H3) est sati_sfaite, on & (10) et
par suite il existe M >0 et y,= 2 ‘ tel que, si y=y, on a
f(p)) < MB(y)logp pour tout p <y, ce qui, avec (11), donne

Q _
u, (z, Y < ;(p"‘“f 1) < @pMe~t.

Supposons fixé un g < 1/2M). .
On voit quil existe y, > yo tel que, st y >y, on a pour tout p<y

y(z, Y] < /2 powr I <o

En effet, il existe pq tel que, pour p = Po, QpMe~t < 1/2. Pourl’_chggiu% p
< Po, le second membre de (11) tend vers z€ro qpand y tend vers én . c n
a le résultat voulu en prenant y; = Vo tel que, s y 2 yy, €€ Secon membre

soit < 1/2 pour tout p < po-
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Si yz y;, pour tout p<{y on a pour |z ¢

Ltuy(z, y) = exp(u, (2, ) 0,0z, ¥), 08 o, (2, p) < fu,p(z, 120,

Ceci donne, pour y = y,,

_E @) (v f_p_
® (B(y)) P (Z y (‘T TR AP IR

nsy

On voit que, quand y tend vers linfini, la somme } v,(z, y) converge

. . . sy
uniformément vers zéro pour !zl <o

En effet, pour |z| < g,
2

|2 vplz. }’)l < Y luplz, WA Y i_z(eelftp)lwm_”z

pEY psy sy

La derniére somme tend vers zéro quand v tend vers infini car chague
terme est major¢ indépendamment de y par 0Q%p*™MeD dy fait que
If (P}l < MB(y)logp, et tend vers zéro quand y tend vers Pinfini.

On voit ainsi que q?y(z/B(y)) converge uniformément sur un disque
ouvert centré au peint 0 quand y tend vers linfini 8l existe ¢’ > 0 tel que la

somme
fo_
By 1)

converge uniformément pour |z} < ¢’ vers ume Lmite ¥(z), et on a alors

lim &, (z/B(y)) = exp ¥ {z)

¥~

y _p_( =f(PHB() _
p

pEy

pour |z} < minlg, @).

'Ail_lsi, on obtient la relation (7) pour 1 < g < 2N (1 étant choisi comme
on a dit) s1, en plus de I'une des hypothéses (H,) et (H,), on suppose que,
quand y tend vers l'infini; la somme

z&p)-})

9@ (EZI (DB __
z B(y)

rsy P

) Pour |1 <1,

i'c"Z
l+umexp(u+u22(-1)" L p )

) . k=2
Si uf < 12,

i -2

td
__lkkl
2 (= I

k=2

l @
< ;XM
2=

d’aprés {11).

icm
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converge uniformément sur un disque de centre 0 vers une limite ¥(z). La
fes]

suite {m,} est déterminée par le fait que }T"z" est le développement en
k=0 K
séric entiére, au voisinage de 0, de exp ¥(z).
On peut transformer cette hypothése en introduisant Fexpression

w{p)
Ki=o— 3 ——fp )2
B(xy* X%
(x} f(p)P;uB(x) P

qui, pour chague x = 2 et tel que B(x) > 0, est une fonction non deécroissante
de u, égale & 0 pour u < min(f(p)/B(x)) et & } pour u >max(f(p)/B(x))

psx psx

On voit que 'on a

_,1) = +jmi_%idgy(u)

bl ¥

S0
B(y)

(0@t on prend (¢ —uz—1)/u® = z*/2 pour u =0).
Avec Thypothése (H,), il résulte de (9) quil
x, 2 max(x,, 2) tel que |f(p}f < MB(x} pour x = X,.
Alors, des que ¥ = x,, on a K,{1) =0 pour r < —M et K,(t) =1 pour
t = M et lintégrale au second membre de (12) se réduit a

@ (p) (ezf(p)fam -
{12) 2 »

psy

existe M >0 et

Mg gy —1
[T K ).
CwH

On voit quil y a convergence uniforme sur tout ensemble compact,
quand y tend vers linfini, 8] existe une fonction de répartition K {nulle pour
u< —M et égale 4 1 pour u > M) telle que, quand x tend vers Iinfini, K, (1)
converge vers K (u) en tout point de continuité de K. La limite est

Tt gz 1

ul

dK{u)

= o0

et est une fonction enti€re.

On voit facilement qu’avec Phypothése (H,) il y a convergence undforme
pour |z] < R il existe une fonction K non-décroissante sur R telle que,
quand x tend vers linfini, K (1) tend vers K {u) en tout point de continuité
de K et si on a quand x tend vers linfini

+w
| e*MaK. () =0(1),
— @

ce qui est équivalent a

(13) Zw;p)f (p)zexp( (p)]) O(B(x)?).
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. ) tow uz HZ — 1 )
La limite est encore | ———5——dK () et est une fonction holomorphe

e M
pour |z| < R.

Finalement, on a la relation (7) pour 1< ¢
ment choisi) dans les deux cas sufvants:

(a) L'hypothése (H,) est satisfaite et il existe une fonction de répartition
K telle que, quand x tend vers I'infini, K (u) tend vers K (u) en tout point de
continuité de K;

{b) L'hypothése (.} est satisfaite et il existe une fonction K non-
décroissante sur R et un R > 0 tels que, quand x tend vers Finfini, K, (4) tend
vers K (u) en tout point de continuité de K et on a (13).

La suite {m,) est déterminée par le fait que Pon a, pour tout z dans le
premier cas, pour |z| < R dans le second,

< 2N (1 étant convenable-

+°°e"z—u2w~1
Zf = (jm——ﬁz dK(u)).

Notons qu'en fait la relation (7) a lieu pour 0 < g < 2N car elle a lieu

trivialement pour g = 0.
3.2.2. On voit qu’on obtient la relation (8) pour 1 € ¢ <
I'hypothése que I'on a

2N si on ajoute

B(x} ~ B(x)

(On voit immédiatement que, du fait que la fonction B est non-décroissante,
ceci entraine que B(x*) ~ B(x) pour tout « > 0.)
D>abord, comme y = x* on a quand x tend vers l'infini

my X (x) B(¥)*+ o (X (x) B(3)7) = m, X (x) B(x)"-+0 (X (x) B(x)?).

{x — o0).

D’autre part, en partant de

L) —Ax) = (f, ()~ AW~ (4(x)— A()
et utilisant la formule du binéme, on trouve que, pour 1 < g < 2N,
2 (H—40) = T (fm—A)f
nes,. HeSy,
+ 3 (=1 @(A =40 T (hm—ap) ™
k=1 nesy,

Compte-tenu de ce que Ton a (7) pour 0 < g < 2N, pour obtenir (8) il
suffit de montrer que

A(X)—AQ) = o(B(x)).

Sur les moments des fonctions additives 229

L’inégalité de Caunchy-Schwarz donne

=401 =| T 2P i< ( )M—Q&xw? )

y<pSx
On a
> 5”—@49 Y S=0(Y
ot y<pgx P y(prp
?—Ig—)f'(p)l — B(?~ B = o(B()?)

Notons, ici encore, que la relation (8) a lieu en fait pour 0 < g € 2N.

3.2.3. On voit maintenant que, du fail que la relation (8) a lieu pour
0 < g € 2N on peut déduire que la relation (6) a lieu pour 1 < g < N si 'on
peut montrer que 'on a

(14) S (F—f,m) =o(X () B(x)) pour

neSy
En effet, en partant de
£ =400 = (f, ()= A+ (f (0 =L {m)

et utilisant 1a formule du bindme, on voit que, pour 1 £ g < N,

Y (f—AY = 3 (fm-A)

neSy neS

2<g< 2N,

+ Z ( ) Y (f—f00) (fm— At

nely
La premiére somme au second membre est égale &
my X (x) B(x)*+0 (X (x) B(x)9).
Drautre part, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|5 (f (), ) (= A G
it 2, -~
<(Y (P~ (L (ho—A09y™)

neSy neS.,

12

et, d'aprés (8) pour 0 < g < 2N, on a pour I k<N
% (=) = 0 (X BE*™*).

nesy
L’hypothése la plus sxmplc qui permet d’etabhr (14) est que l'on a quand
x tend vers linfini

(15) max|f (p)l = o(B(x))-

pEx

2 — Acta Arithmetica . XLIX.3
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En effet, étant donné A’ > 4, si x est assez grand, tout neS, est € x¥.
Par suite, pour tout neS,,

fr=fel =] f ()] < — max [ (p)

pln p-.xA
P>y

car le nombre des p > y qui divisent n est < A/A.
Ceci donne
y

3 (o= <154 (5 [ tmas i)
2= pExd

Le second membre est o(X (x)B{x*)?), donc (X (x)B{x)).

Notons que Phypothése que Pon a (15} implique par clle-m&me que
B(x?) ~ B{x) quand x tend vers I'infini, de sorte que I'on n’a plus besoin de
cette dernire hypothése.

Elle implique aussi que, quand x tend vers Pinfini, K, (1) tend vers 0
pour u <0 et vers 1 pour u > 0.

Compte tenu de ce qui a été dit a la fin du paragraphe 3.2.1, on voit que
les hypothéses que l'on a (15) et qu’il existe f<]0, 1[ tel que l'on ait

_ (x)
diﬁ #2 (d)ra(x)| =0 (W

vid) =<k
suffisent pour que l'on ait (6) avec

) pour tout ke N*

oo
{ wie "2 gy

: 1
mq““q‘“\/:ii:w

{car
o +oo uz .
y Ek,_ k— g2212 :exp( f fm_l;_z_l_dl((u))
k=0k —_ u

ot K(u) =0 pour u <0 et 1 pour u>0).

Notons que, dans ce cas particulier, la démonstration peut &tre simplifiée
car il est facile de montrer sans utiliser K, (u) que (15) implique la convergen-
ce uniforme pour v tendant vers 1’1nﬁn1 de @,(z/B{y)) vers & 42 qur tout
ensemble compact.

Pour avoir une hypothése sur la fonction f moins forte que (15), il faut
supposer davantage sur §,.

On peut, par exemple, ajouter Thypothése qu'il existe k, et k, > O tels
que l'on ait

16) o Y 1<k k029 vy
neSy d
din

pour tout de N* sans facteur carré et tout x > un certain X; 2 Xg.

Sur les moments des fonctions additives 231

Alors, au lieu de (13), il suffira de supposer que, quand x tend vers
Pinfini, on a

) 5 %@mmﬁ -

2

o(B(xY)

{ce qui, avec Thypothése que B(x*) ~
x<p<x?

pour tout k > 2,
X<p&x
B(x), entraine la méme relation ou
est remplacé par x < p < x* avec 2 quelconque > 1.

En effet, en appliquant le théoréme 2 4 la fonction f—f,, avec E =
p<psx®, ool A est fixé>d M=k, o, )=k et o=1/B(y),
et supposant x assez grand pour que maxn < x¥, on obtient

nely

=1 ()

neSy
: p 2 Ky ( w(p) k)) }
< qlky X(X) By} %exp(kgl———-——k! BOF ]-jéxd » \f (pl

Mais (17) impEique que I'on a guand x tend vers Finfini

: cu . _ w{p) i
> ; If( = 3 ” —|f(p}* =

y<psydit

o{B(y¥) pour k>2,

yapgxd
et Phypothése que B(x?) ~ B(x) implique la m&me relation pour k =1 et 2.
Pour k =2,

w(p)
aia P

IF (P = BO*" —B(y) = o(B()?)-

y<p<y
Pour k =1, l’inéga]ité de Cauchy-Schwarz donne

12 172

.v<p$y"“' yepspdis P y<p€)’ﬁ";'
et on a
1
o]
Peg v -=o0W
pepdis P y<psydd

Il est & noter que, si on a max|f(p) = O(B(x)) et B(x* ~ B(x), on a

pPEx

(1. .

3.24. En récapitulant ce qui a été vu dans les paragraphes précédents,

on obtient les théorgmes suivants: ‘
TutoreME 3. S'il existe un fe]0, 1[ tel que, quand x tend vers Tinfini,

X(x)
X Wi = o((—m_loglogx)_k) pour tout ke N*
dsxb . .
wd) £k
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et si on a quand x tend vers linfini

max | f (p)| = o(B(x)),

pPEx

on a pour tout ge N*

.1 f(n)“A(X))" 1 "® 2
lim — (— =gy [ wle” 2 du.
x—van |8l ,,éx B(x) I _‘L

TreordME 4. Supposons que

(1) Il existe Be]0, [ tel que, quand x tend vers Pinfini,

X(x
Y @i =0 ((Fgl(&g)—x}—k) pour tout ke N*:
dgxf
vidy sk

(2) il existe ky et ky > C tels que

5 1<k k02 x g
neSy
dln

pour tout deN* sans facteur carré et tout x = un certain X, = X;
(3) on a quand x tend vers Pinfini
max|f(p) =O0(B(x}) et

pEx

B(x?) ~ B(x);

(4) il existe une fonction de répartition K telle que, quand x tend vers
Pinfini

1
KW =g I R0
JipySuB(x)

tend vers K(u) en tout point de continuité de K.
Alors on a pour tout ge N*

.1 (f(n)—*A(X) !
lim — ) =m,,
x— o ]le neSy B(X)
ofi la suite {m} est déterminée par le fait que, pour tout ze C,

oo m +owojuzr ___1
Z'k—fz“ = exp( | E—uz—z———dK(u)).
o k! S u
THEOREME 5. Supposons que
(1) Il existe Be]0, 1[ tel que, quand x tend vers Tinfini,
X{x}
Z 2(d)| rg ()] = (w * -
2 pEdfrg(x) =o oz 2 pour tout ke N*;

vidy sk
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(2) il existe ky et ky >0 tels que
) 1<k1k3“°@xm

neSy
d|n

pour tout de N* sans facteur carré et tout X > un certain x, 2 Xg;
(3) on a quand x tend vers Tinfini

fl
maX logp ~ OB

ef, pour tout k> 2,

B(x?) ~ B(x),

w(p)
Y i =0(B(x)*);
:r:<p‘~<.:¢:'2 :

(4) il existe une fonction K non décroissante sur R et un R > 0 tels que,

quand x tend vers linfini,

o) o2
T R
J(p)<uBix)

Ky(u) =

tend vers K (u) en tout point de continuité de K et

Zm(p)f(p)"'eXPR%gﬁm

- = (B(x)?).

Alors on a pour tout ge N*

im _1_ ¥ (f(ﬂ)“A(X))q =m,

x—a@m ISx1 neSy B(JC)

" ot la suite {m,} est déterminée par le fait que, pour |z] <R,

w + oo Lz
o, ( e —uz— 1 IK
Xt =exp| | —F—dKW) }.
kgo k! - u
Notons que la conclusion du théoréme 3 implique que, quand x tend
vers Finfini, la distribution des nombres {r (n)— A(x))/B{x) o0 n parcouﬁ la
suite S, converge vers la distribution normale de Gauss, et les conclasions
des théordmes 4 et 5 impliquent que cette distribution converge vers la
distribution dont la fonction caractéristique est
+ ""ei"‘—itu—l
qo(t} = exp ( J TdK(u)).

- o

3.2.5. Si la famille {S,} est 'une de celles que nous avons données
comme exemples 1, 2, 3, 4 au paragraphe 3.1, la’ majoration de [rz(x)| que
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nous avons indiquée implique gue la premiére hypothése de chacun des
théorémes 3, 4 et 5 est satisfaite.

L’implication est triviale pour les exemples 1, 2, 3 (on peul prendre f
quelconque € ]0, 1[ pour les exempies 1 et 3, § quelconque & 10, t/2] pour
lexemple 2). Elle résulte simplement du théoréme de Bombieri-Vinogradov
pour Pexemple 4; on peut prendre f quelconque e 10, 1/2[. '

On peut montrer que cette premigre hypothése est aussi satisfaite dans
l'exemple 5, avec § quelconque e ]0, 1[.

La deuxiéme hypothése des théorémes 4 et 5 est satisfaite dans les
exemples 1, 2 et 5, et dans Uexemple 3 si Q(n)=an+b, o0 a >0, b> 0 et
{a, b) = 1.

On peut prendre

k, =k, =1 pour l'exemple 1;

ky, = (2/0(4), ky =9/5 pour I'exemple 2(%);

ki =a+b+1, k; =1 pour Fexemple 3 ot Q(n)=an+b, a>0, b >0,
(e, b)=1;

ki, =m, k; =1 pour l'exemple 3.

On voit que le théoréme 3 donne les résultats de Halberstam cités dans
I'introduction. Notre méthode fournit donc une démonstration simple de ces
résultats,

Pour le dernier, il apparait que I'hypothése que B(x)/logloglogx tend
vers l'infini quand x tend vers Pinfini est superflue. Sans doute Halberstam
n'avait pas pu se débarasser de cette condition parce que, a cetie €poque, il
ne disposait pas du théoréme de Bombieri-Vinogradov.

4. Remargues,
4.1. 51 on a pour chaque geN*
1 S - Ax) ¥
fim 153 & ( B )™

AT

on a la m&me relation avec, & la place de A(x) et B(x), des quantités A*(x) et
B*(x} satisfaisant a
A*(x)—A(x) =o(B(x)) et B*(x}~B(x) (x— co).

(*) Y est facile de voir que, pour deN* sans [acteur carré, le nombre des n < x qui soni
sans facteur carré et multiples de o est inférieur &

X L TN _ 4@ 1+ lp
E(IPII,;(HP)(E;(H 2))_C(4) e L+ 1/p%

Wl o ny

1 1
Pour chaque p, (1+~) / (1+ﬁ5)g
- RS P
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On le voit en partant de I'égalite
F =A% () = {f (m)— A(x))~(4*{x)— A (x))

et utilisant le développement de la puissance g-iéme du second membre par
la formule du bindme.

4.2. Dans tous les exemples que nous avons donnés au paragraphe 3.1
la suite S, était une section commengante d'une suite infinie fixe den-
tiers > 0.

Ce n'est pas nécessaite.

Ainsi, les deux premiéres hypothises du théoréme 5, qui sont les
hypothéses les plus fortes sur S, dans les théorémes 3, 4 et 5, sont satisfaites,
par exemple, st S, est la suite des ne]x, x+6x1, ol 4 est un nombre
positil fixe, pour x> 1/3.

43. Une modification évidente de notre méthode permettrait d'introdui-
re des poids, comme le fait Alladi.

En remplagant |S,| par S*(x) = > a,{x} et 3 Lpar ), a,(x) (avec a,(x)
. neSy neSy nesy.

dle__dlp
= (), on démontrerait, avec les hypothéses appropriees. iemstence de

(f(r1)-A(x))“_

lim = . 4,09 B(x)

X S* (x) neSx

4.4. Nous mavons considéré que les fonctions fortement additives satis-
faisant a .

Z%(fnlf(p)2 =0,

Notre méthode permettrait aussi bien be traiter le cas des fonctions
fortement additives pour lesquelles

2P o <o,

45. La méthode utilisée au paragraphe 2.1 peut étre étendue & l'étude
des problémes plus généraux suivants:

Soit E un ensemble fini de nombres premiers, P = I1p et fis fauees fi
peE

des fonctions fortement additives satisfaisant a
fi(p)=20 péE, . j=1,2,..., 5.

Soit o/ une suite finie d’éléments de N*%.
Désignons par a = (;, ..., G Un glément de ..

pour
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Evaluer la somme ¥ (fi(a;}+/2(a:)+ ... +fi{a)~K)', o0 K est une

aco
constante complexe et ge N¥, ou la somme

Y (fila)—K ) (falaa) = Ko)? oo (fila) — K™,
agsd
oit K;, K;, ..., K, sont des constantes complexes et g,, ¢z, ..., g, des entiers
= 0.
Ici ¢/, devrait étre remplacée par la partie .oy, 4, ..,
termes pour lesquels d,|a,, dslas, ..., dJla, et la relation

d
ot = 2 x4,

4, de o/ formée des

ar
P _w(dlsd?.:--':ds)

o = X+r ,
[y, ad 1.4, .4 a1 eendy

ol w est une fonction multiplicative de s entiers > 0.

Les résultats. peuvent Etre appliqués 4 des problimes de moments
correspondant aux problémes considérés par Kubilius dans les chapitres V et
VIIT de son livre [7].
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1. Introduction. If f(n) is any function on the nonnegative integers,
define its first difference A f by Af (n) = f(n)—f(n—1) for n = 1, 4F({0) = F(0).

_ The kth difference A4*f of f is then defined recursively by 4*f = A(4*" 1 /).

A few years ago, L. J. Good [5a] asked about the behavior of 4* p(n}, where
p(n) denotes the number of unrestricted partitions of ». He initially conjectu-
red [5a] that if k> 3, then the sequence A*p(n), n=0, 1, ..., alternates in
sign. However, computations by R. Razen and independently by L. J. Good
and his associates [5b] found counterexamples to this conjecture, and led to
a new conjecture, namely that for each fixed k, 4* p(n) > 0 for n sufficiently
large. I. J. Good [5b] even made the stronger conjecture that for each k,

“there is an ny (k) such that 4% p(n) alternates in sign for n < ny(k), and 4*p(n)

>0 for n> ng(k). He also suggested that 6(k—1)(k—2)+k’/2 might be a
good approximation to ny (k). Some further computations by R. A. Gaskins
led 1. J. Good to revise his conjecture about the size of ng(k), and suggest
that mk>* might be a good approximation to it [5c].

At about the same time as the first publication of 1. J. Good’s problem,
the same question about the sign of 4* p(n} was also raised independently by
G. E. Andrews, and was answered by H. Gupta [6]. Gupta noted that
Ap(n) > 0 for all n, and gave a simple proof of the result that 4% p(n) > 0 for
nz 2 while 42p{0) =1, 4%p(1) = —1. Gupta also noted that it can be
shown easily using the Hardy-Ramanujan-Rademacher series ([1], [2], [3],
[71, [8]) for p(n) that for each k, AXp(n) > 0 if n is sufficiently large. In fact,
this result can be obtained from some of the earliest of the Hardy-
Ramanujan "approximations [7] to p(n):

(1.1) 5 'exp (Cp)+O0{exp((C/2+8) "),

1 d
= (2
p(m) 27:\/561”(



