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Introduction. Soit s,(r) la somme des chiffres de n en base ¢. En utilisant:
des techniques d’analyse réelle, J. O. Shallit a donné dans [6] une
généralisation de la preuve de Woods et Robbins ({7], [5]) de légalité:

¢
I (2n+1 - 1)2”}_—2“112
o \2n+2 - ’

e

a des produits plus généraux on intervient s, (n).
Dans [2], les deux premiers auteurs donnent une preuve différente
utilisant des séries de Dirichlet comme

(_l)sztn) ( l)sz(n)
L ¢ Loin

Nous nous proposons ici de démontrer le théor#me suivant:
TuEOREME 1. Soit:

R0y = T X" loe [:/:]1+ 7
oit s,(n} est la somme des chtﬁ?es de n en base q, et [x] la partie entiére de x.
Sl sup{|x|?™ %, |1+x+ +x77Y) < g, alors quel que soit j = 0:
& s n+1 d 1
E—JF(x) ,,Z'od j( ) log __—Mq[n/q:lﬁ—q: ‘IOSQ'E@(IWJ‘)-_
Si sup (x|, [14+x4 ... +x*7 ') > g, la série donnant F, diverge.
Pour g = 2, on obtient par exemple '
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Dans la derniére partie, nous étudierons des produits infinis oh apparalt un
autre exposant: la suite de Rudin Shapiro (voir TII).

I. La fonction F, dans la région |x| < 1.
1. LEMME. Pour toui entier a = 0, on a:

k1
1 et T
2 qu[k/q]+q

sk =a

Nous allons montrer ce’résultat en prouvant que la somme du premier
membre est indépendante de a: il est clair que la somme vawt —logg pour a
= 0. Pour cela, en écrivant tout entier k non nul sous la forme:

jz0, 1<r<g—1.

—logq.

k=q'(gi+r), avec
on a:

s;(k)=a si et seulement si s,(j) = a—r,

d’'on les égalités (a priori dans Ru {—a0})

k+1 7! iy g (gi+n+1
"] —_— = 1 c
e E (q[k/q]+q) L 2 e (q [q‘(qj+r)/q]+q)

. sq(j)zn—r
-1 i
qi+r+1
= 10 oo S
sq(1=a—r
g1 + 0 Lf s
g (gi+n+1
+ log (32T~
Loz De(on
sq(j)=a—r
g1 ;
qgi+r+1
= log { —"
sq(j)=a——r
q—1 N if s |
) glgi+nr+1
+ hm Io
rZ‘:l mzj:a r~a+m§1 gq(q‘"‘(qi~1~r)+1)
sgl) =a~
5 5 (log(qj+r+l)+] (qf+r
= R Og |\ ———r
= gra ) S \g+rt
gy=a~r
g—1 ot
. q1+r
= log(. )
re ; q]+q
g =a—r
p .
qgj+r
= log(. )
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Par ailleurs, toujours a priori dans Ru {—oo}, on a:

k+1 9t ' qutt+1
Wl FHE p
sq(k)ga—l & qlk/ql+4q rgo ; £
sq(qu+¥)=a-l

qu+q
g1
| . (qutt+1 |
= log | ——— f
2 g( qutg )

log (qu+ r).
qu+q

1
Y log (ZI-[:—/;—H) ne dépendent pas

S k)=a
de a: elles sont donc toutes finies et égales a

k+1
log (————) = —logg.
o Tl 74 =4

2. ProrosiTiON. Pour |x] <1, on a:

) n+1 —logg
x 7" log ( ) = .
g‘o qln/q)+4q 1—~x

Ceci montre donc que les sommes

k+ '
—— gont tous négatifs et la série x" absolu-
qlk/ql+q ,.§o

ment convergente pour |x| < 1. On a donc:

 (~logg) Y x"= 3 x"(—logq)

nz20 nz0

k+1
= ) x" lo (——————-)
n§0 sq(§= n g ‘1 [k/ Q:I + q

k+1
ST P (m)
L o\ g

Les nombres log

IL Un plus grand domaine de convergence pour F,. Nous allons prouver
d’abord la proposition suivante:

1. ProprosITION. Soit A un nombre réel tel que 1 < A< q et soit D la
région: ' '
D= {x: sup(J¢ !, [1+x+ ... +x37Y)) € A} B
Alors la série ‘
31 n+1
X log ———
ugo ‘1[”/‘.1]+q
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est uniformément convergente sur D. Sa somme F ¢ (x) est donc analytique dans
D, égale & —loga/(1—x) par prolongement analytique, et _pour tout j on a:

! ol ©on41 & ( 1
X V== e [ ),
n§0 dx’/ () log (61 ["/Q]-&-q) (—logq) dx! l—ux)

La démonstration repose sur le lemme suivant:

2. LemMME. Soit:
Sq (N, x) — Z xsq(n).

O€nEN—1
Siosup (Ix[*7Y (14x+ ...+ < 4, avec A > 1, alors:
IS, (N, x)| < C'log N - NosAmss

En effet, calculons d’abord S,(ag™, x) avec 0 < a << g~1:

g—1
sglm s gm+ 7
=y ¥ LS
=0 ogmgaghN =11

S,(eq", 0= T

0€nSagN -1
g~ 1

=2% ¥
J=0  pgm<ag¥N =11

g-1

=(% #)Sylaq” ", )

=0

xsq(m)

d'oti, en itérant:
g—1

S,(aq”, x) = {3 *)¥S,(a, x).

i=0
Supposons maintenant que l'entier N s'écrive:
N=ay+a,g+a,¢*+ ... +a.q"

avec 0K, < g1, a, % 0. Alors
Sq(N, x]m20+21+...+2k
ol

Zj — Z xsq(n)
nelj

et I; est lintervalle:
Ij = [ﬂqu"‘ak._]_ qk—l‘.|‘ e +ak__j+1 qk~j+1,
BGq e g L ay g 1],
On a donc;

sylopa®+ap _ gk~ 1 day_ i qgk—it 1y
2= Z o T Y- 14 - j+ 14 ,,),

OSns'ak_jqk"jw 1
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et comme n< a_;¢*  ~1< g1~ 1, on a:

i_xsq(n)

En:(xak+ak_1+'"+ﬂk_j+l) 2
FJ

OSnay_qé 71

Fag . Fotag g .
=(xak A1 a J+1)Sq(at—jqk J’ x)

g1 .
= (xR R (VS S (g, X)
t=0

d’on, en utilisant linégalité
sup(jx*" %, [14+x+ ... +x8" ) < 4, avec 4> 1:
Izji < (Alliq—i))j(q-l)Ak—j(All(q~1))q~2 .(q_ 1)
d’oii: :
Iz, < CA*,
Par conséquent:

1S.(N, %) € |Zol+|24+ ... +|Z] < Clk+1) 4%

logN .
Comme N=a,q*>4* onak Swlfgmq“’ d'ot finalement:

|Sq (N, x)) £ C'logN- NlogA/logg

3. Preuve de la proposition. Pour n=¢g—1 (modg), on a

1
ZUIN (—"+ >=0;-
* R amal+a)

pour les autres valeurs de n modulo g, on a:

5.(m) 1
54(m) ntl N x¥7 [0 n sq g (LY
x 9 10g(q[n/q]+q)— - g—1—gq p +x170 .

Mais, si |x]“"! € 4, on a:

- = 1y{a- Iflognfloggd + 1) _ 41+og nflogq)
™ (A1) (g1a=1)8T DHOomnons A ,

' " logn
(si °<n<g"*—1,0ona sq(n)s(q—_l)(aﬂ)S(q~l)(1+@))-

Par conséquent
N sgln)
X

. < Cn~ 2 +logA,'logq,
n

et la série Y n~2*eAMse converge pour A <g.
Sgim

converge uniformément

1l suffit donc de prouver que .la série . "

a Anta  Aeibhonatine WTTYW
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dans D: en utilisant la transformation d’Abel, on a:

Sq(m 1

= ¥ (S,(n+1, )—8,(n x))-

M<ngny B MEn<N . n
Ls )+‘ Y S8, x)(1 1+IS(N+1 )
T M oM, % MiiZnen " n=1 n) N -

Pour 4 < g, la majoration donnée dans le lemme ci-dessus permet d’affirmer

que les quantités ci-dessus tendent vers O uniformément pour x dans la |

région D, lorsque M et N tendent vers -+ oo, ce qui achéve la preuve de la
proposition.

4. Fin de la preuve du théoréme anmoncé dans lintroduction. Pour
terminer la démonstration de ce théoréme, il reste & établir la divergence de
la série

8(n) n+1
x? log—r—o——
n>;o qln/qgl+q

— Une premiére étape, facile, consiste a remarquer que le terme général
de cette série ne.tend pas vers 0 lorsque

lorsque  sup (¢ Y, [1+x+ ... +x27 ) >g.

x| = g
en effet, dans ce cas et si n=¢"—g=(@g—D@+q*+...+¢"" "), on a
Sq(n)ﬂ(q_l)(N—l)s '

dou:
i F N
sl | n+1 '__ 4= DN=1) (q —q+1)’
g———— " =1x| log | ——5—
q[n/q]+q BT
~ |x|(qu1)(_~~1)§_::ﬁm1_
q
. y-r(g—1) —1

et cette derniére quantité est supérieure & g"~ '~ qui tend vers fl_m_l
7 :

g
— Dans une deuxiéme étape, nouws supposons done:
|x| < g/~ et fl4x4 .. +xETY>q.
Choisissons alors un réel a tel que: '

1 {log|1 e xiTt q~1
1<*(og] x4+ ... +x F+1)<a<log|1+x+...+x {'

2 legg log g
Nous allons montrer que la quantité
xsq(n)
B(N) =

AN g g gdaNlp Ny
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ne tend pas vers zéro; ceci impliquera donc que la série Exs“(")/n diverge, et
donc que la serie donnant F, diverge puisque d’aprés la preuve de la
proposition au 3 ci-dessus ces deux séries ont méme nature pour |xf7! < g.

a

Comme le réel a a été choisi supérieur 4 1, on a:

YNeN aNz=N, dou [aN]=N
d’oti
so(al 9N+ r) 3,00}
xq x‘l
B(N) = Z "MHWW—;—N-:X —_—
1gnggN -1 -+t 15,,52},1\!_1 n+ g™
—x ¥ S,(n+1, x)~8;(n, x)
1€nsg¥~1 q[ﬂN]+n
1 1
=X S (n, x)( — = )
zsnéw_l ’ n=1+4"" ntg"
xS, (4", x) §,(1, %)

—X .
q["N] _l_qN__ 1 l +q[ﬂN1
Le troisiéme terme tend vers zéro, le second est en module de Pordre de

X
|—H|W]1+x+ o xTTUN
q v
quantité qui tend vers +oo.

Il suffit donc de montrer que le premier terme T tend vers zéro. Pour
cela on écrit:

T= 3

| 1 1
Salm, ) n—1+gN  piglen

2€n<gM~1
C .
< 5w Yo 1S, ).

4 25nsgN~1
On majore alors §,(n, x) comme dans le lemme ci-dessus, avec

A= Ax = Sup(1: leq—l’ |1+X+ e _+x'1_1[) = ll—|—x+ ..+.xq—1|,
soit: |
IS, (1, x)| < C'logn-ns4 8  C'log g™ -{gyoetxoe,
Dou: o

4

¢ o LAY
|TI€.W4NNA¥=C N(an—l) ]

et cette derniére quantité tend vers 0, d’aprés le choix de a.
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Remarque. Ce qui précéde ne donne pas la nature de la série F, sur la
frontiére d’équation:

sup{|x]*" !, [1+x+ ... +x7 ) = q.

La premiére étape du 4 ci-dessus montre seulement qu'il y a divergence
sur le morceau de frontiére d’équations

X"t =g et |l4+x+..+x"Y<q.

IIL. Une généralisation da théoréme. Le théoréme précédent, dans le cas
ol g vaut 2, permet de calculer des produits infinis liés 4 la suite de Thuoe—
Morse s, (1) (voir [4] par exemple). Un autre exemple de suite étudiée dans
[4] dans un cadre différent est la suite de Rudin-Shapiro quon peut définir
ainsi:
+ w
sin=Y €29 e =0 ou I, alors:
o]

+w
u(ﬂ} == Z eqeq+1.
0

En d’avtres termes u(n) compte le nombre de 11 dans le développement de n
en base 2.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 2. Pour x complexe vérifiant |x{ <1 et x £ 1, on a:

(2n+1)? —log?2
w(n) | =
,,;Ox 0g(n+1)(4n+1) 1—-x
Pour x = —1 on obtient
o \(n+1}dn+1) '

La démonstration commence par un lemme analogue & celui établi au
début du premier paragraphe pour la suite (s(n)):

1. LEMME. Pour tour entier k positif ou nul, on a:

(2n+1y

log ————"— = —log2.
O D @t &
Nous commengons par montrer que, quel que soit k:
Y (1/n) < +cc.
un) =k

En effet, soit N >0 et soit ! Ientier défini par
471N K4 -1 (dol < (log Nflogd)+1),
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alors:

Yy 1 ¥y 1 ¥ 1

0snsN o<ngai-1 osns4l-1
uln) =k u(m)=k nesS

oil § est I'ensemble des entiers qui comprennent au plus k fois le chiffre 3 en
base 4.
Cette derniére somme vaut:

Y -1y %—":(4—1)"i3{k+1)z"(4—1)'.v

i<k iskt:
d’ot: A
Z 1 é Ck (log N)k Nlog3jlog4_
oSpsN
wn)=k
On pose alors
1 siu(n) =k,
afr) = 0 sinon, -
et .
Sm= Y af)= Yy 1.
0<j<n 0<j%n
wh=k
On a alors:
Z l_ ﬂ@_ Z S(m—S(n—-1)
18nsN 1gagn B 1<n<N n
uim=k
S S(n)
= —S(0)+(—N)+ Y

N icnsy-1nn+1)

qui tend vers une limite finie d’aprés la majoration donnée plus haut pour
S(n.
Nous pouvons alors prouver le lemme: on commence par poser

2n+1

,,(?):zkk’-g It

Dans cette somme, et si n n'est pas nul, on écrit n = 2/m, avec m impair et j
=0, d’on:

A(k) =

. 2j+1 m+1
A (k) Ek - " i%;‘:aair j;() 'og 2J+ t m+ 2
wW2dm)=k
ot E, vaut 0 pour k >0 et —log2 pour k=0, ofestql-dire:
2 m+1 :
AR =E+ 3 Y logior— car  w(2m) =u(m)

m impair j20 2(21m+ 1),
wmi=k ’
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la série en j se calcule par “télescopage de termes”, d’ol:

m 2n+1

A(k) = E lo = F + log———-.
(=Bt ¥ logimg =B+ 2 logy
wm) =k win+1)=k
Ceci montre la convergence de la série
2n+1
Bik) = l P
=2 loez s

u(2n-+z 1=k
et Pégalité
Afk) = E,+B(k).

Par ailleurs, en séparant les termes d’indices pairs et ceux d’indices
impairs, on a:

2n+1 4n+1 4n-+3

= — log——+ e

Vkz0, % logz o= 2 loeaint Lo ey
u(2nt 1) =k

2n+1 4n+1 4n+3

>1, = : . e

w2n+1)=k w(Zn+1)=k—1

(on a utilisé les relations u(dn+1) = u(n) et u{dn+3) = 1+u(2n+1)) doy,
par différence:

4n+3 4n+3
Yikzl, 0=A4AF)-B{l)= 1 — 1 .
W-Blg= Y leg—g— L leg=y
w2n+ )=k w(2Znt+1)y=k—1
4n-3
En appelant alors E la valeur commune des sommes Y log i on
. n
w2+ =k
a:
2n+1 4n+1
Vi =0, log—— = fog e o
u(,;:k g2n.-|-2 u(,;ﬁk g4rz+2
d’ou
C (2n+1)?
R Ll S

woer n+H1)@En+1)

1l reste enfin & calculer E, ce qui peut se faire de la fagon suivante:

2n+1 dn+1
A(Q) = 1 = log——+E,
(0) u(£00g2n+2 H(EOOS_4R+2+E _
2n-+1
B()) = 1 .
O= 2 logy

u(2n+1)=0

icm
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Mais si u(2n-+1) est nul, n est nécessairement pair (rappelons que u(dn+3)
=14+u(2n+1)), dou:

4m+1
B((0) = 1
O= % log -
u(m}y=10Q

d’ol, par différence:
—log2=A(0)—B{0))=E.

2. ProrosirioN. Pour |x| <1, on a:

2 —
Z xHn log (2n+1) = log 2,
nzo {n+1)4n+1) 1—x
En effet, pour |x| <1, la série } x" est absolument convergente et les
iy - (2n+1)? o
—— t tout ol
quantités log @t 1) sont toutes négatives, d’ol
—(log2) ¥ =3 x*(—log2)
k=0 k20
(2n+1)*
=3 x log —————
DI I e e
(2n+1)?
=Y x*log—— 1
D Y7 P

3. Fin de la preuve du théoréme 2. Pour terminer la démonstration du
théoréme 2 it suffit de montrer que la série

(2n+1)2
um g —
Lt e Tan D

converge uniformément sur chacun des rayons du cercle unité (2 I'exception
du rayon réel positif): B

x=re¥®  0<gr<1, 0 fixé non entier.

vof’s)

il suffit de montrer la convergence uniforme sur les rayons de la série

Comme on a:
(2n+1)* 1

gt a1~ "an

3 x*"fn. Pour cela on pose ) x“?'=T(N), dol:
nz1 : 0<n€N

x*m T(n)—-T(n-1) TN

T(n) 1
teni—n(ntl)

1<nsN I L<nEN h N
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Il suffit donc de prouver que sur un rayon non réel positif du cercle unité, on
a uniformément

THy=0() avec O<o<l.

Pour cela on reprend la méthode utilisée dans [3] (p. 34) dans le cas od x est
de module 1.
Ici on note

. 2nt+1
Py = E X gy = Z X2,
ogng2N-1 ognsaN-1

RN el NI

La norme I? de la matrice [

d’ou:

1 :’ se majore facilement: si
x

a| (11]|a
b’]ﬁ 1 x|{|b]
a2+ |b')* = (a+b)(@+b)+(a+bx)(d+b%)
= 2]al® +(1+|x|*) |b]* + ab {1+ X)+ab (L + x).

alors:

2int

D'ou, pour x =re”™ avec 0 <r < 1, et en majorant [ab] par 4(la®+|b?):

@)2+ b2 < (2+]1+x]) (jal>+|b}?) = (24 \/r2+2r cos 2+ 1) (Jaf? +|bi%).

On remarque alors que pour r dans lintervalle [0, 17, on a:

24 /ri+2rcos 2B+ 1 < 2+(sup(1, 2+ 2cos 21:0))1"2

(étudier suivant le signe de cos2nf les variations de la fonction r-— r2

+2rcos 2n8+ 1}, donc la .norme I? de la matrice [i 1] est majorée par:
X

B = (2+(sup(1, 4cos® n0)"*''* = [sup(3, 2(1+]cos mo))] "

et pour § non entier, on a 0 < f < 2,
On en déduit comme dans [3] que

Ipnl <C2%,  avec  « = (log ff(log 2),
et on étend comme ‘dans [3] A Tinégalité:

| ¥ x=0(NY,

OsngN

ce qui achéve la démonstration.
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Remarques. Le domaine de convergence de la série donnée ci-dessus
est vraisemblablement plus gros que le disque |x| < 1 privé du point 1.

Nous reviendrons dans [ 17 sur des séries analogues ol Pexposant de x
n'est plus s(n) ou u(n) mais plus généralement le nombre d’apparitions d’un
bloc de 0 et de 1 dans le développement binaire de n.
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