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ACTA ARITHMETICA
XLV (1987)

Sur les symboles des restes quadratiques
des discriminants

par

P. Barrucann (Paris) et F. Laumie (Limoges)

Soit K un corps de nombres de degré n et de discriminant 4. Si 4 n'est
pas un carré dans Z, on note d le discriminant du corps quadratique

Q(\/—) sinon on pose d = 1.
Soit p un nombre premier et soit g le nombre d’idéaux premiers distincts

4 A .
de K qui divisent p. Alors (—) =0 on{(—H"9, (-p—) désignant le symbole
b :

habituel des restes quadratiqucs (Legendre~Kronecker); il -s’agit dun
théoréme bien connu du 3 A Pellet ([5], p. 245), L. Stickelberger et
G. Varonoi. o : '

d

Lorsque p est non ramifié dans K, on a (_)= (A_ ) Plus généralement,
lorsque p est modérément ramifié dans K, il arI:Ji_ve qui la valeur du symbole
(é) puisse “se lire” sur la décomposition de p en produit d’idéaux premiets
'dg K. Ainsi, pour n =3, Wahlin [10], puis Hasse [7],.o-nt refnarqué que tous
les nombres premiers p-+£ 3.totalement ramifiés dané .K vérifient (;) = @)
Pour n=4etp ;é 2, lcs symboles (g).sont calculés dans [6] et. [8]. Pour n

= 5, Biihler [3] a étudié la ramification des corps K dont le groupe de
Galois de leur cloture normale est isomotphe au groupe alterné Aj; on.
constate que, dans ce cas, tous les nombres premiers p;es totalement

ramifiés dans K vérifient (€)= (g)m 1. Enfin les auteurs ont moniré [1]

que, si n est un nombre pfcmicr impair, tous les nombres premiers .p #n -

fotalement ramiﬁés daﬁs K vérifient (i) = (%), dans le cas par_ticulicr ol K
Q("/_ P : .

, on retrouve ainsi la loi de réciprocité quadratique de Gauss..
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Tous ces résultats se généralisent de la fagon suivante: soit p un nombre
-
premier et soit (p) = H p;’ sa décomposition en produit d’idéaux premiers i)

i=1
de K deux a deux distincts: on note p,-f ‘ la norme de Tidéal p,. (On rappelle

b

N7

. a

pour tout a #3mod4 si 2b, par (—g)=n(p—) ob b=[]p) est la
' J\P; i

que les symboles de Kronecker (E) sont définis pour tout a si 24h et

a
décomposition de b en facteurs premiers, ol (;— est le symbole de Legendre
: i

si p;#2 et o (—g)z-(—l)‘“z‘”/B ou 0 suivant que 24a ou 2|a)

TutoreME 1. Supposons que p ne soit pas sauvagement ramifié dans K et
que tous les indices de ramificarion e; soient impairs; on a alors:

(§)= ﬁ(_l)fzﬂ(gi)ﬂm(_l)s(%) avec  F=731et E=T]e.

=0 21/ 258
y _ ‘ '
Remarquons, en outre, que le symbole (— est nul si et seulement si le
p

nombre des idéaux premiers p; de K qui divisent p avec ¢; =0 mod?2 et f
= 1mod 2 est impair parce que la valuation p-adique du discriminant est

o
égale 4 ) fi{e;—1). Dans les autres cas de figure, des exemples montrent que
=1

d . .
la valeur du symbole (5) n'est pas toujours déterminée par I'ensemble des

couples d’éntiers (e, f) (voir [6] et [8]).

Nous nous proposons ici d'énoncer et de démontrer une “version
relative” du théoréme 1 (voir théoréme 2).

Les auteurs tiennent & remercier J. Martinet pour ses conseils.

Soient K un corps de nombres, A lanneau des entiers de K et soit p un

idéal premier de 4 de norme g = p/. Pour tout ¢e K*/K*?, on note K (/&)

Iextension quadratique ou triviale de K correspondant 4 £ par la théorie de

Kummer et on définit le symbole des restes quadratiques G’;—) par:

=94 —1 st £ 1 et st p est inerte dans K(\/E),

(_) +1 s = 1 ou si p se décompose dans K(\/E),
. T ) /3
0 si p se ramifie dans K(,/¢).

p

Soit L une extension de degré fini n du corps K. On.désigne par Try g

l’applic_ation trace de I'extension L/K. Pour toute base § = (b,), <igy g€ Lsur
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K, on note Dy (B) = det(Try k(b b)) le discriminant de § sur K; limage
de Dy (B) dans K*/K** ne dépend pas du choix de la base § de L sur K.

[
Soit B la fermeture intégrale de A dans L et soit pB=[]p’ la
=1
décomposition de Tidéal pB en produit d’idéaux premiers p;, de B deux a
deux distincts; on note ¢’ la norme absolue de lidéal p,.

THEOREME 2. Supposons gue p he soit pas sawvagement ramifié dans L et
que tous les indices de ramification e; soient impairs; on a alors:

Iy
(é!:t!i): ﬁ(—l)f'“(»?_) =(—~1)”(%) avec F=Y1e E=1]]e.
Jim i .

SN 207, kS
‘ 1) _ . .
COROLLAIRE 1, On a (~—'~;—;~'~‘- = (—1)""% dans chacun des trois cas sui-

vants: (1) p est non ramifié dans L, (2) tous les degrés résiduels f; sont pairs, (3)
[A/w: Z/pZ] est pair. . :
Preuve. Dans chacun des cas ci-dessus on a (%—«) = 41 pour tout i
i
=1,,..,q donc
g+ _gjtf i

?Z&L&)a Ti=tf* = (=1 ©
(P l];-—[l( ) (

: g 9 _ )
mais comme tous les ¢; sont impairs n= 3, ¢ f; = ¥ fimod?2, il s'ensuit que

i=1 =1
Sk
(__ﬂ!&,) = (-1
» ) .
COROLLAIRE 2. Si p est totalement er modérément ramifié dans L, on a

f)-()

Preuve. Si p est totalement ramifié dans L, onag=1 e =net fi=1

donc
P n

COROLLAIRE 3. Si Pextension L/K est galoisienne alors les indices de
ramification e, sont égaux d un méme entier e et on 4

. (=1¥ si n est pair,
Sk \ _ g o
P/ (_) si n est impair.
e
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Preuve. Si L/K est galoisienne, on a n = ¢fy avec f = f; et ¢ = & pour
tout i=1,...,¢ et, comme e est impair, n = fgmod 2; il s'ensuit que

()t

Le théoréme 1 est un cas particulier du théoréme 2. En effet dans le cas
ou K =@, onad=2Z p=pZ et 5, est I'image du discriminant absolu 4
de L dans Q*/Q**; C'est aussi Pimage du discriminant 4 de Q(\»"Z) dans
Q"“/Q"‘2 parce quen écrivant A = d’a® ol a désigne le plus grand entier Lel

que a® divise d,onad=d si d'= 1mod4 et d=4d' si d =2 ou Imod4,
On en déduit aussitét que

()-)-9 « e

Dans le cas ol p =2, 2 est modérément ramifié dans L donc aussi dans la
cloture normale N de L; or Q(,/4) < N, donc 2 est modérément ramlﬁe

dans Q(\/_) ce qui n'est possible que si 2 est non ramifié dans Q(\ 4); il
sensuit que d =d’ et donc que

(.‘211"_5_) = (E) = (__1)(1'12'*1),'3. -m
. 2 .

Il ne nous reste plus qu'a démontrer le théoréme 2. Pour cela on utilise
certains résultats “locaux™.

Tous les corps locaux que I'on considére ont un corps résiduel fini de
caractéristique p. Pour tout corps local E, on note p; son idéal de valuation
et g le cardinal de son corps résiduel.

Soit E un corps local et soit F une extension séparable finic de E de
degré m. Soit x un élément primitif de F sur E, soient x, = x, X5, ..., X,, les
conjugués de x sur E dans une cidture séparable de F et soit

A= TJ] Ga—x)
I€igigEm
X* est le discriminant de la base (1,x,...,x""!) de F sur E et Opi st
image de X? dans E*/E**.
Lemme L. Si Pextension F/E est non ramifiée, alors on a

‘(éﬂé)w_-(mnmﬂ_
P
Preuve. Si lextension F/E est non ramifiée alors elle cyclique et on a

i
( ;’F );é 0. Soit ¢ un generateur de son groupe de Galois. Il est clair que
E
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Spp , . . .
( BE )= +1 si et seulement si X? est un carré dans E ou encore si et
Pe

seulement si o est une permutatlon paire de I'ensemble {x,, ..., x,}; donc

(éﬂ’i) n'est auntre que la signature de cette permutation; or ¢ permute

P
circulairement les conjugués de x; donc

(i{/_{) o (__I)m+1‘ -
Pe ‘

LemMme 2. On suppose que m est impair et que I‘extenswn F/E est

wralemenr et modérément ram:ﬁee on a alors

( SF,'E) (‘1&:)
Pe m ,

Preuve. Si I'extension F/E est totalement et modérément ramifiée alors
on peut choisir x = n'™ comme €lément primitif de F sur E ol n désigne
une uniformisante de E ([11], prop. 3.4.3). Il en résulte que la cléture
normale N de F sur E s'obtient en adjoignant 4 F une racine primitive m-
itme de T'unité {. Comme p/tm, lextension E()/E est non ramifiée, le corps
d’inertie de N/E est E(J) et N est I'extension composée des deux extensions
lindairement disjointes F et E{{) sur E ([9], chIV, §4). De plus le groupe de
Galois de N sur E posséde deux générateurs ¢ qui engendre son sous- groupe

d'inertie et © dont le corps des tnvariants est F et qui vérifie v({) = " ([9],
loc.cit.),
"On a tout dabord (

Ore ) # 0 parce que, lindice - de’ ramification
P ) .
[N:E(0Y] = m de N/E étant impair, il r'existe pas de sous-extension quadra-
tique ramifiée de N/E. En outre X = ] (x;—x;) est un élément de E({).
: 1sigi<m,
b 5 ’
On en déduit comme dans la démonstration du lemme 1, que (uglﬁ)n est
E

autre que-la signalure de 't considéré comme une permutation de Tensemble:
des con_)ugues de x sur E. Or les conjugués de x sur E sont les E"x pour
k = 0 l, B l.

Donc si on identifie le’ groupe des racines m: :idmes de l'unité de E{J) a
Z/mZ T devient la mu[tlpllcatlon par qF qui eqt une permutatmn de Z/mZ de

SJgnalure (.,,,) [4] il en resulte que
.M

R T

PR T
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LemmE 3. Supposons que lextension F/E soit non ramifiée et désignons

| par Npg Tapplication norme de Textension F/E. Soit feF*/F*z; on a (—pé)
- F

N )
= (—F—f—(é—)) dans les deux cas suivants:
)E’
" si E=1,

2% s§i (g );&0 et si m est lmpun
Pr

_ Preuve. Le premier cas étant évident, traitons le second. Posons n
= NF/,-;(C_’:)EE*/E*Z‘ Rappelons que le choix d’une uniformisante de E (resp.
de F) permet d'identifier le groupe E* (resp. F¥) 4 Z x Uy (resp. Z xUp) ol
Ug (resp. Up) désigne le groupe des unités de E (resp. de F). On a

donc des isomorphismes E*/E** ~ Z/2Z x Ug/UR, F*F** ~ Z/2Z x Up/U} et
I'hypothése (ﬁ—) #0 signifie alors que ¢ely/U}. Maintenant, tout
F

E-automorphisme o de F induit un automorphisme du groupe Uz /U et on

a (EE)_) = (i) donc
Pr Pr
(M) - (_f_)"',
Pr Pr

Enfin, si m est impair on a U} nUg = U} et donc

(Npi (6)) _ (NF;)Z (5)) _ (5;) - (p%) .

Remarque. Dans le cas ol p # 2 on a un résultat plus complet: si F/E
est non ramifiée, pour tout (e Uy/UZ on a

(£)-(55)

Cela résulte d'un élégant théoréme de P, Cartier (voir [4], formule 20).

- LemME 4. On suppose maintenant que Tindice de ramification e de F/E est
impair, Soit [ le degré résiduel de F/E; alors on a

(o) oy )
Pe e

Preuve. Soit E_.’ le corps d’inertie de F/E; on a [F:E7] =e et [E:E}
= f. Soit ' = (b)), <i<s une base de E' sur E et soit " =(b})<;¢. Une base
de F sur E'; alors (b] b”)1 i<s est une base § de F sur E et on connait la

formule de transitivité des d:scr:rmnants ([2}, ch. IX, §2, prop. 6)
Dpye(B) = Dy (BY**" Ny (D (6°),

icm
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On a donc dpp = 85y Npyp(dpmde Ug/Ug, et les égalités suivantes résultent
immédiatement des lemmes 1, 2 et 3:

(_‘?_F_,t_@ ) — ('515'/1: )ﬂ (N E'JE (5F/E')) - (52'/}:) (5F/E')
Pe Pe P Pe Pe:
= (=1 ! (f%m) =(—1)*! (%?)f, i

Remarque. Dans les hypothéses du lemme 4, on a:

-1 si [F:E] est pair,

(?f_'f..ﬁ -
Pe (gﬁ) si [F:E] est impair,

&

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 2.
Nous reprenons les hypothéses et les notations de son énoncé.

Soit K le complété du corps K a la place p, soit p lidéal de valuation de
K et, pour tout i =1, ..., g, soit L; le complété du corps La la place ;; L
est une extension de K de degré ¢ f;; on pose ; = dr i

Compte-tenu du lemme 4, il nous suffit de prouver gue

06

Pour tout i =1, ..., g, désignons par Tr; Iapplication trace dc Iexten-

sion L,/K. On sait ([9], ch. 11, § 3) que les K-algébres L ®x K et ]_[ I, sont

i=1

canomqucment isomorphes et que, pour tout xel, on a TrL,x(x)

Z Tr,(x). Soxt Tr(xy) la forme bilinéaire non dégénérée sur L®gK
i=1
déduite de Ja forme Trpx(xy) sur L par extension des scalaires; Tr(xy) est

somme directe des formes bilinéaires Tr,(xy) sur les L. Par suite, si, pour
touti=1, ..., g, on se donne une base ff; de Lisur K g= U B; est alors une

base de L®yK sur K dont le discriminant par rapport a4 Tr(xy) est
[IDt;i,,c(ﬂ() On en déduit aussitét que dyx = ]‘]6“ ce qui achéve la

i=1. i=1
démonstration. m
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An integral involving the remainder term
in the Piltz divisor problem

by .

R. SrraraMACHANDRARAO* (Toledo, Ohio)

1. Introduction, Let t,(n) denote the number of ordered k-tuples
(X1, X2, -+.s %) Of positive integers such that x; Xg...x, =n and

(L.1) ¥ 1y (1) = xPy(log x)+ 4y (x)

nsx
where xP, (log x} is th_e‘_'residue of {*(s)x%/s at s = 1. Further let
P llogx) = af® , (log )1 +...+af (log x) + af’,

I’( = J‘ Ak(éu)du,- g

]
1

(=D lim

l (io'gm)"_(lOgM)"“]
m= gm | X

n+lo
and

. n r & ‘
BU = (1 1+ 3 (=1 L () X y;ly.-zu.yis]
re= s= 108 Tippead B0 4
. ' P iyt Fig=r=s
Recently, A. F. Lavrik, M. 1. Israilov and 2. Edgorov [4] proved thaf
forkz1 . Y R R
A w
2) Ty =af*M =3 mly,d
and alsd expméésed T 1 €k &5, gxplieitly in terms ofe»*y‘.,fs; 0gn<4 ,us(mg
Lavrik's [3] representation. (in a- slightly dlfferent:notaugp)A‘ -

1ol

i B L v i H Ky L ialk : . A
(1.3) a}"’mwm“:i, 0<j k=1,

it
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