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Unités de certains sous-anneaux des corps
de fonctioys algébriques

par

Y. HeLLEGouarcH, D. L. McQuiLLan et
R. Pavsant-LeE Roux (Caen)

Introduction. Cette étude est le résultat d'un travail qui s'est développé
au sein de Péquipe d’Algdbre et de Théorie des Nombres de Caen 4 la suvite
d'une visite du Professeur A. Schinzel en 1981. _ .

Au départ, ce travail était centré sur I'algorithme des fractions continues
et les méthodes utilisées s’inspiraient de celles de Schinzel [12] et d’Artin [1].

Une premidre étude [7] résumait les résultats obtenus, résultats plus
généraux pour la partie géométrique, que pour la partie algorithmique. La
partie géométrique traitait Je cas des extensions E = k(X, ?/D(X)) avec p
quelconque >0 et la partie algorithmique, qui utilisait les fractions ¢onti-
nues, était limitée au cas p =2, T

Dans une seconde étape [11], ngerPaZYS’a’.nt%é ‘Roux généralisait les

St}

résultats de 7] Taide dune notiori de'Theilleure-approximation’ semblable 4
celle utilisée par E. Dubois et G. Rhin [6] dans Je cas des corps de nombres.
L’algorithme des meiileures. approximations était utilisé pour remplacer cehui
des fractions continues. 11 peut aussi étre comparé aux algerithmes de J. H.
Davenport [4]. - . : . i

Puis D. L. Mc Quillan, lors d'une visite 4 Caen, donnait une forme plus
générale “aux résultats qu'Yves Hellegouarch-avait obtenus en -utilisant le
langage de la: théorie des corps de fonctions algébriques [5].

‘Finalement, une étude axiomatigue des notions ,d’appromm@tién utilisées

nous conduisait & réviser notre vocabulaire et 4 introduire différentes no-

tioms: commas, points extrémaux, arétes qui-somt définies de maniére simple
aussi bien dans les corps de nombres que.dans les corps de fonctions. pour
lesquels on a choisi un élément X non constant [8], o

Tel qu'il est composé ici, ce travail est essentiellement algébrique et se
réfre aux ouvrages classiques de Beuring [5] et d’Artin [2]. Nous avons
donc utilisé les notations de Deuring, qui, c'ést regrettable, ne sont pas.d’'un
usage universel. Que le. lectenr habitué & d’autres notations veuille bien nous
en excuser!



10 Y. Hellegouarch, D. L. McQuillan et R. Paysant-Le Roux

Ce travail reste 4 la lisiére des apphcatlons arithmétiques qui avaient été
a la base des travaux de Schmidt [13], Schinzel [12], Neubrand [9] et [10],
Stender {14], etc..

Sans s’engager dans cette voie, qui exigerait de nouvelles méthodes et
déborderait le cadre qu'on s'est fixé, nous mentionnerons cependant, dans le
dernier paragraphe, quelques faits qui invitent 4 se poser des questions
nouvelles.

1. Etude algébrique du cas général

1.1. Equation de Pell généralisée. On se donne un corps k et un corps de
fonctions algébriques E sur £.(*) On se donne aussi un élément non constant
X de E.

On désignera par 4 Panneau k[X7] et par B la fermeture intégrale de A
dans E.

DerFmnmion. On appellera ordre de E relativement & X tout anneau (7
vérifiant les conditions:

(0 : A < @< B,
(2 ~ le corps des quotients de & est égal 4 E.

Le but de ce travail est une étude du groupe des unités de ¢, groupe que
lon notera % ().

Un premier procédé consiste 4 introduire le corps k{X), que lon
désignera par K, et a utiliser la norme .4 £/x- Nous démontrerons d’abord le
résultat suivant. :

TutoreME 1. Soit un ordre O de E relativement & X. Alors ‘peU()
équivaur @ N g pek* et ped.

Remarque. Nous dirons que la seconde condition est une “equation
de Pell” généralisée. _

Dans cette perspective, I'étude de /() est I'étude des solutions (dans (%)
de Téquarion de Pell,

Nous fractionnerons la démonstration du théoréme 1 en un certain
nombre de lemmes.

LemMe 1. Si peB, ¢ ¥%(B) équivaut & N gk @ Ek*.
Preuve. 1. Soit pe#(B), alors il existe yeB tel que

'Wfl-

{') On suppose que k est maximal ¢n ce sens. que tout élément X de E \k est transcendant
sur k. . '
o '

icm
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En prenant la norme, on en déduit que:
N9 A gxy =1

Mais comme ¢ et t[feB on sait que A g @ et Agre A, Il en résulte que
“/V'E/K pe 42/(/1)
2. Remproquement soit B tel que .47 pek®. Alors AfE,,(qp @0
ol g est un entier sur A.
~ On adonc gg =xek®, dot g =(a/p}eE, donc @eB et (g/x)e B. Si 1’91}
pose W = g/a, on voit donc que @y = 1 avec ¢ et e B, donc ¢ est une unite
de B.
Dans toute la suite de ce travail; nous désignerons par p, la place 2
linfini de K, Cest-d-dire la place triviale sur k qui envoie X sur oo.
Alors on sait [5] que E ne posséde quun nombre fini de places au-
dessus de p,, nous désignerons ces places par Py, ..., P,
Lemme 2. Soit oeE, les conditions suivantes sont équivalentes:
(a) peB, -
(b} les seules places P de E zelles que P(q))
Preuve. Montrons que (a)=-(b). Puisque @B, on a:

@"+a " +...+a,=0

oo sont P, ..., P,.

avec geA.
Supposons que F{g) =

1+a,(1/p)+...+a,(1/p)" =0 \_

o, alors P(l/¢) = 0. Mais on a:

et si P# P, pour ie{l, ..., }, on obtient 1 = 0 en appliquant P aux deux

membres de cette équation. o , _
Montrons que (b)=(a). Soit ¢eE. 8i ¢! est unc unité de Fanneau
A[e~'], on obtient que peA[¢~'], dou:

*

p=agt+a; ¢ t+...+ap”, aed

ce qui-entraine que:.

.‘(pr‘i'l___aoq) __ai(Pr T .__,a'=0

Supposons donc que ¢~ ' n'est pas une unité de Ale~1], alors ™!

appartient 4 un idéal maximal m de A[p~']. D'aprés un. ro.zsulte”l:t1 général
[17] il existe un anneau de valuation (V, M] tel que Vo A[e™"] et m
=MnAle™'].

(V, M) détermine une place P de E qui-est finie sur A et qui est telle que

Plp™hH =0

Donc P(p) =

oo et, daprés la con_dition (b), Pei{Py,...,
P{X)=w ' .

P}, donc



12 Y. Hellegouarch, B. L. McQuillan ¢t R. Paysant-Le Roux

Lemme 3. @ % (B) = #(C).

Preuve. Soit ¢ @ %(B), je dis que & %(0).

En effet nous avons ¢ =1 avec Y= B.

Si peH(0), il existe un idéal maximal m tel que pem.

D’aprés un résultat général [17] il existe un anneau de valuation (¥, M)
telque Voletm=MnU o

(V, M) définit une place P de E qui est finic sur ¢ et gui est telle que
P(p)=0. On a donc P(y)= o0 et comme B le 1emme 2 montre que
Pe {Pla . P”‘

On en déduit que P(X) =<0, donc P me peut pas &tre ﬁnle sur A!

1.2. Decomposmon du groupe des diviseurs en somme dlrecte Nous
demgnerons par & le groupe des diviseurs de E, c'est: ‘

v =]}zP
r

o P décrit I'ensemble des places (non équivalentes) de E. Si l'on pose:

m=2ZP,®..®ZP,, n= || ZP.
i COPER;
=1
Il est clair que: '

@ = mdEn.

Nous désignerons par II; et II, les projecteurs associés 4 ‘cette
décomposition en somme directe: :

ProrosiTiON 1. 1. I existe un isomorphisme j et un seul de n sur le
groupe des idéaux fractionngires de B qui envoie une place P de E sur l’idéal
premier j(P) = {@o<B| P{yp)=0}.

2.8 peE\{0} alors joll,[div(e)] est Fidéal fract:onna:re de B
engendré. par ip,

3. Ker(joIT, odiv) = #%(B).

Comme plus haut, nous démontrerons d’abord un lemme.

" LemME 4.°Soit @eB\{0} et P une place ¢ {P,,
neN on a Féquivalenge: :

0p(0) =1 = [P\ (P

ooy P Alors bou}' tout

icm
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Preuve. Cette preuve utilise principalement le fait que la valuation
associée 4 P est discréte [5].

Soit (¥, M) Panneau de valuation de P et soit = un générateur de M, on
a donc:

@ =un", . uunité de V.

Puisque E est le corps des quotients de B, on peut écrire:

Ty y (T ¢
g=— e p=—{-
3 Uy \Uy

o0 uy, Uy, useB\j(P} et nyej(P). On en déduit que:
puyul = uy (1) e J(P)]"
et, comme u, u3 ¢7(P), on voit que:
| ol
Mais si @e[j(P)]"*' on a:
O At

donc: .
' LGP divise (nyB)"
ce qui entraine que [j(P)]? divise (m, B) et vp(rcl) 2, ce qui est absurde.

Démonstration de la propos1t10n 1. La premiére .partle résulte

de la propriété universelle des groupes abéliens libres.
Pour la deuxidme partie, on utilise le lemme 4 qui entraine que, si

Pe¢{Py,.... P}:
vp(p) = n

: eqmvaut i dire que D(P)]" divise exactement (pB

- La troisiéme partie resu]te du lemme 2.
“Si ge#(B) alors ¢ 'eB et les zéros et ‘poles de ¢ appartlcnnent a

'lP,, ..o’ B}, 1l en résulte que div(p)em et [T, [div(p)] =0.

Dans toute la suite nous désignerons par &y, Mg, N, les sous-groupes de
%, m, n constitués par les diviseurs de degré zéro et nous désignerons par &
le sous-groupe des diviseurs principaux de %. \

‘Dans ce travail nous nous -intéresserons principalement au groupe
quotient % = 4(B)/k*, Cest-d-dire au groupe des solutions de I'équation de
Pell (dans B). définies & une constante multiplication prés.

THEOREME 2. 1. % = myn P,

2. Le groupe des classes didéaux de B est isomorphe a Wil ().
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Preuve. 1. Nous considérons I'homomorphisme:
L {@’(B) —my N2,
@ +=div (¢).
I1 est clair que I est surjective, et comme Ker L == k* on obtient:
n ImL = %(B)Ker L = %(B).
2. Une maniére de décrire le groupe des classes d'idéaux de B est la

suivante: deux idéaux fractionnaires [ et J de B sont dits “équivalents” ssi il
existe @eB\ {0} telle que;

2 J =1-{¢B).
~ Daprés la proposition -1 il existe des diviseurs C et D dans n tels que:
I=j(C) et J=jD)

et la relation (2) équivaut a:
D = C+1I, [div(e)].

CoRroLLAIRE 1. 1. % est libre et son rang est majoré par t—1.
2. Lorsqu'il existe un diviseur de degré 1 dans Pensemble {P,, ..., P} le
groupe des classes didéaux de B est isomorphe d: ' .

Dof P+ My = (Do/ PY(P+ my/ P)
Cest donc un quotient de la jacobienne de E.
Preuve. 1. En effet m, est libre, de rang r—1.
2. Supposons que degré(P;) =1, alors on peut écrire que:

.

C=1I,(Cy),
D =11,(D,),

Par suite Véquivalence de C et de D s%écrit:

avec C; = C—deg(C)P,emy,
avec Dy =D-—deg(D)P,em,.

I,[D,—C, ~divip)] =0
soit encore:
_ Dy = C +div(p) mod(my).
Le groupe des classes d'idéaux de B est donc isomorphe a:
' Do/ P+ .

Nous appellerons “partie & linfini” de la jacobienne J de E le groupe’
quotient: ' ' - -

I = M/ 11, N P,

Des corps de fonctions algébrigues _ 15

CoroLLARE 2. 1. Soit T le sous-groupe de torsion de J, on a la relation:

rang (J /T)+rang (%) = t—1.

2. Lorsqu'il existe un diviseur de degré 1 dans Tensemble {Py, ..., P,} le
groupe des classes didéaux de B est isomorphe & J/J .. '

Preuve. 1. On sait qu'il existe une base wu,, ..., #,_, de my et des
entiers non nuls d,, ..., d,, avec d,|d,|...[d, tels que d, u,, ..., d,u, soif une
base de my A

Alors:

Mo/ My NP = Z2[d, Z®.. DZ/AZBDZ' ™75
Donc:
rang(J /T) =t—1—s =t —1—rang(my N P} = t— L —rang(%).

2. II suffit de transcrire la seconde partie du corollaire 1 en tenant
compte de Fisomorphisme:

P+ my/P = mp/my NP,

ExeMpPLE. On suppose que £ = K(Y) avec ¥Y? =D (X)e 4, o D(X) est
un polyndme dont le degré est premier avec p. '

On voit facilement que P, se ramifie dans E et que son indice de
ramification est égal a p. '

Il en résulte {5] que ¢t =1 et que le degré de P, est égal a 1.

Ainsi m=ZP;, m, = {0} et J, = {0}.

Le corollaire montre donc que:

1. rang (%) =0, _ :

2. le groupe des classes d'idéaux de B est isomorphe 4 J.

COROLLAIRE 3. Lorsque k est un corps fini, % est un groupe abélien libre
de rang t—1. :

Preuve. J est Iensemble des “points rationnels™ d'une variété
algébrique définie sur k, donc J est fini [17].

1.3. Groupe des unités d’un ordre. Considérons maintenant un ordre @
de E relativement 4 X, nous nous proposons de généraliser & # () le résultat
du théoréme 2. Nous noterons par & le monoide commutatif des diviseurs
des éléments de @, soit encore:

&=L(0)
ol Pon pose comme plus haut L(g) = div{p). On peut remarquer que le

symétrisé de & est 2.

TutorEME 3. %(0) := % (C)/k* est un sous-groupe de % qui est isomorphe
a my 4. Son rang est encore majoré par t— 1.
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Preuve. Nous allons encore démontrer que
L #(O>myn &

est surjective.
Tout diviseur de me N & est de la forme div(p), avec pe .
Comme div{p)sm, le lemme 2 entraine que ¢e¥(B).
Il en résulte que e % (B)= #({) d'aprés le lemme 3.
CoroLLAIRE 4. Soit T{8) le sous-groupe de torsionde J , (() : = mp/ng o 4,
on a la relation: .
rang(J,, (C)/T)+rang (&) =1—1.

Remai‘que. Dans certains cas rang %(@) < rang %(B), donc

rang (J ,(0)/T) > rang J /T,

1.4. Commas, points extrémaux et arétes. Dans ce paragraphe E
désignera soit un corps de fonctions algébriques d’une variable, soit un corps
de nombres algébriques.

Dans le premier cas on se donnera XeE\k et on désignera par §
T'ensemble des places & linfini Py, ..., P,; dans le second cas § sera ensemb-
le des valeurs absolues archlmedlenneb de E.

Dans les deux cas, on sait que la formule du prodmt [2] est valablc

dans E et que l'anneau des entiers de E (ou des X-entiers de E) est:. .

B={xcE| x|, <1, VP¢S}.
On posera:
k* = {xeE| |x|p =1, VP}.

Cest le groupe multiplicatif des constantes de E (dans le premier cas) ou
le groupe des racines de l'unite.

Dermnrion. On dira que e B\ {0} est un comma de E (relativement
X si E est un corps de fonctions algébriques) resp. un point extremal de E,
une aréte de E si les conditions:

(¢’ €B\ {0}, |¢'lp < [@lp, pour tout PeS)
i entraihént;
. Hlek*, (p’ = ,Icp .

resp. |¢'lp = |plp pour tout Pe§, il existe PeS§ tel que |¢'p = |¢[p. Voir [8].
- On désignera par % le groupe des unités de B, ¥ l'ensemble des commas

de E, & lensemble des points extrémaux et Jzﬂ’ l’ensemble des aretes I est.

clalr que;

’gc.@"”cn.!ef.'

icm
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ProposiTion 2, Toute unité est un comma.
Preuve. Soit pe % et ¢'e B\ {0}, on suppose que pour tout PeS$, on a:

l@'lp < lolp

et on veut en déduire que pour toute place P:

i@l = lolp.
Puisque pe9, on a |@|p =1 pour tout P¢S.
La formule du produit (appliquée 4 ¢) entraine donc que:

[l < H leplp == 1.

PeS PeS
Mais puisque ¢’ B\ {0}, la formule du produit (appliquée & ¢') entraine
que:

n !CPJJIP =1

P8

On en déduit que:

H l@]p =1
PcS§
donc que |¢'|p = |o|p pour PeS.

Maintenant si ¢S, on a |¢], = 1~|(p|p car

H olp=1.
Pe¢s . )
ProrosiTioN 3. Si ue”?! et pe% (resp peé, ped) alors upe® (resp
uped, upe o).
Preuve. Les conditions |¢lp < [ug|p et ™" ¢'lp < @] sont équivalentes.
II en résulte que ¥ opére sur % (resp. &, .&f) et, en particulier, % est I'orbite
de 1. On désignera par

(6] (resp. [&:%], [&i:.ﬂ?{])

le nombre d'orbites de % (res. &, ) modulo %. Notre but est d’établir un
rapport entre & % et le rang du groupe 4, mais avant d’en arriver 14 nous
allons démontrer un certain nombre de propriétés générales. _

ProrosiTioN 4. On suppose que E est un corps de fonctions algébrigues de
genre ¢ et on pose. '

=inf{deg P, PeS}, e=), degP.

. FeS
1. 5t pe®, on a

0<deg[l,(dive)]<g et Oxdeg{l,(dive)]> —

2 - Acta Arithmatica XLVIILI



18 Y. Hellegouarch, D. L, McQuillan et R. Paysant-Le Roux

icm

2. 8i ped, on a:

Ldeg[H,(dive)] <g+h—1 e 0=deg|l;(dive)]> —g—h+1.
3. 85t ped, on a: '
0<deg [, (dive)] <g+e—1 et 0>deg[ll;(dive)] > —g—e+1.

Preuve. La démonstration est basée sur le théoréme de Riemann [2],
maijs nous nous bornerons au cas oy pe ¥,

La définition d'un comma revient 4 dire que si Dem est égal a
oy [dive], alors I(D)=1. D’aprés le théordme de Riemann, on a
immédiatement:

IDy+degD = 1—¢g

d’'on degh = -g. :
Comme deg D < 0, d’aprés le lemme 2, nous avons démontré le premier
point.
ProrosiTion 5. Si § posséde une valeur absolue réelle ou de degré 1, on
a. o= .
Preuve 1. Le cas des corps de nombres est immédiat, car:
(P réelle et |¢ls = [plp)=> ¢’ = +o.

2. Suppesons que E soit un corps de fonctions’ algebrlques et que P,
soit de degré 1. Soit e £ et ¢'e B\ (0! telle que |¢, < |p|p, pour tout PsS.
On en déduit que |, =|g|p pour tout P&S et quen particulier on a: |¢’ lp,

= l¢lp,. Puisque P, est de degré 1 il existe Aek* telle que: |¢' Aqolpl < [qolpl
Posons ¢'—Ap = ¢"; ¢”eB. Pour tout P&, on a |¢"|, < |o|p, done ¢ e ),

Remarques. 1. Lorsque E est un corps de nombres algébriques &
= 4. '

En effet, soit pes et ¢’ e B\{0} tel que |¢/p <
Alors if existe Pye§ tel que |cp’l,.1 }(pl,p1

|olp pour tout PeSs.

Soient ¢y, ..., ¢, les différents plongemcms de E dans C a conjugaison
prés, alors ](ph,,1 la; () ou l@lp, = lo; (@)* suivant que P, est réelie ou
complexe.

Si Py est réelle |5,(@) = |o(¢) entraine ¢ = + ¢,
‘81 P, est complexe jo;(¢')|* = |o;(p)|> entraine que
' o (¢ 0,(0) )"‘U’f(fP) ai(e),
donc:

[Norme o, (¢ )] ENorme 0,(9)] = [Norme ¢,(¢)] [Norme g, ((p}]
“et

|[Norme (p’[ =|Norme ¢|.

Des corps de fonctions algébrigues 19

On en déduit que |¢'p = [@|p pour tout PeS.

2. Lorsque E est un corps de fonctions algébriques & n'est pas
nécessairernent égal a .o/,

ExempLE. E = k(X)(/X*+1),
constate que e\ 4,

LemMe 5. On pose K = k(X) ou Q suivant le cas. Si k est fini, il nexiste
gu'un nombre fini de @eB, non associés, tels que A'gx @ soit donné, & un
élémenr de k* preés.

Preuve. Supposons qu'il existe ac 4, avec 4 =k[X] ou Z, et ¢, ¢’ B,
tels que:

P=1+X+2X*—(2X+1)./X*+1. On

N =ad0 =aq, aek*.
- Nous allons montrer que si, de plus
@' = Ap (mod aB)

avec Aed, alors ¢" = up, avec ue¥.
En effet nous avons:

@ = Ap+.4 (p)b, avec beB
domnc:
s ./V .
4
Comme A '((p)b est entier sur A et que B est intégralement fermé, on

@
voit que (¢'/p)eB.
On aurait de méme (¢/@)eB, donc ¢’ = up, ue . Le lemme résulte

alors du fait que le cardinal de B/aB est fini.

Dernrrion, Siopour tout. P;eS, on se donne ¢; e R, , on pose;
L= ISEa

c=ley,...,q) ol

I, = {xe E*; |x|p, < ¢}

et on dira que II est le parallélotope associé a .
Le volume du parallelotope 11, sera, par définition, le nombre cl

on écrira;

..c et

() =¢...c,
Lemme 6 (de Minkowski). 11 existe’une constante effectivement calculable
M telle que v({Il) > M entraine que I, "B # @ quel que soit c.
Preuve. 1. Lorsque E est un corps de nombres. algébriques, c'est le
lemme de Minkowski proprement d1t et 6n peut prendre- M = (2/n) /| D|.
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2, Supposons maintenant gue E est un corps de fonetions algébriques et
donnons-nous ¢ =(¢y, ..., &)-

Posons, pour PeS: lglp = TarPopl)

Oﬁ '}1'}1 comme danS [:215
—logg
e T 't D S P
e [degPlogy] © ° Pzesep

degD = 3 epdegP

PS8

donc I(D,+ Y P)= 1 lorsque v(IT) est assez grand (v(IT) > y**?) puisque,
PeS

d’aprés le théoréme de Riemann:

I(D,+ Y. P)+deg(D.+} P)= 1~

. PeS PeS

alors si peL(D,+ 3 P), @ #0, pell.nB.

PeS
Lemme 7. Soit @ell.n B, alors:

A g0l < C°
ou on pose 10| = y7%%¢ lorsque Q est un polyndme appartenanr a A4, la
constante ne dépendant gue du volume de IT,. '

Preuve. 1. Si E est un corps de nombres algebrlques cest un résultat
classigue.

2. Si E est un corps de fonctions algébriques, on a [5]:

degg [ 4 gk 5 (div @)] = degg [1T, (div ¢)]
or pell,n B entraine (lemme 2) gue:
0> deg, [11, (dive)] > C°,
0 < degg [T, (div )] < C*

donc la norme de ¢, qui est dans A = A[X7], est un polynéme de degré
borné.
Remarque. Si pe%, la proposxtlon 4 montre que: |4 gy 0| < [XP.
TrEOREME 4. |k*| <50 = [ 9] < 0.

Preuve, 1. L'idée de la démonstration consiste & montrer que | 4 ;. ¢
est bornée, d’aprés lc lemme 5, il n’y aura donc gu'un nombre hnl de ¢
possibles.

2. Soit g4/, on veut montrer que A g, ¢f est borné. Posons cP = |olp
pour tout PeS§, nous allons’ montrer. par l’absurdc que cpl
desxgne la constante du lemme 6.

cp <M, 00 M

icm

Des corps de fonctions algébriques 21

Sinon ce lemme entraine que 1. M B % [0} donc qu’il existe @'e B\ ’O‘
tel que:

l@'lp <l@lp pour tout PeS

ce qui est absurde.

Finalement le lemme 7 et le lemme 5 donncnt le résultat.

COROLLAIRE. Si |[k*] < o, alors [&: %] et [4: 4] sont finis.

Dermvimion. Soient | [p, ... |p, les différentes valeurs absolues de S, on
dlra que (¢,) est une suite de commas (resp. points extrémaux, ar€tes) dans la
direction P; si:

L ¢o =1,

2. ¢, est un comma (resp. point extrémal, aréte) et:

l@alp, croit avec h,  |@lp, décroit avec h pour tout j 1.

Lemme 8. 8t PeS et |S| 2 2, E posséde une suite de points extrémaux
dans la direction P;. : '

Preuve. Par récurrence sur i, on construit 'ensemble

hpes = lpEB— 01: lolp, < |ulp, © # 1}

D’aprés le lemme 6 il n’est pas vide.
Soit

5 =iﬂf{|‘P|P1; PEbys1)-
Cette borne inférieure existe et est atteinte:
— dans le cas ol ‘E est un corps- dc nombres, grice au lemme de

Minkowski,

— dans le cas o E est un corps de fonctmns, on a [pyp, <1, Vi1

~ par hypothése de récurrence. 8i @€ %y, la formule du produit donne:

fole, 11 lolp=1.

P+Py

Comme |¢|p < 1, VP # P, on obtient {¢|p,
| |p, est discréte, on en déduit le résultat,

Soit Dy = {@& %41 l@lp, =i}, On considére P, et on pose

= 1 et comme la valeur absolue

Cq = inf{|<P|P2§ peD,}.

Cette borne mferleure existe et est atteinte, pour les mémes raisons que
ci-dessus.
Soit D, = goeD,, lplp, = c2}. On ‘considére: ensuite Ps, etc.,
des ensembles que 'on construit n'est vide. Finalement on choisit [0
Montrons que @,., est un point extrémal. En effet, si ¢'e B— {0} et

. Aucun
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|@'lp < l@n+1lp pour tout PeS§, on voit que ¢'e %, et que, successivement,
¢ est dans tous les D; dong, pour tout PeS, on a:

|9l = 195+ 1lp-

THEOREME 5. On suppose que [£:%] < x, alors E posséde une fumille
dunités (g), avec 1 i<, telle yue:

IE,‘{pl.>1 et IEiIP<l’ VP#P“ PeSs.

Pour tout m < t, toute sous-famille de cardinal m est libre.
Remarque. Cela fournit une deuxiéme démonstration du corollaire 3.

Preuve. l. Puisqu'il n'y a qu'un nombre fini de classes de points
extrémaux, si I'on se fixe une direction P;, une classe au moins contient deux

points extrémaux distincts dans la direction P;, soient ¢, et ¢,, deux points .

extrémaux, avec n, < #,.
On peut alors poser:
6! = (P"Z/(PH'I'

2. Montrons par exemple que la famille &, ...
effet, pour i =1, ..., ¢t~1:

» & est libre. On a en

Y 10gels, = 0

j=1
donc:

t=1

‘Zl log |Bi|p;i = —logleip, >0
T

finalement
-1
log |&;lg, > > IIOg |5i|PJ-I
i=1 :

FE

donc le déterminant:

. logiesls, .,

e log igl—llf"“l

log |HLIP1 :
log e, - ilp,

est non- nul,

Dermviion. 1. Soient ¢ et ¢ deux éléments de E*, on dit que ¢ est
équivalent A Y il existe. 1 appartenant a k* tel que @ = iy, on note @ ~ .
2. On dit que la suite des. commas; (¢,) dans la direction P; est purement
pseudo-périodique si la suite oy ~ @41/ est telle qu'il existe 7y 2 1, dpp 40

~, V320, 0<r<ap—1.

icm
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n, est appelé la longueur de la pseudo-période st 7; est minimal

TukorEME 6. Soit E un corps de fonctions algébriques. Soient % (resp. )
les commas (resp. les unités) de E relativement a X. On suppose que [.S‘| = 2.

Les propriétés suivantes sonf équivalentes:

() rg(#/k¥) =1

(2) (6] < .

(3) La suite des commaus est pseudo-périodique dans la direction P,, pour i
=1 e 2 : _

Preuve. On remarque que sous Ihypothdse |S| =2, I'ensemble des
commas de E est la réunion des commas dans la direction P, et dans la
direction P, et on peut ordonner totalement les commas par leurs valeurs
absolues en P, ou P, {modulo &*) car deux commas non équivalents ont des
valeurs absolues distincts en P, et Pj. '

(1 )m-(SZ) Soient uo I'unité fondamentale de # dans la direction Py et ¢y
=1, @1y .00y Pry—1s Pry ~ Yo les 7, commas dans la direction P, compris

entre 1 et ug.

Soit ¢ un comma de E dans la direction P, alors d’aprés la proposition
3 il existe un entier g positif ou nul unique tel que

@/ul soit un comma dans la direction P,

et _ L
@/uyt! soit un comma dans la direction P,.

Par suite, il existe un entier r: 0 < my—1 tel que (p/uf) ~

(2= (3) Soit ug la prcrmere umte n appartenam pas 4 k*, qul apparalt
dans la suite des commas, dans la d}rectlon P, et s0it ()0 1a suite des
commas dans la direction’ Pl

Il exlste donc un umque cntler n, = | tel que

= Py
et en précisant’ la démohstrationfprécédenté st h=gm +r, avec 0 r <7y,
ona : : S
@y~ b P,
d’ox
Poryrrtr Wb Pres
= M~ == -
(qul +r- u D ’

2 si r-nl——l on a

‘ “avrl +r

si0gr<

‘P(q+ Dy b Pry .
= ~ = a,,l_.l.
':p_qnl*-nlr—l .u%q’nl-*i

gy +my—1
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(3)=(1). Supposons la suite des commas purement pseudo-périodique
qunlﬁ-rﬁ"an 20,0< 71'1_“1

Posons ug = ag...tp —15 alors uoék* et on a:

¢4z1 Py -1 Py

qurcl T TR

Cpqng-—l qoqnl—?. Po

Dyny = Ugry—1 Lguy =2+~ %0 ~ Opymy " Oay—2. - Rgoee Oyt Oyy —2 7 Ko
e —

ug ug
Py, = 14}
D’autre part, on a si ¢ est un comma, d’aprés la proposition 4

degy {4 gxdivap) <g (on a posé div, @ = I1,(div @)
d'ol
< degy (»'V gk divy (quﬁI)) = degy (JV EfK div, (u%))
= gdegg (A g div, (up)) < g, Vg=z=0

ce qui entraine que degy A g div, (1) =

Ceci montre que u, est une unité non tr1v1a1e de %, comme on sait que
rg{#/k*) <1 on a rg(¥/k*)=1.

Remarque. Si dans le théoréme 6, on remplace |S| = 2 par |§] =t > 2,
on peut montrer que (2}=-{3)=(1), mais on ne sait pas si (1)=(2) ou si
(3)=(2).

On revient au cas |S| = 2. Les commas, comme les unités, sont définis a
une constante multiplicative prés, pour avoir 'unicité 4 une racine n-iéme de
l'unité appartenant a k prés, on choisit un sysiéme de représentant % de
K*fl*¥" o0 k*" = {a"] cxek*‘, tel que ie ¥ (n=[E:K]).

DEFINITION. ¢ $era un comma simplifié si @ est un comma et si A gk @
=y, X"+... on a 3.7 On voit alors que deux commas simplifiés équivalents
different d’une racine n-iéme de l'unité appartenant 4 &, en effet, soient ¢ et ¥
deux commas simplifiés

.."V(P = ’y! X1+
A =6, X+
et on a W = Lo pour un certain {ek* dol §, ="y, et donc {" = L.
Dans le cas k = g on pourra choisir le systéme de représentants .9 tel
que se % si et seulement si s est un entier ne possédant pas de puissance n-
iéme dans sa décomposition en facteurs premiers et §> 0 si n est impair.
Ceci permet d'avoir, dans ce cas, 'unicité du comma simplifié.
-DeFiNmioN, On dit que la suite des commas simplifiés (¢,) dans la
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direction P; est purement périodique si Ja suite a, = @44,/@, est telle qu’il

cexiste Ty 2 1, Ogryur = fa,, Vg =0, 0<r < m, ot { est une racine n-idme de

Tunité de k. m, sera appelé la iongueur de la période.

Ceci permet de préciser le théoréme 6.

PROPOSITION. (4) Si u est une unité de norme A alors u"/4 est une unité de
norme 1.

(b) La suite des commas dans la direction P, est purement pseudo-
péripdique si et seulement si elle est purement périodique, et T, # Ry si ef
seulement si il existe une unité qui est un comma simplifié de norme différente
de Tunité et dans ce cas myjnm,.

Preuve. Le {(a) est clair, montrons le (b). Supposons la suite des
commas simplifiés purement pseudo-périodique dans la direction P, de
longueur m, et posons '

N lpe) =1
on a, Vg=0, Vr, Lr<n-1, Vs, 0€s <y — 1.

(qu:l

x (5

’ {prn:l +S): "‘/V((pnr 1 +s)

Py
_%1_ (prnl+g est le comma dans la direction P,

d'indice gnr, +rm, +5 et cest un comma S]mpllﬁe d’apres I'égalité des normes
et du fait que @ 4, est un comma 51mp11ﬁe on en déduit I'égalité:

de plus on montre que

. X (qurl
Panny+rng+s = C 3 "Pryxy s

ol { est une racine n-iéme de T'unité de k.
En passant au quétient, on a Vg2 0, Vr, 0sr<n—1, Vs, 0<s
< m—1 : : :

aqmtl eyt T C mml +s

oﬁ C’ est une racine n-iéme de unité de k, et cecimontre que la. perlode
divise nm, .

2. Etude apalytique d'un cas particulier

2.1. Généralités. On se donne un entier p >0, un corps k dont la
caractéristique ne divise pas p et un polyndme unitaire D de degré pn, avec
n >

On pourrait aussi supposer que le coefficient du terme de plus: haut
degré de D est puissance p-igme d’un élément de k*, mais cela ne change rien.
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On a dong:
D(X) X‘”"-I-a X"""1+ ek[X].

Dans toute la suite k sera fixée et My des1gncra le groupe des racines
p-igéraes de Punité dans k.
On fera successivement deux hypothéses sur D:

1. HyporHuise FamLe: D(X) n'est puissance g-itme d'un polyndme de
k{py) [ X] pour aucun premier g divisant p et, si p est divisible par 4, — D/4
west pas une puissance quatriéme (ceci assure lirréductibilité de Y2 —D(X)).

2. HveoTnese ForTe: D(X) n'a pas de racine multiple dans la cléture
-algébrique &k de k. :

ProrosiTion 6. On suppose que hypothése faible ést verifice, on pose K
= k(X) et on désigne par Y une racine p-iéme de D(X), alors on a:

Kip, V)

PN
~_.

(1) [K(up, Y):K ()] =[K(Y):K] =p,
[K (1, Y):K(Y)] = [K(,): K1 < 0(p),

() GalK (g, YVK (1) = Z/pZ,
GalK (,, YK (Y) = Gal K (i,)/K = Galk(u)/k = G = (Z/pZ)*.
- On désigne par k((1/X)) le corps. de séries formelles en 1/X du type:

FXy= Y a,X ", a,ck.
mzmg
_ Lorsque F(X) %0, si on suppose dp, # 0 on dit que —m, est le degré
de F; lorsque F(X) =0, on pose degré de F égal —oo, on le note degF.
On désigne par t l'application:

k(X)) — k,
F = t(F) _m{

Kiv) Hlpg)

Um, 81 F#0,
0 si F=0.
On dira que F(X) est unitaire lorsque t(F) = 1,
Prorosrrion 7. Eequatwn YYo= D(X) admet une solution umtatre A dans
((I/X))
‘Preuve. D(X)=X""[1 +(1/X)R(1/X)], ol R(1/X) est un polyndme en
1/X. de degré pn—1. La formule du bindme de Newton nous permet de
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définir DYP parce que la caractéristique de k ne divise pas p, nous avons:

oo
AX)y=X"[ Y €y, XTTRI(1/X)].
i=0
Draprés la proposition 6, 4(X) est un €lément algébrique de degré p sur
k(X) et on a degré A4(X}=n (en tant que séric formelle).
Soit { ek une racine primitive p-iéme de Iunité, alors les antres racines
de Téquation sont {4, 1<igp—1.
On pose

Us=(Usg, Ug, ..., Up-y)eA”  avec A =k[X],
e(U)=Us+Ugd+.. . +U,_ 477,

AU

“O= qg?t{f) ))
o .4 désigne fa norme de Pextension algébrique .

k(X) — k(X)(4),

¥ {pU)=go 0(9)...a" ' (p)e 4,
ol _
d(d) =04 I1gig<p—-1.

On pose:

¢ (U) = dego(U),
| C{U) = deg t(U),
N(U) = deg 49 (U),

“dég U = max(deg Uy, degU, 4, ..., degU,_, 4771).

. Remarquons que l'on a soit N(U} = 0, soit N(U) = ~o0 et que dans ce
dernier cas U =0, en effet N(U)= —co si et seulement si il existe i,
0<i<p—1 tel que ' @(U)=0 et comme I'extension K ({, 4)/K{{} est de
degré p, on a U=0.

On pose:

=de, 0<i<p-1, @,=0.

Nous désignerons par G le groupe de Galois de k({)/k, c'est aussi celui-
de K({)/K et il est isomorphe A un sous-groupe de (Z/pZ)*.
Son action sur p, = {{°% (%, ..., [P™*} sera représentée (abus de langage) de
la maniére svivante:

(') = C‘("’_, teG,  icZipZ.
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Naturellement on. aura aussi: .

(@) = DPegiy-

G opére donc sur Z/pZ et on désignera par w, les orbites de Z/pZ pour
Taction de G:

ZipZ= {)
0ghsdk) .
on conviendra de poser wg = {0).
Le nombre d’orbites est donc 4(k)+ L

Si Ton pose Q = {go, @1, ..., ¢,—,}, les orbites de 2 pour I'action de G
sont naturellement les ensembles

(@l icw,).
On pose:
®,(U)= 3 degg;(U).
iy

Remarque. Si G =(Z/pZ)*, on a: :
jenl = @ (p/d) 0w d=(h,p),
dik)= 5 1.

dip
I&d<p

2.2, Etude de la cidture intégrale B.
THEOREME 7. On suppose Thypothése faible vérifiée.
On met D sous la forme Q\'...Q-F oit Q,, ..., Q, sont des polynémes

irréductibles distincts de k[X] teIs que oy = 2 pour 1 <l<ser (Q,F)=1
pour 1 <l <s.

On suppose, de plus, F sans racine mulrzple dans k et les a, premiers avec P
pour 1 <1< s.

Sous ces hypotheses, la cloture intégrale B de A dans E est Tordre Jormé
des fonctions f de la forme: :

Ug+U, Y+.. +U,, Yol
2] Xy
e 5

I=

ou les polynémes U, appartiennent & A et vérifient la condition:

CYLEYL 0T o =il

CORGLLAIRE 5. Sl on suppose Phypothése forte venﬁee la cléture integrale
B de 4 dans E est k[X, Y].

COROLLAIRE 6. Si p=3 et 5i D est de la forme Q* F avec Q sans facteur

icm
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carré, F sans racine multiple dans k, (Q, F) =1 et si on pose D = QF* on a:
B=A+AY+AY on V=D
Preuve. Soit feB, alors:
Up+ U, Y. .+ U, Y71
Q

<p—1, @4 non nul
J=T1¢et Q¢k (en effet si Qek*,

=

avec U;ed pour 0 <
On peut supposer (Q, Uy, Uy, ..., U,e

feB.

Soit P un polyndéme irréductible divisant Q, P¥|Q, nous allons montrer
gualors P ne peut &tre quun Q.

Soit p un diviseur premier de k(u,, X, ¥} au-dessus de P et soit ¢ la
fonction Ug+U, Y+...+U,_ Y*7! on a, daprés le lemme 2, .

feB = p(@zy(@=przl s p(Pl=x
et pour des raisons galoisiennes (p étant arbitraire):
(0 (@) =2,(p), Vi, 0<is<p-1

on en déduit que:

p—1
v, {(pU; Y1) = o, (Y ﬁ‘JJ(IP)) Pz, ¥,
i=0 :
et « fortiori v (U; Y""_‘),ﬁot. _ .
- Mais comme (P, Uy, ..., U,.;}=1, il ecxiste des polynémes V5,
Vi, ..., V,_ €A tels que: '

0<igp—1

p—i
i=0 :

On en -déduit que:
| a0 =g (U >
d'ou '
v, (D)= pl,(Y"]_ > fla = v, (P).

Ainsi P? divise D ce qui ‘montre bien que P ne peut &re qu'un Q;.
Cherchons maintenant 4 quelle condition la fonction:

Ug+U, Y+...+ U, Y27 !
f A8 1 ﬁs

est un entier sur A4.
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LEMME 9. On suppose U 0.
(@) VUecA?, Vhe (0, ..., dk)} er View, on a:

deg @; (U) = constante : = ny,

b (U = || my.

On a, toujours d’aprés le lemme 2
feB « vy{@) 2 B pour 1<I<s

o q est le diviseur premier de k(X, ¥) au-dessus de Q, et v, la valuation
associée & q, telle que v,(@) =1, on a alors u‘u(q;) = 1/p car on a supposé

{o, p) =1 pour 1 <I<s. (b) Si &, (U) < |coyideg U pour tout hel0, ..., d(k)} sauf pour un ho,

Désignons par q un ¢, a« un o, f un g, on a: " alors:

2o (U YY) = 0, (U)+infp, ~ 0<i<gp—1 ' Dy (U) = |y, fdeg U.
comme d’autre part (x, p) = 1, on a: Preuve du lemme 9. (a) Posons
0 (U YY) #0,(U; Y Vi j, i) . pU)= ¥ X" 0<i<p-1, alek),
] ’ m= —degl

et donc: : . Ujﬁim Z RX™ 0<gjg<p—1, bPek

le)zf < QU, O0<i<pla, QYU, pla<i< 2p/a, ... m — degll .
en remarquant que si > o, alors QIU,, ..., U,_; on peut donc supposer on a

B < o et en multipliant le numérateur et le dénominateur par 0*~*, mettre
tout ément f de B sous la forme:
fo U+ U Y+ +U,_ YFr?
1 s

1 5

p_t ,
a = Y VPP, VYmz —deglU, O0<i<p-1.
=0 '

Montrons que deg ¢;(U) =degp;(U) si i et jew,
' iet jewy,=31elG tq. @ =1

et la condition du théordme est celle trouvée en tenant compte de cette

transformation. dod .
ah = T(asnnj ‘VYmz —degU
2.3. Rang du groupe %((). D’aprés le théoréme 1 Pétude de @ () revient ™ .
- 4 celle de Péquation de Pell: en particulier:

(Ep) . A Lo (Uy]ek*. ‘ ) =t(a) £ 0
On remarque que les éléments de k* sont solutions de (E,), on les ceci montre que deg ¢; (U) =y, Viewy.

appellera les “solutions triviales” de {E,). (b) Clairement, on a: '
On rappelle que ¥(0) = {p(U) tels que .4 [o(U)lek*}/~ o ~ désigne @y, (U) < Joy,| deg U

“1a relation d'équivalence

i il exi Supposons que -linégalité soit stricte, alors nous avons:
@1~ @y ssiil existe Ack* tel que @, = lgp,. upP

3 @, <jwyldegU, pour tout h.
Le théoréme 3 nous donne le résultat suivant:

THEoREME 3. ¥(0) est un groupe abélien de rang inférieur ou égal @ d(k), D'aprés (a), ceci implique: :
ou d(k)+1 désigne le nombre d'orbites de p, pour Taction de G. deg ¢; (U} < deg U, pour tout i

Nous expliquerons plus loin pourquoi le nombre ¢ des places rationnel- . :
les a linfini est égal a d(k)+ 1. _ _ d’ou: _

Mais pour des raisons de commodité (le lemme suivant sera utilisé W _pil £ pt pour tout i
ultérieurement) nous allons donner une preuve “analytique” . directe du 0= a ueu = P '
théoréme '3, ' '
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et en résolvant ce systéme de Vandermonde: -

b@deg{x’zoa Oé‘]gp*-l

ce qui contredit la définition de deg U.
Preuve du théoréme. Considérons ]’homomorphlsme

()5 27,

@{U) —(deg o (U), deg @, (U), ..., deg @, (U)).

1. L est injectif. Supposons ¢(U)}¢k*, alors on a deg U > 0. Donc
deg ¢;(U) = (0, Vi, entrajine:

@, (V) < |y deg U
pour hc{l, ..., d{k)!.
Daprés la partie (b) du lemme 9, on a donc:

Po(U) = @ (U) =deg U

et comme ¢o(U) =0, degU =0, ce qui est absurde.

2. II est clair que image de L est contenue dans la variété linéaire
d’équations:

X0+X|+...+Xp_] =0,

Xi=X;, Vhel0,....,d(k})} et Vicw,, ijew, fixe,

[ iy
]a premiére equatlon provient de N p(U) =
9-(a).

. Ces équations étant indépendantes, le rang est au plus p—r, ol r est le
nombre d’équations.

On a

C'le # 0 et les autres du lemme

dik)

r=1+%y (|cu,,|¥1) = p~d(k).
A=

CoroLtalRe 7. Si d(k) = 1, %(6) est soit trivial, soit cyclique infini.
D{éF}NITION. S? Iéquation de Pell 4@ (U) =Cte s 0 admet une solution
non triviale, on dira que I'équation de Pell est résoluble.

2.4, Interprétation géométrique.

241, La courbe I' et sa jacobienme. On considére la courbe r
dequdllon

¥? = D(X)
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et on désigne par L le corps des fonctions de I' sur k: L=k(X,Y), Lle
corps des fonctions de I' sur k: L=k(X, V).

Les extensions L/k(X) et L/k(X) sont de degré p, et la seconde est .
galoisienne de groupe de Galois H = Z/pZ. '

La premiére n'est pas nécessairement galoisienne comme l'on voit en
prenant k= Q.

On désignera par o un générateur de H, il sera déterminé par:

olX)=X
o(Y)={Y

ol { est une certaine racine primitive p-iéme de 1. 11 est clair que H est un
groupe d'auvtomorphismes de la courbe I.

Une place p de k(X) se prolonge en général en p place Py, P,, Py, ... de
K, saul lorsque D{X) est annulé par p (on écrira D(X)ep). Les prolonge-
ments des places & distance finie de k(X) seront appelées les “points a
distance finie” de I

Pour prolonger la place & Finfini {(I/X }ep), on considére la transforma-
tion birationnelle:

X=X = 1/X,

Y Y =Y/X"

qui transforme I' en [™* d’équation:.
Y'P = D*(X)

ot D* désigne le polynéme. réciproque de D. Puisque D est unitaire, D*(0)
= 1, donc la place 4 I'infini se prolonge en p places de K, que Yon notera o0,
(forsque ¥+ 1), x, (lorsque ¥ —~{), ..., ou,_; (lorsque Y 777" (voir [7]).

Le groupe abélien libre 7 engendré par les places de K est appelé le
groupe des divisewrs de I'. Les éléments de o/ qui sont invariants par
Gal(k/k) sont appelés les diviseurs rationnels de I lorsque k est de
caractéristique zéro(?). '

La Jacobzenne J de I' est e groupe quotient du groupe %/, des diviseurs

- de degré zéro par le sous-groupe des diviseurs des éléments de L. Un point

de J est rationnel lorsqu’il est I'image d'un d1v1seur rationnel par la projec-
tion canonique; &y —J.

24.2. Module des diviseurs rationnels a Pinfini de degré 0. On désigne par
k' le corps k({) et par G le groupe de Galois de k'fk. Lorsque teG, on
prolonge T & k'(X, Y) en posant t(X) = X et ©(Y) =(Y. :

(3 Dans le cas général,. il faut tenir compte des questions de séparabilité.

3 — Acta-Arithmetiea XLVEILL
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' Soit M =Zowg+Zoc,+...+Z%, le Z-module des “diviseurs a l'infi-
" de' I, alors G agit sur .# de la maniére suivante:
T(VOCDO"'-..‘FVI,_]_ O:phl) = 1’0000+v1 DOT(1,+V1 OO,€2,+...+V,,_1 OG!(F"U
Vo, ..., Vp—y représentants des enfiers queiconques.
Posons D=vyoog+...+v,_ L o e #. i
DeériniTion. Nous dirons que D est rationnel sur k ssi, pour tout 1eG,
on a t(D)=D.
Prorosition 8. Lensemble des diviseurs de . # rationnels sur k admen
powr base T'ensemble des diviseurs P, = Y o, avec 0 h < d(k).

ey
Ce module est donc isomorphe & Z40+1

Preuve. Puisque .# est un Z-module libre de base ooy, .

R AT F:
v, v + I . ' ,“ l,
condition pour que D soit rationnel sur k s'écrit:

Vi = Ve
pour tout teG.
Ceci prouve que v; ne dépend que de la classe w, de i dans Z/pZ
modulo l'action G. Comme dans le lemme 9, on a donc:

w=v si i jew,

et 'on voit que le diviseur D s'écrit d’une maniére et d’une seule:
D=3 w(Y o).
Oh<dih) Eetny,

Posons P, = Z ou;, alors D s’écrit d’une maniére et d’une seule:
igtop

D= Z vy Ph‘

0 < h<dik)

Comme les diviseurs P, sont au nombre de d{k)+1 on en déduit que le
module des diviseurs rationmels a I'infini est jsomorphe 3 Z4W+1

?OR_OL.LAIRE 8. 1. Si lon désigne par 4y le module des diviseurs ration-
nels a Tinfini de degré zéro, on a:

My == {zh: vy Byl Z"hIU)hl = 0}-

2. .4y est isomorphe au sous-module de ZP défini par les équarions
Xo+Xi+.. . +X,_ =0,
Xi=X,, Vhel0,.. .;dk), YView, i.nsa),, fixé, i #iy.
3. .y est isomorphe o 29, '

Des corps de fonctions algéhrigues 35

Remarques. 1. ¢; = ¢"p, donc lopposé de son degré est la méme
chose que sa valuation au point x4, donc que la valuation de ¢ au point
a1 (o0p) = 0 _;, ainsi: '

deg o (U) = —uv_; ().

2. Comme nous lavions annoncé dans le paragraphe 2.3, la proposi-
tion 3 entraine que le nombre des places 4 I'infini, rationnelles sur k, est égal
a dik)+1.

Nous concluerons ce paragraphe en regroupant les derniers corollaires
du paragraphe 1.2 sous forme de “théoréme de dualité”.

TreoreME 8. 1. Soit & le monoide des diviseurs des éléments de (, alors
Gy = g .

2. 8i lon pose J (€)= My Hon & et si Ton désigne par T(() le sous-
groupe de torsion de J (), nous avons:

rang (J ,, () T(C)) +rang %(¢) = d (k).

3. Sous Thypothése forte J () est la “partie a Tinfini” de la jacobienne J
de I.

CoroLLAIRE 9. Lorsque Thypothése forte est vérifiée, les assertions suivan-
tes sont équivalentes:

(i) le rang de % est égal & d(k),

(i) les éléments de .#, sont dordre fini sur la jacobienne J de T.

25. Construction des commas dans le cas particulier |[S|=2.
Commengons par redonner la définition d’'un comma- de ¢ dans le cas
particulier oli lordre est: '

(= A+ AA¥ . .+ A4P7,

DerFinmion.. On dit que U e AP est un comma de ¢ si U # 0 et vérifie la
propriété: '

(VU'ed”, U #£0,Vh, 0<h<d(k), $,(U) < &,(U)) = @lek*, U = 2U).

Draprés le corollaire 5, nous savons que ¢ = B si {hypothése forte est
vérifiée, et ¢ — B, avec Tinclusion stricte possible, dans le cas de I'hypothése
faible.

Dans le cas particulier que I'on considére Y? = X?"+, .. on caractérise le
fait que |S] =2 par

"Prorosimion 9. Le nombre de places au-dessus de # ., est égal a deux si
et seulement si p est premier et [k{py):k] =p—1.
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Preuve. Nous avons vu, que pour. calculer le nombre d’éléments de S,
il fallait compter le nombre d'orbites de Z/pZ pour l'action de G {on utilise
les notations de la proposition §).

Or, on a G ={Z/pZ)* donc

UZ/pZ):AZ/pZ)*] < [Z/pZ:G]
et comme:

[Z/pZ):(Z/pZ)*] = ; 1

on en déduit le résultat.

On désignera par P, et P, les deux places au-dessus de #,, associées 4
®, et @,. La place P, est de degré 1. la place P, est de degré p— 1.

Dans le cas particulier ol |S| = 2, 'ensemble des commas de ¢ est la
réunion de I'ensemble des commas dans la direction P, et de I'ensemble des
commas dans la direction P, on a:

Prorosition 10. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) U est un comma de ¢ dans la direction P,.

(2) U est un comma de (- et P, (U) < 0.

() (VU # AU, Aek*, @y(U) < @0 (U) < 0) = degU’" > deg U.

Preuve. Elle résulte des définitions et de I'égalité ¢, {U)y = (p— 1) deg U,

Dans toute la suite, on va supposer p premier et [k{y,): k] =p—1.

Construction des commas U dans la direction P;. 8i on veut
construire un UeA? tel que &,(U) soit le plus petit possible, on voudra
annuler le plus grand nombre de coefficients dans le développement en série
formelle de @{U). On va donc chercher 4 résoudre un systéme linéaire
homogéne ou les inconnues sont les coefficients des polynémes Uy,
Uy, oo Upey

Si" on. pose:

(1) =i 1 =1 -i
Uy =u® X0 gy xa-inm1y |y ylamin
Ai - X"‘+a§-"X”"1+a§2' Xin-z

0igp—1,
+..., Il<i<p-—1.
Le premier coefficient de ¢(U) éventuellement nul est:
PP+ a2
Le deuxi¢me coefficient .est:

u‘o”-i-u&”’ Y| I CLI

Nous sommes amené & considérer Ja matrice Ay, o formée des blocs BP,,
Bt B{p— 1y

Gy 00 *
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g+ g-n+1 g-lp-1in+1

1,0,...,0 4, 0,...,0 ... 1, 040.es 0

(1)
0,0,..., 1 \\ \
0 (!l
(1!

{0 11 {p-1)
8-1.- gy q=
Cette matrice 4, ,, a [, colonnes:

si g—in+120,
sinon

(1+1)(4+1)——(—;Qn, si [ :|g p—2 avec'i = [%]’

1 o= _
: p(q+1)—P—(p—})—n, si [%]21?-—1,

p-1 —1 1
" . ; g—in+
=2 0P o by = { o

ce qui 'donne:

=D

2
~a) i [g/n]<p— o .
Trouver U # 0 avec deg U < g et $,(U) < —m+g+1 équivant a trouver
0=, ..o ul, ...u®y, ., ufo ek, U0,

tel que U soit solution du systéme A, ;U =0, oll 4, est la matrice
tronquée ayant comme m-—l lignw les m—1 premiéres lignes de A, .

b) De méme si [g/n] = : o . :

Trouver U # 0 avec degU q et B, (U) € —m+g--1 équivaut a trouver .

—p— | .
=, ..., u@, . u},"_)l,. S udly DR e gt 17#0

tel que U soit solution du systéme A, . U’ 0, 0l Ayp-, désigne la méme
matrice que précédemment.

Dans les deux cas:

Trouver U # 0 avec deg U < ¢ et @,(U) minimum équivaut i trouver

un entier m, maximum tel qu’il existe Uek“ U # 0 tel que: q,,,q,_l =0,
ce qui équivaut a trouver un entier m, > 1 tel que: .

(2) . a_ﬁekq,U;eo, Aq.mq_lv 0,

@ VUek's, Ay, 0=0=0=0
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La deuxiéme condition étant 1A pour assurer la maximalité de m.
Le nombre d'inconnues du systéme A,,, _; U = 0 étant l,» on en déduit
que le systéme A, -1 U =0 a une solution nou triviale et par suite:

m, = Iq.

Montrons maintenant que m, est fini.

Pour cela, nous allons montrer quil existe un entier m > 1
grand tel que:

suffisamment

- e

vOek's, A4,,0=0=0=0.
Supposons le contraire:
Vmzl, 3%, #0 Yeks 4,,Y=0.

Cette solution Y, # 0 détermine un p-uple (U, Uy, ..., U,.1) # 0 tel
que:

P(U)=Upg+ U d+ ...+ U, 4P~ 1.

Supposons de plus @ (U} # 0 alors .47¢(U) # 0 et done N(U) = 0.
- D’autre part, on a: :

N(U) =@, (U)+ 2, (U} <
et donc si nous prenons m assez grand

N(U) <0

—m+q+1+(p—1q

par su.ite @(U) = 0 avec U # 0 ce qui contredit le fait que 4 soit un nombre
algébrigue de degré p sur k(X).

Soit ek une solution de (2), alors elle détermine un p-upie U

= (U,, Ula---a »—1) vérifiant:
{%(U)s —mg+g+1 < —-Iq+q+1,'
@ ®1(U) = (p—1deg U < (p-1)q,
<
il ;
(p—l-~1)q+i(l;2|' )n_i, si i=|:gJ<p_“2,
N{U) < LA
plp—1) { . g s
{ 7 TPt =d st =2 p-1.0)

(a) Montrons que U est unigue a une constante multiplicative prés.

, Soient U et 7ek's, T et ¥+ 0, deux solutions de (2), on a d’aprés (2) et
3): - .

*} ¢ est le genre de la courbe Y* = D(X) quand D(X) m'a pas de racine multiple,
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et donc d'aprés (3) pU—aV = 0.

{b) Montrons maintenant qu'une telle solution est un comina.

Soit U'£0 tel que $(U)< Po(U) <0 et supposons degl’”
< degU < g comme Po(U) < Bo(U), on a Agm s U'=0 et donc d’aprés
le (a) U'=A4-U avec Ack®.

(¢) Réciproquement un comma U de degré strictement positif et tel
que ®,(U) < 0 est construit de cette fagon.

Posons deglU =¢ >0, et soit U’ le
précédemment avec I'entier g.

On a d’aprés la construction de U,

deg U’ < g =degU,
B0 (U') < Bo(U) <0

comma construit comme

Comme U est un comma on a:

Jiek*, U =AU.

Finalement, nous avons montré le résultat:
TueoreME 9. Avec les notations. définies ci-dessus
— “La” solution, définie @ une constante multiplicative prés, du systéme '

Aq'm _, U=0 est un comma de degré inférieur ou égale a q.

— Réciproquement, tout comma U dans la direction Py est construit de
cette fagon.

En faisant varier g de 1 & l'infini, on obtient 1a suite des commas (U%);5,
non deux a deux équivalents tels que la suite (deg U™);5, soit strictement
croissante. On dira que U% est un comma de rang i.

2.6. Propriétés des commas. _
Prorostrion -11. (1) Si U est un comma, le pged(Uy, Uy, ..., Upoy) =1
(2) Deux commas successifs sont linéairement indépendants sur A.

(3) (U ~ E(d)—4d, ot E(4) désigne la partie polynomiale de A.

(4} Si p=3, on a les inégalités
Vizl, 1<deglUV—deg UM< pn/2] i n<p—1,
1 < deg UY* " —deg UY n>p—1.

<(p+D)w2 i
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(4) Si p=2 et si UD nest pas solution de Tégquation de Pell, on a:
Vizl, 1<deglU™ " —~degU" g n—1.
(5) Toure solution non triviale U de Péquarion de Pell

AUy =
avec Po(U) <0 est un comma dans la direction P,.

Preuve. (1} Soit PeA, degP =1 et PIU/; (0 <1< p—1) alors il-est clair
que U/P est un comma et donc si U est le comma de rang i, il existe un
entier j, 0 j <4, tel que

UY = uoP  doi

Cte 20

Do (UY) = B (P) +Po (UY) > @, (U,

.ce qui est impossible.
{2) Soient U®, UY*Y deux commas succes31fs Supposons qu'il existe
P, QEA
PU“H»QU‘”“ ={ -

alors QIPUfY (0 <1< p—1) et d'aprés (1) Q|P, de méme on montre que P|Q
d’oli F et Q sont des constantes

AU 4 qU ) == 0, ./1, pek.

. et comme

deg U < deg U¥™ D,

(3) Supposons deg UM < n alors U™ = (P, 0, ..., 0) avec deg P = 0, or
il est clair que (P, 0, ..., 0) avec deg P > 0 n'est pas un comma.
Maintenant prenons g = n, alors le comma U construit vérifie:
P (U)<€ —

en effet 4, a n+2 colonnes (I, = n+2) et daprés (4) @, (V)
= —1et-donc U 3 U,
Ce comma construit est de la forme
U=(U, U,,0,...,0 avec U, =Cte#0

et comme il n'y a pas de comma de degré <n a part U, U est celui de
rang 1.

Dlautre part, on remarque que @{(U) = E(4)—4 vérifie

&0 (U) < -1,

onal=pu=0.

£ —l+n+1

deg U = n.

Cest donc le comma de rang 1 & une équivalence prés.

(4) p = 3. L’idée de la démonstration est: étant donné un comma U de
rang i de construire un comma de rang stricterent plus grand que i en prenant
un entier g suffisamment. grand.
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Cet entier g sera
deg U +[pn/2] sio ngp—-1,
degU+(p+1)n/2 si n>p—1..

Lemme 10. On pose deg U® = u;. Soit U le comma construit avec Tentier g.
Pour montrer que ce comma est de rang strictement supérieur a i il suffit de
montrer que:

L—(g+1) > {p—Du.

Preuve. D'aprés (4) on a:

P (V) < —ly+g+1
donc:

@y (U) < —~{p—1u;.
‘Puisque: _

N{U%) 20,

@, (U¥) = (p— Duw;.
On en déduit que: _ '
Do (UD) 2 —(p—1)u; > @0 (V).
Lemme 11. On pose deg U™ = u; et on suppose seulement p premier = 2.
Si w = (p—-1)n—[pn/2], alors en a:
deg U™V —deg U? < [pn/2].

Preuve. Prenons q =+ [pn/2], il suffit alors de montrer que le
comma construit avec l'entier ¢ est de rang strictement superieur ai
En utilisant le lemme 10 on est conduit 3 montrer que:

=g+ >{p—u.
Or daprés (1): .
I, =rplg+1)=p(p—1)n/2.

On a donc:

h—tg+1) =(—1) (q+1—5§)

=(p—1)(u.- [p:,_}rl 2)>(P Du;.
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(@) pzn+l. 8iwy=(p—Dn-[pn/2] le lemme 11 nous donne linégalité
cherchée.
Supposons donc u; < (p—L)n—[pn/2], alors le lemme 10 nous montre

quiil suffit de prouver qu'on a:
Li—(g+1)>(p—1Du,.
Divisons g et u; par # nous avons:
g=jn+r, 0<r<n,
w=jn+r, 0<r <n.
Comune nous savons que:
q=u+Ipr/2] <(p—1)n
it est clair que:
fa/ml=j<p-2
donc
L=0G+Dg+1)—j{j+1)n/2
et I'inégalité A prouver §écrit: '
&) ‘ j(jn+r+l)—j{_i+1)n/2>(p~—1)u;.

Nous allons maintenant exprimer j et r en fonction de j; et r; et nous
poserons p = 2p’ + 1.
Nous utiliserons la refation;

g=u+p' n+[n2] =, +p)n+r +[w2].
Nous avons donc:
J=iitpte avec ‘0, 1
r=ry+[n/2] —en e
Aprés cette transformation I'équation (5} devient:
6 i+ +O-p'nj P+ np +e)+0~snl+r (e—p) > 0

ol Fon pose 0= 1+[n/2]—n/2e{1/2, 1].
Il est clair que l'inégalité (6) est entrainée par lmegctlne plus forte
obtenue en prcnant ¢=1/2:

(M i+ +3—p mj e —e)+4]
+(p' +e) [Fn(p' +e)+E—en]+r (e —p) > 0.

' APour établir Vinégalité (7) nous montrerons que le discriminant 4’ de ce
trinéme en j,. est négatif.

Des corps de fonctions algébrigues ] 43

Ce discriminant ¢st:
A =1} +r, (1= 2n8)+5—n2p +e)+en’.

Premier cas: ¢ = 0. Cela signifie que r; < n/2.
On a alors:

A rr e 1o2p 111 2p’<11_1“

— e — e e <
n* nl_}qnl_r4n2 n 4 2n 4n* n 2n 4n*
puisque p—1 = n. On voit donc que 4" <0.
Deuxiéme cas ¢ = 1, Cela signifie que ry = n/2.

On a alors:
4 1 2p+1
2 -Di-2 P
n:  n? +{ n)z an? n *
1-2n 1 p 1 1 p_ 1 1
<2 o<1 € — by
* 2n +4J’!2 Zn+4n‘ n 2n 4n?

puisque p = n+1. On voit donc que 4" <0
(b} p <n+1. Avec les mémes notations que dans le {(a) on prend:

g=u+(p+1)n2
et on a:

J=ih+@+1)/2,

rY=ry.

11 suffit alors de démontrer I'inégalité (5), on montre que celle~ci s'écrit:

+1 1 N f3-
5]1+(n+r1+1 )}1+p2 (%’””l“‘l)"'rl (—“é_p)> 0.

Le calcul du discriminant donne:

W a7 4

4 5 1-2p. 1 5 2-2 9 '
(fi) +(2-n) 2-4-«—— +—£+— 1+———p—!—-——;?—£<z——p<0
puisque p = 3.
Remarque. Dans le cas p =3, l'inégalité
deg UHD —deg UV < [pn/2]

est valable quel que soit n = 1, en effet le lemme 11 s ‘applique quel que soit

i =1, compte tenu que u, = n.
(@) On utilise le lemme 11 en remargquant que lnégalité peut éire
améliorée car N( “’}>1 puisque - U® nest pas solution de Iéquation de

Pell.
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THEOREME 10. On suppose Thypothése forte vérifiée.

A. Léquation de Pell admer une solution non triviale si et seu.’emem si
(p—1)Po— Py est un élément dordre fini I de la jocobienne J, oil Py =0, et
Py=oo;+...4+w,_;

B. De plus, on a:

(1) I=deg U™, ou U™ est le comma de rang m, @ étant la ps"eudo -période
de la suite des commas de O,

(2)(a) Sip=2, n+n—1 £l 1+r@n~-1),
d) Si p23, a+n—1<I<n+[pn/2)(n—1) sion p-1,
a+n—1<I<n+((p+)n/2)(n—1) si n>p—1.

Preuve. A. Soit @(U)e ¥ tel que &, (U) <0 (ce que l'on peut toujours
supposer): on a:
(&) divep =

et

(p—1)degU-Py—deg U - P, = deg Ul(p—1) Po—P)),

(p—1)Po—Pyc A,
La réciproque résulte du corallaire 9.

B. (1) En effet si U™ est le comma de rang 7, ¢(U™) est la solution
fondamentale telle que Py (U™) <0 et donc d'aprés (8), /|deg U™,
Réciproquement soit ¢ (U)e % tel que

div o(U) = l((P—l)Po—Pl)
d'aprés ia remarque 1, page 35, on a:
vo(p) = —dego = l(p—1) >0,
v(p) = —~degg; = —1, i:séO, ieZ/pZ

on en déduit que ®,(U) =degop <0 et donc d’aprés le lemme 9 (b), on a:

P (Uy=(p~1)degU = ¥ dego, =

igw)

(p—1D1 don I=degU

et comme ¢ (U'™) est la solution fondamentale telle que Py (U™) < 0,'011 a;
PU) ~ (U™, iz1
et donc
deg U™|deg U = |.

(2} Pour montrer les inégalités on utilise la proposition 11.
CoRroLLAIRE 10. §i p=2 et n= 2 l=n+1.
Sip=3etn=1 =z
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27. Résolution de I’équation de Pell dans le cas: p=3,n=1, k= Q. On
© pose: '

- D=X'+aX+b, (a by#(0,0

et ob D est sans racine multiple. -
On se propose de donner une réponse au probléme suivant:
Trouver tous les triplets (Uy, Uy, Ul), U; e QFX], tels que

Ui+ UID+UID*—3U U, U, D = Cre #0.

Pour cela, nous devons considérer la cubigue

(0 ¥ = X*haX+h. (a4 b)#(0,0)

et nous poser la question: le point 2P, ~ P, est-il un point d'ordre fini de la
courbe I'? :

La cubique (I) mise sous forme de Weierstrass est de la forme y?
= X>—D ol De(*, et daprés G. Bergman [15] cette cubique a comme
groupe de torsion sur Q, [0} ou Z/2Z ou Z/3Z ou Z/6Z. '

Nous avons donc trouver les couples (a, b) tels que les commas de rang
1, 2,3, 6 sont des unités.

P. Toffin et B. Vallée, grice & un calcul fait sur Mac Syma, ont trouvé
les commas de rang 2, 3, 6; en calculant la norme de ces commas, on a pu
trouver tous les couples (a, b)e O* tels que I'équation de Pell admet une
solution non triviale.

On obtient comme trois premiérs commas:

UO =(1,0,0), AU =1,
UD =(~X, 1,0, NoUY)=aX+b,
U@ ~ (~9b2 X2 —3ba? X +a*, (180> +3a%) X + 3ba®, —9b>—3a%), -
./1' "o (U3 "'( 9g1% b—135a7 b3~ 729a* b® — 1458ab") X

— 13545 h* 72943 b® —729b%,

On peut alors chercher les couples (a, b) tels que le coefficient de X dans
Pexpression A @(UP) =(i =1, 2, 3, 6) sannule."

Nous aurons besoin par la suite de la définition suivante:

Soient () (resp. (I')) la courbe d’équation:

Y3=X34aX+b, (a,8)#(0,0
resp.

Y?=X?+dX'+b, (d,b)(0,0).
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I?EFIN!TION. On dit que (I) et (I'") sont équivalentes si il existe g o tél
que si (X, Y)el alors {(AX, AY)el", ie.

a=A*a e b =i-b.
Explicitons les calculs dans le cas i=1 et i = 2.

i= 1', les couples (a, b), (a, b) # (0, 0), tels que I'équation de Pei] admet
une solution fondamentale au rang i = 1 sont les couples (0, b}, be O*: dans
ce cas, ou bien b est un cube et alors la Jongueur de la pseudo-période est
égale 4 la longueur de la période, qui est égale 4 1, ou bien b n'est pas un
cube’ et alors la longueur de la pseudo-période est égale 4 1.
i= 2,‘ les couples (a, b), (a, b) # (0, 0) tels que I'équation de Pell admet
une solution fondamentale au rang i = 2 sont les couples
(a! 0)1 a E Q*’
(a, b), a et b#§ qui satisfont I'éguation
a’+15a2% b2+ 8a® b* + 162b° = 0.
Si on pose 1 = a®/b? r doit vérifier 'équation

P15 4 81r+162 =0
€t comme on a: '

1512+ 81t + 162 ={r+6)(t2+.9r.+27)
on trouve comme valeurs de {a, b), a et b 50,

a= —6c*  bh=6c" ¢cZ* wch.

Cependant, cette infinité de solutions est 4 une ¢quivalence prés la
solution a == —6, b = 6.

Dans le cas i =3, on trouve les solutions

a= —9¢* . b=9c%  ceZ* xeN »
et donc & une équivalence prés, la solution g == ~9, b=09,
On résume les résultats obtenus dans le tableau suivant:
a b solution fondamentale c 7 o om
6 %0 X4 _ {cube | : 1
#* cube 3
X
#0 0 1 +*~A ~?-A2 | 2 2 2
—6 6 —2x+4+241+'42 4 2 2 6
X3 _XZ
-9 9 z —_ '

5 3X+4+( 5 X+2)A+ziz L 303 3

= Jongueur de la pseudo-période
@, = longueur de la péricde

[
{2
(3]
(4]
[53
(6]
(7]
(8]
9]
[103
(113
[12]
(13
[141
[15]

[16]
{1713
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