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27 > 3 0(9) Y(9).

dln

Theorem II is now a direct consequence of Lemma 5 and Lemma 6, if
we choose herein & = x°. '

References

[1] J.-M. Deshouillers and H. Iwaniec, An additive divisor problem, J. London Math. Soc.
(2) 26 (1982), pp. 1-14.

[21 - - Kloosterman sums and Fourier coefficients of cusp forms, Invent. Math. 70 (1982), pp.
219-288.

[3] A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger, F. G. Tricomi, Higher Transcendental
Functions 11, Mc Graw Hill, New York-Toronto-London 1953.

[4] T. Estermann, An asymptotic formula in the theory of numbers, Proc. London Math. Soc.
(2) 34 (1932), pp. 280-292.

[5] C. Hooley, On the intervals between numbers that are sums of two squares 111, J. Reine
Angew. Math. 267 (1974), pp. 207-218.

[6] K. H.Indlekofer, Scharfe untere Abschiitzung fiir die Anzahlfunktion der B-Zwillinge, Acta
Arith. 26 (1974), pp. 207-212.

[7] P. J. Kelly, The number of B-twins in an interval, Dissertation, Nottingham 1978.

[8] G. J. Rieger, Aufeinanderfolgende Zahlen als Summe von 2 Quadraten, Indag. Math. 27
(1965), pp. 208-220.

UNIVERSITAT ULM
MATH. 11l

OBERER ESELSBERG
D-7900 ULM

Received on 3.8.1984
and in revised form on 25.6.1985 (1443)

ACTA ARITHMETICA
XLVII (1986)

Geometrische Reihen in algebraischen Zahlkéorpern

von

ULricH RauscH (Marburg)

Einleitung. Unter geometrischen Reihen in einem algebraischen
Zahlkorper K verstehen wir Reihen der Form

r+1

G@2)=Yexp{— Y |uPz,},
u p=1

wo u die total positiven ganzen Zahlen von K oder, allgemeiner, die total
positiven Zahlen einer gewissen Restklasse durchliuft. Die z, sind komplexe
Variable mit positivem Realteil. (Zu den Bezeichnungen vergleiche man die
Zusammenstellung am SchluB dieser Einleitung.)

Diese Reihen wurden zuerst von Hecke [S] fiir reell-quadratische
Zahlkorper eingefiihrt. Rademacher [9] verallgemeinerte Heckes Ergebnisse
weitgehend bei seiner Ubertragung des Goldbach-Problems auf beliebige
algebraische Zahlkdrper. Ausgehend von Rademachers Arbeit, verwandte
Friedrich [2] dann geometrische Reihen zur asymptotischen Auswertung
gewisser Partitionenfunktionen in Zahlkorpern. Weitere Anwendungen
geometrischer Reihen auf die additive Theorie reell-quadratischer Zahlkorper
findet man bei Schaal [13], [14].

Immer spielt das Verhalten der geometrischen Reihen in der Umgebung
des Nullpunktes eine zentrale Rolle, und es ist das Ziel der vorliegenden
Arbeit('), die hierfiir bekannten asymptotischen Entwicklungen zu
verschirfen. Ein wenig erweitert wird die Problemstellung noch durch die
Einfihrung von Koeffizienten in der Form verallgemeinerter Groflen-
charaktere.

_ Aullerdem untersuche ich unter demselben Gesichtspunkt die
”E{nheitenreihen” E(z; U), die sich als natiirliche Vorstufe zur geometrischen
Reihe préisentieren und wie diese definiert sind mit dem Unterschied, daf
der  Summationsbereich fiir i eine torsionsfreie Untergruppe U der
\

(') Diese Arbeit ist eine gekiirzte Fassung meiner Dissertation. Herrn Prof. Dr. W. Schaal,

der das Thema anregte, bin ich fiir seine vielfdltige Unterstiitzung aufrichtig dankbar.
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314 U. Rausch

Einheitengruppe des Korpers K von endlichem Index ist. Sie bieten bereits
alle Schwierigkeiten, sind aber formal einfacher zu handhaben.

Anhand cines Partitionenproblems im total reellen Zahlkorper stelle ich
zum SchluB eine zahlentheoretische Konsequenz der gewonnenen Resultate
VOr.

Im Verlauf der Rechnung wird es sich als vorteilhaft erweisen, Systeme
von Grundeinheiten in Abhingigkeit von den Variablen z, geeignet zu
wihlen. Deshalb wird zuniichst in § 1 die Existenz solcher Systeme gesichert,
die gewissen Abschitzungen geniigen. Ich baue dabei eine von Siegel [15]
angegebene Methode in zweierlei Hinsicht aus: Die Abschétzungen beziehen
sich auf alle Konjugierten, und diese werden mit Gewichtsfaktoren versehen.
Wesentliches Hilfsmittel hierbei ist ein neueres zahlengeometrisches Resultat
von Vaaler [17].

Die Hauptschwierigkeit der Arbeit wird in § 2 behandelt, die Frage
nidmlich, wieviele der (dort definierten) r+1 Zahlen E,(m), ..., E,, ,(m) fiir
m # 0 hdchstens zusammenfallen bzw. ,,nahe” beieinanderliegen konnen. Eine
vollstiindige Antwort scheint gegenwirtig kaum erreichbar zu sein; sie liefe
ndmlich hinaus auf die untere Abschidtzung von Linearformen in gewissen
Unterdeterminanten des Regulators, also eine erhebliche Verallgemeinerung
des Gelfond-Baker-Feldmanschen Problemkreises.

Gleichwohl reichen die u.a. mit Hilfe eines Satzes von Baker [1]
erzielten quantitativen Resultate aus, um in § 4 Einheitenreihen erstmals in
Ko6rpern mit mehr als einer Grundeinheit asymptotisch zu entwickeln. Ich
gebe mehrere Relationen an, bei denen unterschiedliches Gewicht auf die
Abhiingigkeit der Restglieder von den vorkommenden Parametern gelegt
wird. Der Beweisgang ist dabei so angelegt, daB etwaige Fortschritte in der
Frage der E,(m) problemlos nachtriglich einbezogen werden konnen.

Zuvor jedoch betrachten wir in § 3 nochmals die Zahlen E,(m), diesmal
unter qualitativen Gesichtspunkten. Unter anderem werden Beispiele von
Zahlkorpern angegeben, in denen tatsdchlich einige der E,(m)
zusammenfallen. Damit wird zugleich eine von Hecke in [3], § 4, gestellte
Frage negativ beantwortet: ob die r+1 horizontalen Geraden, auf denen die
trivialen Nullstellen der Zetafunktionen mit (speziellen) GroBencharakteren
liegen, alle voneinander verschieden sein miissen.

§ 5 enthdlt Funktionalgleichung und Abschédtzung gewisser Zeta-
funktionen, die schon Friedrich verwendet hat und die unseren Zwecken
besonders angepalit sind.

Die asymptotische Entwicklung der geometrischen Reihen wird in § 6
durchgefiihrt.

Als zahlentheoretische Anwendung unserer Ergebnisse betrachten wir
schlieBlich in § 7 die additiven Zerfidllungen total positiver ganzer Zahlen
eines total reellen Zahlkorpers in eine gegebene Anzahl k > 3 ebensolcher
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Summanden. Im einfachsten Fall (ohne GréBencharaktere und Kongruenz-
bedingungen) lautet das Resultat:

1 N(v)\ !
| == i
vl+...2+vk=v ((k_l)‘)"(\/a>

vj>0
+O(N (v~ 2log"™ ! N(v)+ N (v)** log” N (v)).

Friedrich erhielt hier das Restglied O, (N (v)*~3/2%¢).

Fiir eine weitere Anwendung der hier erzielten Ergebnisse sei auf die
Arbeit [16] hingewiesen.

Ich stelle noch einige Bezeichnungen zusammen, die fiir die ganze Arbeit
Giiltigkeit haben.

K sei ein algebraischer Zahlkorper vom Grade n und befinde sich unter
den konjugierten Korpern K® (p=1,...,n). Dabei sei K reell fir p
=1,...,r; und K®""? konjugiert komplex zu K fiir p = rt+l, 4y
also n=r,+2r,. Wir setzen e, =1 fiir p=1,...,r, und e, =2 fiir p=r,
+1, ..., n; ferner r = r; +r,—1. d sei die Diskriminante und d die Differente
von K. Zu einer Zahl ye K bezeichne y® ihre Konjugierte in K®, N (y) ihre
Norm und S(y) ihre Spur. y > 0 bedeute im Falle r, >0, daB y® > 0 ist fiir
p=1,...,r;; im Falle r; =0 bedeute es y #0. Fiir Ideale a aus K
bezeichnet N (a) die Norm und ¢(a) die Eulersche Funktion. Die durch die
Symbole O und < implizierten Konstanten sowie die positiven Konstanten
€1, €3, ... hdingen, soweit nicht anders vermerkt, nur vom K&rper K ab.

1. Abschiitzung von Einheiten. Die Gruppe € der Finheiten von K ist
dlrgktes Produkt einer endlichen Gruppe I von Einheitswurzeln und einer
freien abelschen Gruppe &* vom Rang r. Wir setzen r >0 voraus und
be‘trachten torsionsfreie Untergruppen U von € von endlichem Index [€: U].
Diese haben ebenfalls den Rang r, besitzen also eine Basis #,, ..., 1, aus r
Elementen. Damit bilden wir

.....

Mit Hilfe gruppentheoretischer Uberlegungen erkennt man
R
RU) = _[€:U],

wo w = || und R = R(E*) der Regulator von K ist.
Wir betrachten ferner Einheiten modulo einem ganzen Ideal § # (0):
C@H):=ne® n>0, n=1(mod 7)}.
Es existiert wieder eine Darstellung als direktes Produkt

€() = W(H) x €* (),
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wo W(f) = WNE(f) und E*(f) torsionsfrei vom Rang r ist, so daB wir speziell
U = ¢*(f) nehmen konnen. In diesem Falle schreiben wir

R(f):=R(€*(D), wd:=I1W®DI, e(M:=[E:EM].

Da fiir ne® hochstens 2! Vorzeichenkombinationen der reellen
Konjugierten und hochstens ¢(f) Restklassen modulo f in Frage kommen,
ergibt sich sofort die Abschitzung

R(f) <e(f) < o() < N(f).
Mit @ bezeichnen wir im folgenden stets einen Vektor

0=0,,....,0,,))eR*" mit ©,>0 (p=1,...,r+l)

und setzen
r+1 1/2 1 r+1 1/2
al

o1:=(T 0 . [g:=(% 077

o=
sowie
Lg(n):= max &]log In®|| fir neC.
1Spsr+1@,

HiLrssatz 1.1. Zu jedem © gibt es eine Basis n,, ..., n, von U mit

16
0,...0,,,

Beweis. 7, ..., fl, sei irgend eine fest gewdhlte Basis von U. Die Menge
der X =(x4, ..., X,)e R" mit

Le(ny) ... Le(n,) < R(U).

r

e :
_P Z xq log lﬁf]p)l, S l
rq=1

L(X):= max

1<p<r+1

ist dann beschrinkt, abgeschlossen, konvex und symmetrisch beziiglich 0.
Fiir ihr Volumen V besagt [17], Theorem 1:

V> 2"|det AT 4|72
mit der (r+ 1) x r-Matrix

e e
A= (gr1oeliP, ... glog i)
9,, @p pP= 1
det AT A ist die Gramsche Determinante der Spaltenvektoren von A, also
gleich dem Quadrat des. Volumens des von diesen aufgespannten r-
dimensionalen Parallelotops. Da der Vektor @ orthogonal zu allen Spalten
von A ist und die Linge |®| besitzt, erhilt man:

1
det AT A|/2 = —
I I ]

e e
det (—Llongq, L og i), @ )
@p 1 @p 14 il

|
=—————R(U).
@l DY @'+1 (
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Nach dem Minkowskischen Satz iiber die sukzessiven Minima einer
konvexen Menge gibt es nun r linear unabhiingige Vektoren

Xk=(xlk,...,x,k)EZ' (k=1,...,r)
derart, daB

V-L(X,)... L(X,) < 2.
Damit sind durch
mi=m*... 5% (k=1,..r

r unabhingige Einheiten aus U gegeben mit Lg(n;) = L(X,), also

||
0,..6,.,

Der Ubergang zu einer Basis 7,, ..., n, von U mit Lg(n,) < Le(n;) geht nun
genauso vonstatten wie bei Siegel [15], §4. »

HivLrssatz 1.2. Fiir ne €\ gilr:
(L1) |©] Lo(n) > 1;
(1.2) |©| Le(n) > 10g2N(f), falls n=1(modf).

Beweis. Mit passender Konstante ¢, >0 gilt bekanntlich

Lg(n}) ... Le(ny) < R(V).

l4+c¢, < max |n”] < exp{|O| Lg(n)};

1<p<n

es folgt (1.1). Zum Beweis von (1.2) wihlen wir Jargn®|<n (p=1, ..., n)
und folgern aus N(f)|N(n—1):

r+1
NM<IN(n—=1|<exp Y e,llogn|

p=1
< exp {(r+1)|©| Lg(n)+nn),
also wegen (1.1):
log2N() < (r+1)|@| Lg(n)+nn+log2 < |O|Lg(n). =
HiLrssatz 1.3. Es sei n = 1(mod ) fiir alle neU (z.B. i = (1)). Fiir eine

Basig M, ..., n, von U gemdfs Hilfssatz 1.1 gilt dann:

1, R
Lot <[5 oganiop=T

. Beweis. Im Faller = 1 ist wegen |1/0] = |0|/(@, @,) nichts zu zeigen. Wir
®tzen also r > 2 voraus und nehmen o.B.d.A. an:

(1.3)

q=1,.....n).

Lg(n,) = max Le(n); 6,.;,= max 6,>|6).

1<qsr 1<p<r+1
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Bezeichnen wir mit V das Volumen der durch

=1

le, X X loghn?l| <1 (p=1,...,7)
q=1
bestimmten Teilmenge des R"™', so gibt es nach dem Minkowskischen
Gitterpunktsatz einen Vektor (x,, ..., x,_,)e Z"~"\(0} derart, daB fiir

ni=m' . T le UV
gilt:
e,,‘logln“”], <2V-tesb (p=1,...,r),
also:
max e, [log|y?|| < 2r VT,
1<psr+1
Nach (1.2) (mit ©, = ... =6,,, = 1) ist hier die linke Seite > log 2N (f),

wihrend fiir die rechte Seite wieder mit [17], Theorem 1, folgt:
27"y~ 1! < |det BT B|'/?

mit der rx(r—l)-Matrix

log 712 yD)p=1,..r-

Wir wihlen nun einen Vektor (v, ..., v)eR" der Linge 1, der zu allen
Spalten von B orthogonal ist, und ergiinzen B damit zu einer quadratischen
Matrix. Mit derselben Argumentation wie bei Hilfssatz 1.1 folgt dann:

|det B" B|'/? = |det (e, log| n{, .

=(eplogin?l, ..., e,

5 Ep OB 2, Bylpmct,

Hier ziehen wir aus der p-ten Zeile den Faktor ©, heraus (p=1, ..., r) und

schidtzen sodann, mit Hadamard ab. Das ergibt insgesamt: .

) |6
@r+ 1

R(U)

(108 2N(f))'_1 KO ...0,Ly(ny) ... Le(n,-1) Le('h)

nach Hilfssatz 1.1. Wegen (1.3) folgt diec Behauptung.

Eine bestimmte Klasse von Korpern ldfit eine Verschidrfung von
Hilfssatz 1.3 zu fiir den Fall, daB eine der Zahlen @, klein im Vergleich zu
den iibrigen ist. Es sind dies die Korper mit der Eigenschaft

(14)  r=2 und |y #1  fiir alle ne€©W, p=1,...,n

Hierunter fallen offensichtlich die total reellen Korper (mit n > 3), aber auch
die Korper ungeraden Grades (mit r > 2): Ist nimlich n # +1 eine ganze
Korperzahl mit |5 =1 fiir ein pe{l,...,r+1), so ist p>r, und np w2}
=(n")"1, d.h. y und ™" sind konjugiert, n ist eine reziproke Zahl (und
damit von selbst Einheit). Folglich treten simtliche Konjugierten von 5 in
Paaren n'”, (n'”)”' auf, und n ist daher gerade.
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Wir benstigen die folgende abgeschwiichte Version eines Satzes von
Baker [1].

Hivrssatz 14. ay, ..., o seien von Null verschiedene alyebraische Zafilen.
Unter loga,, ..., loga, seien die Hauptwerte verstunden. Dann gibt es eine
Konstante B = Bla,, ..., %) > 0 derart, daff die Ungleichungen
.+ xclog x| < (2 max |xj)?
1<jSh

0 <|x;loga, +

nicht durch x, ..., x,e Z losbar sind.
HiLrssatz 1.5. K besitze die Eigenschajt (1.4). Dann gibt es eine (klcine)

Konstante ¢, > 0, so dafs fiir jede nach Hilfssarz 1.1 bestimmte Basis 1y, ..., n,
von U gilt:
er Ly
Beweis. Wir wihlen eine feste Basis ¢, ...,¢ von @* (Korper-
konstanten!) und bestimmen gemiB Hilfssatz 1.4
¢y = max B ..., [e)).
1<ps<n

Es sei nun ne @\ beliebig, n = ¢¢)' ... & mit eI und x,.

"

Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhilt man

LN el

x| < max |log|n”|| <|O|Le(m) (g=1,...,71).

1<psr
Nun gilt wegen (14) fiir p=1, ..., r+1:
log|n'?| = x, log|eP|+ ... +x,loglel”| # 0,
also nach Hilfssatz 1.4 (man beachte (1.1)):
llog [n'?|| > (0] Le(n)

Andererseits hat man fiir denjenigen Index D, fiir den @p minimal 1st:
: '- 1 L ( )

< _oll),
9 oll

' (O‘i =
Lg(n) » —110] (64—1+'(',;-

10| o

[logn”|| < @, L

50 daf} sich insgesamt ergibt:

Aus Hilfssatz 1.1 folgt nun die Behauptung mit ¢, = (r—1)c,.
Bemerkung. Fiir total reelle Kérper vom Grade n > 3 kann man auf

elementarem Wege (durch Abschiitzung von |N(n*—1))) die schwiichere
Unglelchung
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IOI’ l —-(r—1) _
Lot < 5 ——g—(log(101[5]))  RW @=1,...m

herleiten.

2. Die Zahlen E,(m) (quantitativ). Ist eine unserer Einheitengruppen U
samt einer Basis 7, ..., 7, gegeben, so definieren wir zu t =(t,, ..., 1,)e R
die Zahlen

El (t)’ ey Er+l (1)

durch
r+1 r+1

21) Y eE,(1)=0, Y eE,()loglh®?| =2nt, (q=1,...,7r).
p=1 p=1

Besonderes Augenmerk richten wir dabei auf den Fall t = meZ".
Hivrssatz 2.1. Fiir beliebiges se C gilt:
'f@ s—iE,@ > ¥ —9 —:H()
- > — = .
p=1 ’ ? q=1 Lﬂ(nq)
Beweis.

r+1 r+1

: € .
2njt| = zl 9,,(3—1E,,(1))-—@” log|n{P|| < Le(n,) Zl O,ls—iE, (7).
p= P p=

HiLrssatz 2.2. Die Basis n,, ..., 1, von U sei nach Hilfssatz 1.1 bestimmt,
und es sei n = 1(modf) fiir alle ne U. Mit zwei Korperkonstanten cg, cg > 0
sei ferner 0| < cs und

Sx:—_—“ Z e-t6"(m)_{H(m)}—x,
m#0

wobei summiert wird iiber alle m = (m,, ..., m,)e Z"\{0}. Dann gilt:

(2]

2.2 Sy € =— "
(22) 0,..6,.,

RWU) (0<x<1/2),

. | log (1 + %’R(U})
0,..06,,, + ~5 (log 2N ()Y T

(2.3) 5, <( )R(U).

Beweis. Wir fassen unter den r-Tupeln m jeweils diejenigen zusammen,
bei denen dieselben Komponenten m, verschwinden, und wenden dann die
Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel auf
{H(m)}~* an. Das ergibt:
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€T

= lzi ? 1 Z Z =y ( ke Zl: - )

<qqy<qy<..<qS$r m‘ll ..... m‘”=l j=1L9("q_,-)
! m,. =%
x( Y L )
i=1Le(ny)
r ] 0 I\ k - x/l
< expl| —c¢ )( ) .
I=Zl 1<q, ;.<qlSrjI=—[l kgx ( ° Ls(ﬂqj) Ls('lqj)

Hier ist die innere Summe < Lg(n,u), falls 0 < x/I < 1/2; im Falle x/l = 1 ist
sie

log (1 + %’R(U))
(log 2N (Y !

wegen (1.1), |@| < cs und Hilfssatz 1.3. Mit Hilfssatz 1.1 folgt, wiederum
wegen (1.1) und |@| < ¢4, die Behauptung.

Hivrssatz 2.3. Ist die Basis 1y, ..., n, von U nach Hilfssatz 1.1 gewiihlt,
so gilt:

1
< Lo(ng) log(1 + Lo(n,)) < |3 | R(U)

-
@,,E,,(r)<|9l‘5’H(r) p=1, ... r410.

Beweis. Bestimmt man E,(t) aus (2.1) nach der Cramerschen Regel, so
ergibt eine einfache Rechnung

0,6, &
@PEP(I) < R(U) Z] |tq| 'DWI’

q=

Wo D,, die Determinante bezeichnet, die aus

€

6,

€ €
1)
e log |y e '
1 th=1,.r+1

log I'](ll)ls ey

durch Streichung der p-ten Zeile und der g-ten Spalte hervorgeht. Nach
Hadamard hat man

1
Dl < Lo() .- Lo(ly-1) La(tg+1) .- Lo(n) |5,

und durch Einsetzen folgt mit Hilfssatz 1.1:

e,..0,,
O,E,(1) < - LLe(my) - Le(n,)

el -é—'H(r) <0] %IH(:). "
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HiLrssatz  24. K besitze die Eigenschaft (1.4), und es seien
Wi,y eons Wiy €C mit

r+1

(24) fm:= 3> ew,logln'PleZ fiir alle neU,
p=1

f(m) #0  fiir mindestens ein neU,
Wil ooy Wil < H, wo HZ>=1.

Fiir mindestens zwei Indizes pe{l1,...,r+1} gilt dann:

lw,| > (HR(U))" .

Bemerkung. Das ist eine Aussage iiber die E,(m): Die Zahlen w,
:=(2m)~ ' (E,(m)—s) erfiillen offenbar (2.4) fiir jedes se C. Insbesondere folgt,
daB fiir m # 0 von den r+1 Zahlen E,(m) hochstens r—1 zusammenfallen
kénnen.

Beweis. Zu einem O, iiber das wir noch verfiigen werden, wihlen wir
eine Basis 1y, ..., n, von U gemiB Hilfssatz 1.1 (die natiirlich nichts zu tun
hat mit der Basis, beziiglich der die E,(m) gebildet sind). Fiir mindestens ein
qe{l, ..., r} ist dann f(n,) # 0, also

r+1

1<|f (1) < Lelny) Z, w,l ©,

o

1‘_‘2 r+1
—_— O] |= R(U
<@l_“@m<l IQD © 3. wl®,

nach Hilfssatz 1.5. Wir nehmen nun etwa an:

|W2|, LR lwr+ ll x<l1.
Wihlen wir dann @, =x, @, = ... = 6,,, = 1, so ergibt sich
1<HR(@U)X? also x>»{HR{U) 7. u

3. Die Zahlen E,(m) (qualitativ). Wir setzen r > 2 voraus. Gegeben sei
eine unserer Gruppen U mit einer Basis n,, ..., 7,, beziiglich der die E,(m)
gebildet seien.

Satz 3.1. Es sei {py, ..., D}> {Px+1> -+-> Pr+1} €ine Einteilung der Zahlen

1,...,r+1 in zwei Klassen, wobei 2 <k <r
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(.1)  Fiir meZ', m#0, ist niemals E, (m)=E, (m)= ... = E,, (m);

(3.2)  Durchlauft n die Elemente von U, so liegen die Punkte

(log|n'™* Y|, ..., log|n™*Y))  dicht im R"™**1.

Das Erfiilltsein dieser Bedingungen ist nicht nur von der Wahl der Basis
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unabhiingig, sondern auch von der speziell betrachteten Gruppe U. In (3.1), (3.2)
kommt somit (bei gegebener Klasseneinteilung von {1,...,r+1}) eine
Eigenschaft des Korpers zum Ausdruck. Insbesondere ist die fiir m # 0 maximal
mogliche Anzahl gleicher unter den Zahlen E,(m), ..., E,, ;(m) eine
Korperkonstante; wir bezeichnen sie mit J(K).

Beweis. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf die Einteilung
{pl’ ey pk} = {i+1, ooy r+1}, {pk+l’ ooy p'+l} = {l, ceey l},

wobei also 1 <i=r—k+1<r—1 ist, und setzen

1
wp=wp(m):':ﬁ(Ep(m)_Er*l(m)) (p= 1’---:’-)9
also:
(3.3) Z e,wplogn?|=m, (g=1,...,7),

=1

so daB wir die Aquivalenz der beiden Aussagen

(3.1 Fiir m# 0 ist nie w4, = ... =w,=0;

B.2) AWU):= {(log|n), ..., logn®|)| neU} liegt dicht im K
nachzuweisen haben.

Es gelte (3.1'). Zu zeigen ist dann, daB das lineare Formensystem

(34) Fp(x):=x,lognPl+ ... +xlogln”| (p=1,...,1)

jeden Punkt des R beliebig genau approximiert, wenn x = (X, ..., x,) durch
Z" liuft. Nach dem Approximationssatz von Kronecker (in seiner
aligemeinen Form; siehe etwa [8], § 42) ist dies gewihrleistet, wenn Rang
und Rationalititsrang des Systems (3.4) beide =i sind. Wegen R(U) # O ist
der Rang sicher =i; zur Bestimmung des Rationalititsranges hat man
festzustellen, wie viele linear unabhingige Formen mit ganzrationalen
KOefﬁznenten man aus den F, linear kombinieren kann:

i
F(x)= Y u,Fy(x) =k x;+ ... +k,x, mit u,eR, keZ.
p=1

Wegen (3.1') ist aber F(x) = 0 die einzige solche Form, so daB sich auch der
Rationalititsrang des Systems (3.4) zu i ergibt und (3.2)) folgt.

Die Umkehrung kann man ebenfalls aus dem Kroneckerschen Satze
folgern; sie ist aber auch direkt leicht einzusehen: Es sei me Z* derart, daB in
(33) w‘l‘f'l =L =W, =0 lSt.
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Durch die Bildung ganzzahliger Linearkombinationen der Gleichungen
(3.3) erkennt man dann, daB

Y(y):i= Y ew,y,eZ fiir y=(y,,..., y)eA).
p=1

Gilt nun (3.2'), so muB ¥ als stetige Funktion notwendig konstant, also
identisch Null sein, woraus m = 0 folgt.

Offensichtlich ist (3.2') basisunabhingig: zum Nachweis der
Unabhiéngigkeit von U betrachten wir eine zweite Gruppe U’. Der Index
J:=[U: (UnU"] ist dann endlich, und es gilt:

"eUnU cU fiir neU.
Ist nun (3.2) fiir U erfiillt, so liegt mit A(U) auch
J-AWU) = {(log|n'|, ..., jlog|n®)| neU} = A(U)
dicht in R, d.h. (3.2) gilt auch fiir U’. =
Hilfssatz 2.1 zufolge hat man fiir beliebige Korper K

(3.5) 1<J(K)<r,

wihrend nach Hilfssatz 2.4 fiir Korper mit der Eigenschaft (1.4) die schirfere
Abschiitzung J(K) < r—1 gilt. Ich vermute, daB fiir diese K&rper sogar J (K)
= 1 ist, die Zahlen E,(m), ..., E,, ,(m) also stets paarweise verschieden sind,
wenn m # 0. '

Beispiele fiir J(K)>2 liefern die zuerst von Salem [12], & 6-7,
untersuchten reellen ganz-algebraischen Zahlen « > 1, die dadurch
charakterisiert sind, daB all ihre Konjugierten (abgesehen von a selbst) dem
Betrage nach < 1 sind, wobei der Wert 1 des Betrages mindestens einmal
wirklich angenommen wird. Wie in den Ausfiihrungen zu (1.4) siecht man
leicht, daB o reziprok (also eine Einheit) ist und die reellen Konjugierten «'
=a und a'® =« ™! besitzt, wihrend alle iibrigen Konjugierten komplex vom
Betrage 1 sind. a verletzt (1.4) also so stark, wie das bei einer Nicht-
Einheitswurzel nur méglich ist. Nach [12] gibt es Salem-Zahlen « von
beliebig hohem Grade n=2+2r, =2r > 4.

In K:= Q(x) erginzen wir nun n,:=a irgendwie zu einem System
M1, .., N, unabhédngiger Einheiten und bilden damit die E,(m). Aus

r+1
my = 3 e,E,(m)log[n| = (E,(m)—E;(m))loga
p=1

folgt dann, daB E,(m) = E,(m) ist, sobald m, = 0.

Mit den Salem-Zahlen vom Grade 4 (nach Lehmer [6], S. 477, ist die
kleinste unter ihnen Wurzel von x*—x*—x*—x+1=0) verfiigen wir
insbesondere iiber ein Beispiel dafiir, daB in (3.5) die obere Schranke
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angenommen werden kann. Ob — wie man vermuten wird — letzteres auch
bei beliebig groBen Werten von r vorkommt, ist schwieriger zu entscheiden.
Man iiberzeugt sich leicht, daB J (K) = r gleichbedeutend ist mit der Existenz
unabhingiger Einheiten #,, ..., n,-, in K derart, daB fiir ein pel,..., n}
gilt:

Pl = ... =02y = 1.
4. Die Einheitenreihen. Es sei T die Menge der z =(z,, ..., z,)e C" mit
Rez,>0 (p=1,...,n und Zprr, =Zp (P=r+1, . r41).

Fir zeT und s=o+iteC sei zy:=exp(slogz,), wo der Wert des
Logarithmus durch die Bedingung |argz,| < n/2 festgelegt ist. Wir definieren
ferner

1 n
N@:=2z,... 2, logm:= - Z: logz,

p=

und setzen von jetzt an stets
4.1) O,:=mn/2—largz,| >0 (p=1,...,r+1).

Zu  beliebigen reellen Zahlen b,,...,b,,, sei der verallgemeinerte
GroBencharakter A erklirt durch

r+1

(4.2) A@:= [T 11?77 (ueK, u+#0).

p=1
SchlieBlich sei eine unserer Einheitengruppen U gegeben. Damit bilden wir
die Einheitenreihe

r+1

E(z; A, U):= Y A(mexp{— Y In'”|z,}.
p=1

nel
Sie konvergiert gleichmiBig-absolut auf jeder kompakten Teilmenge von T
und stellt daher dort eine holomorphe Funktion von z dar.
Hivrssatz 4.1. Fiir ze T und o > 0 gilt:

r2 oc+iwm

2
z: - Fo(s)d
Ea AU =5rme, S Freds

mit
r+1 T (e,(s—ib,—iE,(m)))
Fp(s):= n] T e, miE m)
p= “p

Wobei die Summation iiber alle m =(m,, ..., m)eZ' liuft und die Zahlen
E,(m) gemdf (2.1) beziiglich einer beliebigen, festen Basis n,, ..., n, von U
gebildet sind.
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Vorbemerkung. Mit 4 =1 stammt diese Gleichung von Hecke [5],
§ 4, und Rademacher [9], § 3. Die Einfiilhrung von A bietet neben dem
Gewinn an Allgemeinheit vor allem den Vorteil einer kiirzeren
Beweisfiihrung.

Beweis. Beide Seiten der behaupteten Gleichung bleiben offenbar
unverdndert, wenn man zu allen b, dieselbe reelle Zahl b addiert; wir kdnnen
also 0.B.d.A.

r+1
4.3) Y e,b,=0

r=1
annehmen und demzuf'olge die b, nach (2.1) in der Form
4.4 b,=E, (1) (p=1,...,r+1)

mit passendem teR" darstellen. Die Behauptung nimmt damit folgende
Gestalt an:

r+1

—2mi(lyt lrt' il I,
@.5) Y Ut exp (= S It .. g z,)
1 p=1

__fz—zaﬁwrﬂ F(ep(s—iEp(m+T)))
- 2TUR(U) mao—iwp=1 Zep(s#m!'("wt”

p
wo [ =(ly,..., 1) durch Z" liuft.

Wir halten nun z und ¢ fest und betrachten t als Variable. Links in (4.5)
steht eine absolut konvergente Fourierreihe in 7, wihrend rechts eine
Funktion ¥(7) steht, die jedenfalls in allen t, die Periode 1 hat. Mit Hilfe
von Abschétzungen, wie wir sie in der Folge noch mehrfach (und genauer als
hier notig) durchfiihren werden, erkennt man zudem, daB Summe und
Integral absolut und gleichmiBig beziiglich © konvergieren, so daB ¥ (r)
insbesondere stetig ist. Wir haben somit nur zu zeigen, dafl

s’

r+1
exp | — Z W(mlv;
der I-te Fourierkoeffizient von ¥ (1) ist, wenn y = 17'11 n:’; dann folgt (4.5)
in bekannter Weise aus der Vollstindigkeitsrelation.
Wir gehen aus von der Identitat

otiow

(4.6) e = [ Iz *ds

i (0 >0, Jargz|] < n/2).

ag—iw

Multiplikation der hieraus folgenden Gleichungen

e—|,,(p),zp =& @ r(e,,((f-*-l'l))
.. (I,’(p)| zp)ep(aﬂr)
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fir p=1,...,r+1 ergibt:

r+1

€xp { - Z |’7(p)| zp}
p=1

r2 . * r+1 r+1
:(szﬁ J [ I (e,(o+it ))e (=i S eyt logln®l)dty ... dt.;.
T

J p=1 ‘_pp itp) p=1

In diesem Integral fiihren wir die neuen Variablen t, t = (t,, ..., 7,) ein durch

1r+1

= Z eyt t—t,=E,(1) (p=1,...,r+1).

Die Funktionaldeterminante hat nach (2.1) den Wert (2r)"-R(U) ™!, so daB
das Integral u‘bergeht in

o‘+1®

" r+1 .
F (( ZF(I)ET)))dS)eZMUIrl+...+I,t,.) d‘[l d'l',,
2mR(U pPs !

dld)

WO noch s =0+it und 5 = ;11 11,' gesetzt ist.
Zerlegen wir jetzt den Integrationsbereich R von t in die Wiirfel

mqgrq<mq+1 (q=15'-'9r)

mit me Z" und fiihren in den entsprechenden Teilintegralen die Substitution
T— m+1t durch, so erscheint die absolut konvergente Reihe

atiwc

skt |- ([ T

Vertauschen von Summation und Integration ergibt die Behauptung.
Bekannten Eigenschaften der Gammafunktion entnimmt man
Hitrssatz 42. Im Streifen —1/4 <0 <2 (s=o+it) gilt fir u,,...

—iE,(m+71))) ds)

p(s ﬂ:p(m +1))

2ri(lytq +...+11,)
xXe 1:1 rrdT]...dr

] ur+1€R:
r+1 3 +1 r+1 ) z e,0+1/2
I'(e,(s—iuy) L Y [1+s—iu,|?
[1 28 oxp(= ' @, l—ul) INGI- T ;
- pls—iup) & [s—iuy,)|
p=1 Zp p=1 p=1 h p

HiLrssatz 4.3.

. r+1r s .
2% Res [] (f” %) = (logL-)

s=0 p=1 zpps



328 U. Rausch
Dabei ist P(x) ein nur von K abhiingiges Polynom r-ten Grades:

1 nC
P(x) =—x"—
) r!x r—1)!
wo C die Eulersche Konstante bezeichnet.
Satz 4.1. Fiir ze T mit |N(z)] < 1/2 gilt:

o]
0,..0,.,

X e

E(z; A, U) < log’

IN(2)

Vorbemerkungen. 1. Obwohl im allgemeinen Falle optimal (vgl. Satz
4.2), ist diese Abschitzung doch fiir die meisten A weit von der Realitit
entfernt. Man kann nidmlich zeigen, daB fiir fast alle A die Funktion
E(z; A, U) in jedem Winkelbereich

n/2—largz, | >8>0 (p=1,...,n)

beschrinkt bleibt; dabei ist ,fast alle” im Lebesgueschen Sinne zu verstehen,
bezogen auf die b,,.

2. Der Beweis von Satz 4.1 bildet den Ausgangspunkt fiir die weiteren
Untersuchungen dieses Paragraphen: Die nachfolgenden Sitze werden sich
durch Spezialisierung und Weiterfiihrung seiner Resultate ergeben.

Beweis. Wir wihlen die Basis 7,, ..., n, von U in Abhingigkeit von =z,
und zwar gemdB Hilfssatz 1.1 mit den @, aus (4.1). Ferner setzen wir (4.3),
(4.4) voraus, wobei wir wegen (4.5) noch annehmen konnen:

4.7) 0<t, <1 (g=1,...,7.

Wir betrachten nun die Darstellung aus Hilfssatz 4.1. Zuniichst erkennt man
ohne Schwierigkeiten, daB man dort den Integrationsweg nach links auf die
Gerade 6 = — 1/4 verschieben darf, wenn man die Residuensumme von F,,(s)
auf der imagindren Achse beriicksichtigt; diese bezeichnen wir mit
Y Res F,(s).

0

Nach Hilfssatz 2.1, (1.1) und (4.7) hat man
r+1
exp(— Y O,lt—E,(m+1)) < P P

r=1

so daB mit Hilfssatz 4.2 die im Streifen —1/4 < o < 2 giiltige Abschitzung

) "1 s—ib,—iE, (m) " 2
48 F <e M IN@)I ' —
(4.8) m(s) <e IN () p]:lx [s—ib,—iE,(m)|
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folgt. Speziell erhilt man fiir o = —1/4:
F,(—1/4+it)
<e BN L+t —by — Ey (m)])" ¥4 (1 +]t—by — E, (m)])~¥*
und hieraus mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[ Fu(=1/4+itdt <™ "™ |N ()2,

Summiert man noch iiber m, so ergibt sich mit (2.2) insgesamt:
(4.9) E(z; A, U) = 2> ZZResF (s)+0(—-lL|N(z)l”4)
’ T R4S " O,..06,,,

Bei der Auswertung der Residuensumme gehen wir nun so vor: Wir legen
um jeden der Punkte ib,+iE,(m) (p=1, ..., r+1) eine Kreisscheibe vom
positiven Radius ¢ < 1/4. Der Rand W der Vereinigung dieser Kreisscheiben
ist durch die Bedingungen

4.10) |[s—ib,—iE,(m)| =>¢ fir seW,p=1,...,r+1;

(4.11) |s—ib,—iE,(m) =¢ fiir mindestens ein p = p(s) (se W)

charakterisiert und besteht aus hochstens r+ 1 einfach geschlossenen Kurven
mit einer Gesamtlinge < g. Integrieren wir lings dieser Kurven im positiven
Sinne, so ergibt sich:

1
Zo:ResFm(s) = 2—m_'_£F,,,(s)ds.

Wir wihlen jetzt
4.12) e:=(162)"' <1/8 mit Z:=log(1/|N(z)|) > log2;
dann folgt mit (4.8):

" 1+ |s—ib,—iE,(m)| ">+

(413 ~egHm . 5 - max e
) TResFu(y <e "o man [ 5 - p

und weiter wegen (4.10):

Y ResF,(s) < e 31 ™pr,
o

Die Behauptung ergibt sich nun aus (2.2), (4.12) und (4.9).

Im Rest des Paragraphen beschrinken wir uns auf den Fall b, = ...
+=b,,, =0 dh A=1, und setzen

E(z; 1, U) =:E(z; U).

Satz 4.2. Es sei n=1(modf) fiir alle neU. Dann gilt fiir zeT,
ING) < 172:

% .
Acta Arithmetica XLVII4
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r

= ! log ! + ( 10l
" r'R(U) T N(2) 0,..0,,,

E(z: U) IN(:)I”“)

i
—|R(U
( IOII/Z +'1’10g(1+’0| ( )))’ |o’—l 1 )
( 0, ..6,., 18 (log2N{y £ INaN)
Bemerkung. Im Falle U = € (f), r > 1 erhidlt man hieraus offenbar
eine von f unabhingige Restgliedabschiatzung.
Beweis. Wir legen die Ergebnisse des Beweises von Satz 4.1 (mit b,
= ... =b,,; = 0) zugrunde und wihlen insbesondere ¢ wieder nach (4.12).
Es sei se W; dann gilt nach Hilfssatz 2.1 stets

H(m) " H(m)
e, ~ |6

|s—iE,(m)| >

fiir mindestens ein p = p(s, m).

Auf die restlichen r Indizes p wenden wir (4.10) an und erhalten mit
(4.12), (4.13):

(oo (161, (16L)
Zo"ResF,,,(s)<e (H(m)+ Hm) Z (m # 0),

also nach Hilfssatz 2.2:

2r2 Zr—l
ResF,,(s) <(1O|S,+|0|"27 28 , 5 )
R(U),,,gog €s m(5) <(| l 1 | l 1/2 -Q)R(U)

i
@]V~ ) log(l+\5‘R(U)
|l———mMmMM ™+ |— e
. (@, 6, ‘9' (log 2N ()~
Im Falle |@| > |N(z)|? ist nun

))|@|Z" 3

@] % < 1;
ist dagegen |@| < |N ()%, dann gilt:
I@]l/Z—Zazr—l < 'N(Z)IZ-(I/M Zr—l < ,N(Z)|1/4,

so daB in diesem Fall der entsprechende Term schon im O-Glied von (4.9)
aufgeht. Mit Hilfssatz 4.3 folgt die Behauptung.

Satz 4.3. K besitze die Eigenschaft (1.4). Dann gilt fiir ze T, N (2)| < 1/2:

1 log” 1 nC 1
ARWU) B N@ (r—1)IR(U) N(2)

o e

wo C die Eulersche Konstante bezeichnet.

-1

E@z; U) =

log"
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Beweis. Wir kniipfen wieder an den Beweis von Satz 2.1 an. Zu se W
sei po das p(s) gemiB (4.11). Nach Hilfssatz 2.3 gilt dann fir p=1, ..., r+1:

2
5=, () < 15— By () +1E g ()] + (] < 1+ 5| Him).

Hilfssatz 2.4, angewandt auf die Zahlen

1 ,
w,i= ﬁ(s—-zE,,(m)),

ergibt also im Fall m # 0, daB fiir mindestens zwei Indizes p gilt:

-cq

ls—iE, (m)] > ((1 + %

i H(m))R(U))

Wendet man auf die restlichen r—1 Indizes p wieder (4.10) an, so folgt mit
(4.12), (4.13):

2(‘7

2H(m))R(w) Z7r (m#0)

4cq

é’R(U)) zr 2

Y Res F,(s) < e "™ ((1 + ll
o e

< e-csﬂ(m)IZ (

(2.2) und Hilfssatz 4.3 ergeben die Behauptung.
Bemerkung. Ist K total reell und n>4, so kann man diese
Asymptotik auch ohne Benutzung des Bakerschen Hilfssatzes 1.4 erhalten

(ndimlich aufgrund der Bemerkung am Ende von § 1), allerdings mit dem
schwiicheren Restglied

1R \Ur=2) 1
0(exp (cuslol|3] R0)) o )

S. Heckesche Zetafunktionen. Wir ordnen dem Korper K in der von
Hecke [4], § 2, beschriebenen Weise einen Bereich 3 = {4, B, ...] idealer
Zahlen nebst einer Schar Konjugierter 3® = {2®, B® .\ zu so daB also

Jedes Ideal von K in der Form
(@):= {ay| y ganz algebraisch} K

Mit passendem &e 3 dargestellt werden kann. J zerfillt, den Idealklassen
Catsprechend, in h Klassen der Gestalt

K= K@) = {ag| eeK} (@=#0),

Wobei die Zahl 0 insofern eine Sonderstellung einnimmt, als sie jeder Klasse
angehort,

Es sei nun f=(¢) #(0) ein ganzes Ideal aus K. Fiir ganze Zahlen
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@, fe 3 schreiben wir & = B(mod f) oder kurz @ = B(f, wenn & und B in
derselben Klasse R liegen und (@—p)@~ " ganz ist. @ # 0 und B 0 heiBen
assoziiert mod f, wenn &ﬁ" 1€ €(f). Der GroBencharakter A fiir Zahlen mod f
und der Vorzeichencharakter v seien fiir jie 3, ji # 0 definiert durch

r+1 P r+1 «ﬁ(l’) ap
(5.1) A@ = TT 1w ] (T») ;
p=1 p=ry+1 |I1 l
) "1 ﬁ(”) “p
r=1 Iﬂ |
Dabei soll gelten:
r+1
91,---,gr+1€R, Z epgp=0;
p=1

ay, ..., 4,€0,1}, a4y, ...,84,€Z;
(5.3) A(m)=1 fiir alle ne €(f.
Damit erklidren wir

) Av (i)
;0,Av, fi= )/ =
C(s o v f) ﬁ%)é(')lN(ﬂ)ls

(o >1).

Hierin ist ge 3 ganz, und ji durchliuft ein volles System modf nicht-
assoziierter ganzer Zahlen aus der Klasse K von @, die = @¢(modf) sind,
wobei ji = 0 ausgeschlossen ist (was durch den Strich am Summenzeichen
angedeutet wird). Im Falle ¢ = 0 ist hier noch zusitzlich festzulegen, welches
die Klasse R sein soll; dies wird im folgenden stets aus dem Zusammenhang
hervorgehen. Im iibrigen ist die Definition sinnvoll wegen (5.3). Analytische
Fortsetzung und Funktionalgleichung dieser Zetafunktionen ergeben sich
ohne Schwierigkeiten aus [4], §§ 5-6, wie-von Friedrich [2], § 3, skizziert.
(Ein Versehen Friedrichs beziiglich des Faktors M(f, Av) wurde schon von
Rademacher [10] berichtigt.) Das Ergebnis lautet:

HivLrssatz 5.1. Die {(s; 0, Av, f) sind ganze Funktionen, wenn v # 1. Im
Falle iv =1 (d.h. alle g, und a, =0) besitzt { als einzige Singularitdt . im
Endlichen einen einfachen Pol bei s =1 mit dem Residuum

gr+1 n'z R(f)
dwHNG
Es gilt die Funktionalgleichung
irv2@) y(A) F(1-s; ) 4>
(@8 () Tls:d) /NG
X ¥ e_z""“%)C(l—s; 0, Av, )

@ modj
GeR

((sii, Ao, f) =
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mit
r+1 r+1

—ie e 1

P(4) = 1’_‘[ e, nglz’ I(s; iv) =[] I‘(E"(s+ig,,)+§|apl),
p=1 p=1

4= (0

4"

KK = K(@d), wenn K die Klasse von % ist.

12
) ,  (0) =0 die Differente von K,

Im Falle z =0 ist auferdem v*(2):= v?(R) zu setzen (v? hdngt ndamlich nur
von der Klasse ab; vgl. [4], § 2).

Da die Friedrichsche Abschitzung fiir unsere Zwecke nicht ganz

ausreicht und zudem einen Fehler enthilt (auf den noch hingewiesen wird),
beweisen wir

HiLrssatz 5.2. Mit der Dedekindschen Zetafunktion {y gilt:

IC(s; @, Av, Pl < k(@) (o> 1).
Beweis. Offenbar ist

(54) IK(s; @, Av, DI < Y IN(@I™°
ﬁ'(iaﬁ(f)

Zunichst sei (0, f) = 1. Ist dann = i = g(modf) und (i) = (&), so folgt:
A=nid  mit einer Einheit n = 1(mod f).

Von den Scharen (f); mod § assoziierter Zahlen, iiber die in (5.4) summiert
w1rfi, bestimmen also = entsprechend den moglichen Vorzeichenverteilungen
— jeweils hochstens 2'! dasselbe Ideal (ji). Die rechte Seite von (5.4) ist daher

<2 Y IN@ITT < k(o).
(MeR( )

Nun sei (g, f) =t = (7). Mit ji =i, § =67 ist dann (G, ft"') =1 und
Y IN@™ =INDI™® Y ING)

A= () LT
(B); 5
Hier vereinigen wir jeweils [€(ft~'): €(f)] Scharen (9); zu einer Schar (¥),-1;
es entsteht

[EH™):EMINMD™ Y IN®I™
=6~ 1)
=1

und mit dem zuvor Bewiesenen folgt die Behauptung, wenn man noch beachtet:
(5.5) [E):EM<s ¥ 1=Nb<NW

emod i
e=1Gt™ 1)
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Es sei jetzt ye K, a = (1, yb)~ ! der Nenner von yd, € K ganz, 9 # (0) ein ganzes
Ideal und §:=[a, AJ = aW(a, W™ !. Dann wird definiert:
(5.6) E(ssa, 9, Ao, W= Y e 2SN L(s; 0, do, ).
% mod i
x =a(N)

HiLrssatz 53. Es sei 0<e¢<1/2. Dann gilt fir —e<o<l1+e,
|s—1| = 1/4:

r+1

E(ssa, y, v, W <— men 11 |1+|a,,l+s+1g,,|e"“+°_°”2.

p=1
Beweis. Wir betrachten die fiir ¢ > —1 holomorphe Funktion

s—1
Y(s):=——E(s; 2, 7, Av, ).
(s) porer) (s; 2,7, Av, A
Auf ¢ = 1+¢ hat man nach Hilfssatz 5.2:

Yi)< Y C4ex 1, )= Y IN@w/™"*®
% mod i u =a(¥
x =a() (“)i

=[EW:EMIC(1+era, 1, W < N(f){k(1+e).

Zur Abschitzung auf ¢ = —¢ setzen wir in (5.6) die Funktionalgleichung ein;
das ergibt:

(1Y

S5 /v)‘

vy [ LA=s )
mit

Y (-6, 70,0 ¥ exp(—ZniS( (y+—;:))>

dmodi % mod |
QeN x =a(M)

(@) =7, \=R(¢d). Hier verschwindet die innere Summe, es sei denn
(‘,‘+£%)D‘1‘ ist ganz, d.h. § = —y@d(mod N~ !); in diesem Falle hat sie den
Wert

N(fm—l)exp(—znis( (y+—5))>

Damit folgt wie oben (man vergleiche auch (5.5)):

Y= N(f‘)[‘l) 6,“20“ {(1-s; o, Iv, f)cxp(-—27tis (a ('}"f‘(’?ea“)))

é=-yp &n1)
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<NGUTH ¥ INGoTYTe
d=—ypdin—l '
(1)
= N(UY[EFENY): €[] (1 +&: —v@8, 1, A
< NN (1+0).

Die Behauptung ergibt sich nun genauso, wie dies von Rademacher in [11],
§ 8, fiir die Heckeschen ((s; ) ausgefiihrt worden ist, wenn man noch
beriicksichtigt, daB wegen des einfachen Pols von (; gilt:

Cr(1+¢) < 1/e.

Bemerkung. Friedrichs Behauptung ([2], S. 38), auf o= —¢ sei

|Y| < Be(f) mit einem von y, | unabhingigen B > 0, ist falsch. Setzt man
nédmlich

A=(1), iv=1, s=—¢ und y= —(¢d)" ' mit ganzem Ge N5 "),

so reduziert sich Y auf
NMBC(I+e; 1,1, 9) = N,

e _ ol e
B <vm <N~ H(“N(m)’

oli

und es folgt:

wo der Buchstabe p Primideale bezeichnet. Wihlt man hier

f=fo n P,

peNQ
Np) <x

mit einem festen ganzen Ideal f, # (0) aus R(d~!) (R, die Hauptklasse), so
ergibt sich fiir x —  ein Widerspruch zur Divergenz der Reihe

b
reRg N(p) '

6. Die geometrischen Reihen. Es werden die Bezeichnungen aus § 4
Zugrundegelegt. Zu einem A gemiB (4.2),-einem ganzen Ideal A 3 (0) und
einer ganzen Zahl ae K definieren wir die geometrische Reihe

r+1

G2, A, W= Y A(wexp|— Y 147z,
nME:((;JU p=1

Sie stellt eine holomorphe Funktion von ze T dar.
Mit einem Vorzeichencharakter v nach (5.2) bilden wir ferner

r+1

D(z;a, Av, W:= Y’ Av(pexp |- Z ™[z}

u =a(N)
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wo der Strich am Summenzeichen wieder bedeuten soll, daB u=0
auszulassen ist. Offenbar gilt:

(6.1 G(zio, A, W=2""Y d(z;a, Av, N).
HiLrssatz 6.1. Fiir ze T und o > 1 gilt:

D(z; o, Av, A)
’ZW(QI) ot+iwr+1 F( p(S—lbp—lEp(m)))

2mR(‘ZI)Z '( n

mao—iwmp=1

{(s; a, Ay, Wds,

z:p(s— l'bp—l'Ep(m))

wo die Summation iiber alle m = (my, ..., m)e Z" lauft und die Zahlen E,(m)
gemdfs (2.1) beziiglich einer beliebigen, festen Basis ny, ..., n, von €*(A) gebildet
sind. Ferner ist gesetzt

r+1

dm():= T (@™,

p=1
Beweis. In der absolut konvergenten @-Reihe fassen wir jeweils die
mod A assoziierten u zusammen und erhalten

B(z;a, Av, W=w(W ' Av(WE(u z; A, E(W).
u=a(N)
(m)y

Hier tragen wir die Formel aus Hilfssatz 4.1 ein; das ergibt

2’2w(~zl) otiwrtt (e, (s—ib,—iE,(m))) Amv(p)
. ds.
" 2miR(Y) , g(m;, f.w,,nl Pl B IN (Wl

(1)

Da dieser Ausdruck endlich bleibt, wenn man die Integranden durch ihre
Absolutbetrage ersetzt, darf man die Summation iiber u bis unter das
Integral zichen. m

In Hilfssatz 6.1 geht die Voraussetzung r > 0 ein. Die dortige Formel
gilt jedoch bei geeigneter Interpretation auch im Falle r =0, d.h. fiir den
rationalen und die imaginar-quadratischen Zahlkorper. Man hat dann nur
R(AW) =1 zu setzen und die Summation iiber m wegzulassen; mit anderen
Worten:

HivLrssatz 6.2. Ist r =0, so gilt fir ze T und o > 1:

22w (W *i® [ (e, (s—iby))

j eq(s—ibyq)
Zl 1

P(z;a, Av, A) =
2 e

{(s; o, v, A)ds.
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Der Beweis ergibt sich leicht durch direkte Anwendung von (4.6).

In diesem Sinne schlieBen alle folgenden Rechnungen den Fall r = 0 mit
ein, ohne daB dies noch besonders erwdhnt wird.

Um bei der asymptotischen Auswertung alle betrachteten Fille
moglichst lange gemeinsam behandeln zu k6nnen, formulieren wir

HiLrssatz 6.3. Zu ye K sei f = a(a, A ™!, wo ader Nenner von yd ist, und

G(z; 2, 7, A, W= Y e MGz, 4, ).

% mod |

x =a(N)
Dann gilt fiir ze T mit IN(@)| < 1/2:
. @, " (e,(1—ib,)
G(z;a,7, 4, W=A(y, W—r——e™ 2150 ————e" 5
aN@ I i
r+1
+0,4(I1 8, """ N()**IN ()|

p=1
e 12 1
0, <|@| l—[ e," -N(flog (2 |6lN(f)>log’<
p=1

Dabei ist gesetzt:

22)
O1IN ()|

1 wenn a|,
0 sonst,

A(y, ‘2[):=%

die ©, sind durch (4.1) definiert, und ,0,” bringt zum Ausdruck, daf die O-
Konstante von A abhingen darf.
Beweis. Nach (5.6), (6.1) und Hilfssatz 6.1 hat man

’2 "l octiw

2n R(f) %ggf.f“(s’ds =)

(6.2) Giz;a,p, 4, W=
mit

r+1 —ih —i 0
63 Foai= 1 CeC B ) o, ),

p=1

z:p(s- ibp— iEp(m))

Die hier den E,(m) zugrundeliegende Basis 7,,...,n, von €*(f) sei nach
Hilfssatz 1.1 mit obigen 9,, gew!«ihlt Den Hilfssitzen 4.2 und 5.3 entnehmen
wir fiir 0 <e < 1/4 die in —¢ <o <1+, |s—1| > 1/4 giiltige Abschitzung
(man beachte, daB jetzt in (5.1), (5.2) alle a,e{0, 1} sind):
r+1 .
Fpo(8) <~ N(f)”‘IN(Z)I"’eXP(— Y. O,lt—b,—E,(m))
p=1
at+1/2

ltll (n +s—ib,—iE,(m)|?
8 ls—ib, —iE, (m)

r=1

. e (1+e—0)/2
[1+s—iE,(m)? )
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Hier gilt:

e- pll—bp—lz‘p(m)lM» a—1/2 ep(1+z—n)/2

. . e
|[1+s—ib,—iE,(m)”
<,1€_ pl1+s—ib,—iE (m)|/4
< @;ep(l+:+a)/2+l/2,

letzteres wegen e”®x* < @7* fiir ® >0, x>0, 0 < u < 1. Damit und mit
Hilfssatz 2.1 folgt:

[1+s—iE,(m)|
[1+s—ib,—iE,(m)|

ep(l +e+a)/2-1/2

1 - m r+1 e cho
(64)  Fy(s) <4 - N(D'*IN() 7™M '] @,
p=
+1 |l+s—ib,,—iE,,(m) ( 17+1
) === @, t—E :
xpl;[l| s—ib,—iE,(m) 2’;‘ vl p("")|)

Man sieht nun ohne weiteres, dall man in (6.2) den Integrationsweg nach
links auf die Gerade ¢ = — 1/4 verschieben darf, wenn man die Residuen der
Integranden in s = 1 und auf der imaginidren Achse beriicksichtigt. Mit Hilfe
der Substitution t—E,(m)—1, wo @, =max@,> |0|, erkennt man, dal}

r+1

1 -c

| exp<—— L Oli—E, (m)l)dt < ; e 12 <l
p=

Also folgt mit (6.4), ¢ = —o = 1/4, und (2.2), daBB der Gesamtbeitrag, deh die

Integrale lings ¢ = —1/4 zu G liefern,

r+1
0.(IT @, " "-N(H*"|N(2)"*)

r=1
ist. Im Punkt s = 1 treten Singularititen nur auf, wenn m =0 und v = 1. Da

das in Hilfssatz 5.1 angegebene Residuum von der Restklasse unabhingig

und
Z e~ 2riS(yx) - A (7, \2[) N(fg}[— l)e—ZKiS(yz)
x mod |

x =a(N)
ist, erhalten wir aus (6.2) als Zwischenergebnis
(4":)'2 e—ZniS(ya)'+l r(ep(lljbibp))
|ﬁ| N () 1 Zp TP
2’2 ’l w(f)
R(D) ZZZ ResF,, ,(s)

m v

65 G@ia,y, A, A) =

r+1
+0A( 1‘[ @;“’p* w2, N(f)s" IN(Z)IIM),

p=1

WO ZRcs F,,,(s) die Residuensumme von F,, ,(s) auf der imaginidren Achse
0
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bezeichnet; diese gllt es nun auszuwerten. Dazu setzen wir mit

c13:=4(log(4/m) "
1 I LI
5§N(f)>) ’ Q'_(C‘3l°g<@'lN(Z)'>> ’

g:= (c13log(2

also 0 <@ <& <1/4, und betrachten zu diesem ¢ den um die Punkte ib,
+iE,(m) herum gelegten Weg W aus § 4, der ganz im Streifen —¢ <o <¢
enthalten ist. Fiir se W gilt:

2
—ep(l+e+a)/2+1/2 —(ep=1)/2 1

£
—(ep—1)/2
P 5’ « @p P ’

INGIT* <ING)I™* <1, N(i)f<1;

schiitzen wir also in

1
%RCS Fm.v(s) = z—m.'"'[Fm.,,(S)dS

die rechte Seite mit Hilfe von (6.4) ab, so folgt:

r+1
Y ResF,,(s) < e M [] @, P VANHLP
0 p=1 €
mit

r+1 . 1 Y
= max r— g
seW pnl ( 'bp—"Ep(m)l)
Wegen (4.10) ist P <o~ "*", und die Behauptung folgt mit (2.2) und (6.5).
Bei beliebigem Korper K lohnt nur die Betrachtung des Falles y = 0;
hier ist a=(1), f= 2 4(0, W =1 und

G(z;2,0, 4, W =G(z; a, 4, N),

S0 daB sich aus Hilfssatz 6.3 sofort eine Asymptotik fiir die geometrische
Reihe ergibt.

Wir wenden uns nun dem interessanteren Fall des total reellen Korpers
2u. Dort gilt ndmlich

G(z;a,y, A, W) = G(z+2miy; a, A, A)

Mit z 4+ 2miy:= (2, +2nip'?), ..., z,+ 2niy™); Hilfssatz 6.3 beschreibt also das
Verhalten der geometrlschen Relhe bei der Annidherung an das 2mi-fache
beliebiger K 6rperzahlen:

Satz 6.1. K sei total reell. Dann gilt unter den Voraussetzungen von
Hilfssarz 6.3:
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G(z+2miy; a, A, W

e-—Zm’S(ya) n r(l—lb) /N(ﬂ5/4 N 1/4
—A(y. W) —ib) o ( IN(2)]
VAN p=1 z) “\ e, ..0,
1©|

14
8 1 1[N ()
0, ad Al Ll
t (91 o, e (2 ’@,N”’)"’g (@ |N(z)'i'))‘

Im Falle A =1 kann man hier nach dem Muster von § 4 noch weitere

Tf}r]me von logarithmischer GréBenordnung isolieren: ich gehe darauf nicht
ndher ein.

‘ 7. Zerfa'l!ung total positiver Zahlen in Summanden. K sei jetzt total reell
AU  (0) sei ein ganzes Ideal, und fiir j=1,..., k sei a;e K ganz und '

n

Ay = [T 1w (u#0)

p=1

mit reellen b;,. Ziel der folgenden Untersuchun

en ist di i
Auswertung des Ausdrucks § le asymptotische

k
AW:= Y  [IA4() (v>0 ganz)
(Viseen v J=1

0-‘vJ-Enjl‘}l)
Vit tvy=y

- fiir N(v)— oc. Alle O- und <-Konstanten diirfen dabei von jetzt an auler

von K auch von k, 9 und den A; abhingen, ohne daf di
hervorgehoben wird. ’ s % s noch besonders

Offenbar ist A4,(v) =0, wenn nicht
k

(7.1) v= ) a;j(mod ).

i=1

Stz 7.1 Es sei .
Wi ;T;: 7.1. Es sei k>3. Unter der Voraugsetzung (7.1) gilt dann fir

k
N(v) k—1 Kk n nr(l—ibjp)
) : Ay (v)-
i=1

— dzd
JAN (I pr Tk—ib)

(720 A= (
+O(N (v~ 2log" ! N(v)+ N (v)/? logk” N(v)
k
mit by:= 3" b,
=1

.(Fiir 3<k<4 kann im Restglied natiirlich der erste, fir k > 5 der
zweite Summand weggelassen werden.)
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Beweis. In jeder Schar mod N assoziierter Zahlen v >0 gibt es ein
Exemplar mit
(7.3) N/ <y < Nw'/" (p=1,...,n).
Andererseits bewirkt der Ubergang von v zu nv (ne €(AW) nur die
Multiplikation beider Seiten von (7.2) mit dem Faktor

k
l—I A;(n)
j=1

vom Betrage 1, so daB wir unsere Betrachtung auf solche v beschrinken
kdnnen, die (7.3) erfiillen.
A, (v) besitzt die Darstellung (vgl. [9], § 6.1)

1 k

(7.4) A =(... 1] G o, 45, A)- 5 du, ... du,,
o j=1
wo mit einer Basis oy, ..., w, des Ideals d~! gesetzt ist:
l n n
(7.5) By = ;m+2niyp, yp= 2 oPu, S()= Y ¥,
q=1 p=1

Zur weiteren Behandlung von (7.4) benétigen wir Rademachers Version der
Siegelschen Farey-Zerschneidung. Wir formulieren sie als
HiLrssatz 7.1. Es sei M > N(D). Zu jeder Zahl y aus K, fiir die die Norm
des Nenners a von yd hichstens gleich M ist, sei &, bzw. 9, die Menge
aller y =(yy, ...,y R" mit
[T (1+M"y,—P)) < - bzw. S———_Aj .
p=1 N(a) « N N(q
Der R" liifit sich so in Jordan-mefSbare Bereiche &, zerschneiden, die zu obigen
Zahlen y gehiren, daf erstens H, = &, < ®, und zweitens die zu einem vollen
System modd~ ! inkongruenter solcher y gehdrenden &, zusammen einen
Bereich bilden, der zu jedem Punkt yeR" genau einen ihm mod !
kongruenten enthiilt.
Beweis. Siehe [9], Hilfssitze 2-4.
Wir fiihren diese Farey-Zerschneidung ein mit
(7.6) M = N (w2
Da der Integrand in (7.4) fiir mod d~' kongruente y jeweils denselben Wert
hat, diirfen wir dort das von y gemiB (7.5) durchlaufene Fundamental-
Parallelotop modd~ ' ersetzen durch die Vercinigung der ,, die zu

irgendeinem vollen System modd™' inkongruenter yeK mit N(a) <M
gehdren (a bezeichne immer den Nenner von yd). Wir erhalten so

k
A=Y [..JI1GGE a4, M€ du, ... du,.
ymodd ‘)‘ER-)‘ i=1
N sSM
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Als dann ergibt die Substitution y—oy+y:

Ak (V) =e" Z e2m'S(yv)
ymodd~ 1
N <M

k
x [...[ [] G(z+2niy; a, Ay, WSy, gy,

yyedy i=1

Nach (7.3), (7.6) und Hilfssatz 7.1 gilt nun wegen ¥, < ®,:

(7.7) Q:=[] l1+2rivPy,| < NWY2N(0) (y+7ye &)-
p=1

Weiter hat man

(7.8) IN@)] =Q/N(®),

ur}d nach (7.7) ist dies < 1/2 fiir y+ye &,, wenn N (v) geniigend groB ist (was
wir offenbar voraussetzen diirfen), so daB Satz 6.1 angewandt werden kann.
Mit dessen Bezeichnungen gilt:

0, 25in@, = |1+ 2riv? y,| "1,
also

O] 1 ' 1
)

6,..6, %6, .0 %
sowie N(f) < N(a). Schreiben wir also

G(z+2miy; a;, A;, N) =:g;z:N+hz;y) (G=1,...,k

n
<Y 1+2mivPy | <Q,
p=1

mit

e 1 I(1-iby,

\/aw(m,ll 2y e

dann ist g;(z;y) <4(y; WYN(¥) Q™! wegen (7.8), und nach Satz 6.1 gilt:
b <h  (+ye )

(79 gi(z;7):= A(y; A)

wo
(7.10) h:= N(a)Qlog (2N (a)Q)log" N (v) < N(v)?log" N (v).
Damit ergibt sich insgesamt:
k
A4 =e Y 1 e ([ T] g,(z; y)- e2™5M gy, ... du,

ymodd ™ + i=1
Ney S M y 76767.!

k-1
FO( Y [ [(As W Y NG QTR WY du, ... du,).
Sy Ve =1
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Hier schitzen wir k¥ nach (7.10) ab und erhalten, indem wir die Stiicke der
Farey-Zerschneidung wieder zusammenfiigen:

1
Y [...fHduy ... du, <f...[N@¥)*log"" N (v)du, ...du,
0

ymodh—l y+7€.‘vy
N sM

= N(vW/?logk" N (v).

Wegen des Faktors 4(y; ) treten die iibrigen Terme in obigem Restglied
nur fir o/ auf. In diesem Falle ist N(a) < 1, und die Gesamtanzahl der
zugehdrigen ymod d™! betrigt

(7.11) Y 1=Y0¢(d=N <1,

ymodd ™~ 1 al N
a2

so daB wir hier die Abhingigkeit von a vernachlissigen konnen. In diesem
Sinne: Nach (7.7), (7.10) ist fiir y+ye &,

k-1 k k-1
T NOIQ I < S N @ og N
=1 =1

< Q—le( z N(V)IN(v)k/2+ l-llogr(k—l) N(V)

1si<kf2+1

+ Y  NWIlog®* PN(®)

K2+ 1sI<k
< Q7 H(N()2* 1 1og"" N (v)+ N (v)* " log" N (v)),
und wegen (7.5) gilt:

x n

(o Q73 duy . du, < (... [T 1+2miv? y,|"¥2dy, ...dy, < N(W)~".

y+ye fr}. -x p=1

Damit erhalten wir, wenn wir noch die g; nach (7.9) einsetzen:

¢ N(V) k k n k .
9 2 = |——— : N F = e
(112 4 (\/E N(‘)l)) jl;ll il pUl jl=_[l (1=ibyp)-e

k n 2m'v“”yp

x Y exp(2muS(y(v— Y ) i 11 (1+2ertiv“”y )k—u,;,d“l ... du,
p.

ymodd~ 1 j=1 y+reRyp=1
ol

+O(N (v 2log" N(v)+ N (v}2 log" N (v)).

Als nichstes schiitzen wir den Fehler ab, den wir begehen, wenn wir die
Integrale in (7.12) iiber den ganzen R" erstrecken. Der Integrand ist offenbar
< Q7% und nach Hilfssatz 7.1, (7.3) und (7.6) hat man fiir y+7¢ & 29,
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0> [ A+M*™y,)) > M = N2,
p=1

es folgt:

[---JQ *du, ...du, < N =22 (  [Q~2dy, ... dy, < N(v)~ 42,
Y+, - o
Wegen (7.11) und dem Faktor N (v)* in (7.12) ergibt sich der Gesamtfehler
also zu O(N(v)?), und dies geht schon im Restglied von (7.12) auf.

Die iiber den R" erstreckten Integrale aus (7.12) haben nach (7.5) und
[71, § 63 (8% den von y unabhingigen Wert

®© n Zniv(p)yp - -1
o f I 2 du, du,,:ﬁn e

o p=1 (14 2miv® y ity 7L N@) =y I'(k—ib¥)’

und wegen (7.1), (7.11) ist schlieBlich

k
Y exp(2niS(y(v— Y ) = N().
ymodd ™ j=1
alAn
Es folgt (7.2). =
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