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“Valeurs algébriques de fonctions analytiques
par

Frangors Gramax (Paris), Maurice MiGNoTTE (Strasbourg)
et MicueL WarpscamipT (Paris)

0. Introduction. Nous démontrons deux théorémes généraux concernant
les fonctions analytiques d'une variable complexe prenant des valeurs
algébriques, le premier par la méthode de Schneider (aussi bien globale que
locale), le second par la méthode de Mabhler.

En ce qui concerne la méthode de Schneider (§2) nous montrons que des
fonctions analytiques prenant “souvent” simultanément des valeurs
algébriques sont algébriquement dépendantes. Notre énoncé implique la
plupart des théorémes obtenus antérieurement par cette méthode. De plus,
nous nimposons pas que les valeurs aigébriques prises par les fonctions
soient dans un corps de nombres fixé, mais scuiement que leur degré et leur
hauteur ne soient pas trop. grands.

La méthode de Mahler n’a été utilisée ]usqu’a présent que pour des
fonctions satisfaisant des équations fonctionnelles. Nous montrons que, dans
la démonstration transcendante, le seul rdle joué par ces équations
fonctionnelles est d’assurer Iexistence d’une suite de’ nombres algébriques ot

_ la fonction considérée prend des valeurs algébriques avec des majorations des

hauteurs, Nous donnons wun résultat explicite qui généralise la partie
transcendante de larticle de 1929 de Mahler [3] dans le cas des fonctions
d’'une seule variable. Il s’applique aux fonctions analytiques vérifiant une
&juation fonctionnelle “a la Mahler™ et on reirouve en particulier les
résultats de K. Mahler et un théoréme de K. Nishioka [5].
Enfin nous étudions Péquation fonctionnelle f(z) = of (z)*+bz",
(a, beC, h, k entiers) ol f est analytique a l'origing, et nous donnons un
énoncé de transcendance sur les valeurs de f (pour a et b algébriques).
Le § 1 contient les notations et les résultats techniques nécessaires.

1. Préliminaires. Si f est une fonction d’'une variable complexe et R un
réel positif, on note |f|g la borne supérieure de |f(z)| pour |z € R.
Soit « un nombre algébrique dont le polynéme minimal sur Z' est

G Xi+a XN gy,
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la mesure de Mahler de o est la quantité

M) =lagl [] max {1, fo}

15isd
ol o, =a,...,o; sont les conjugués de w«, et la maison de o ost WI
= max |0
1€isd

Si B, .... By sont des nombres algcbrlque‘: contenus dans un corps
de nombres K, on pose

R By oy Bu) = mm— ) logmax {1, (Bl . [k}

1
[K: Q1%

ol v parcourt 'ensemble des places de' K normalisées de fagon usuelle (ie. de
sorte que, pour tout x de K™ on ait Hlxiu =1).

Pour m =1, on note plus simplement
Ba) = A(1, a);
on a alors

hix) = ——e lOg M (ot).

[0 ) Q]
Avec ces notations, inégalité de la taille §’écrit

loglaf 2 —[Q (e} : Q] h{x)

© pour tout nombre complexe algébrique a non mnul.

Nous utiliserons le résultat suivant, dont la preuve est immédiate.

Lemwme 1.0, Soir P un polyndme de Z X, coos Xy Yoy o Yo, homogene
de degré D relativement aux X, et de degré D; suivant chacun des Y. Soient
a, By (L <ism, | <] n) des nombres algébriques. Alors on a la majoration

h{P(ay, - s O Brs oons B)) Slog LIPY+DR(L, ap, ..., o)+ Y. Dyh(f),
1€ 7i%n

ot L(P) désigne la somme des modules des coefficients de P

Enfin, nous avons besoin de Ja variante svivante du lemme de Siegel,
quon rapprochera de celles de [1] et de [4].

Lemme 1.1, Soient Ny, ..., N, des entiers positifs. On considére un
systéme linéaire homogéne de la forme ‘

Ni—1t Ni—1

¥ o
Z Z d‘h,ll"'ahfckxvl ----- Vk=0 (1S_h$[,£)
vy=0Q vp=0
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Valeurs algébriques de fonctions analytiques 99

ot les o, sont des nombres alydbriques. On pose
Kh == Q(ah,ls fery OCh,k)! db,r = [Q('xh'.r) : Q:! (1 \<~ h s M, 1 S- ¥ ‘<- k)!
dy=[K,:0), D= Y d,. L= [] N.
1£h€y L Srsk

Pour L > D, ce systéme posséde une solution

0Ly, <N, 1 <r<k),

Xy = xvl....‘vk

oii les x, sont des entiers rationnels non tous nuls qui vérifient, pour fout v,

et <[ TT M)MEP],

1=hip
avec
N,.— 1)dpfd
=Lk H M(Oﬁhr)( ) Wibar

1€r&k

et 4 (< p) désignant le nombre des corps Ky, qui w'admettent aucun plongement
réel. .

Démonstration. Soit G, I'ensemble des plongements de K, dans le
corps des complexes. Quitte 4 changer les indices A, on peut supposer que les
K, (14+ 4 < h < p) ont un plongement réel ¢,. Pour 1< h=<y, soit o, un
éléement fixé de Gy, et posons

si op(K )R (e sl l4p < h<p),
£

1 h
??;' = P . . P
{2 sinon (le. si 1 shsy).
Smt l, Tentier défini par les inégalités

Mh)l,'(L - D)] .

1<hsp

n

I < (e My (X +1)° )”’“*<1h+1 od X =

alors
s g M, X

En effet, cest évident si 1, =1, et lorsque i vaut 2, on a M, =2 et
dy = 2, donc

Bz nMu(X+1) L
> 11,,M,,((X—|-1)

2(ny My (X + 1))12 41
(X 1Y 2 gy My (X + 1) X
Remarquons aussi I'inégalité

M < (X + 1),
£p

W
£
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qui résulte de la majoration évidente
IT B <29( T] MMX+1P <(X+1F2(X +1)P.
1€hgp L<Shsp
SI n = 2, soit Ty = Reah, Tﬁ+ﬂ = Imﬂ'h, th_,.#‘,,. = Ot;,',, et [h“f”M': lh' Si Hh
=1, posons T, = a,.
Considérons T'application de I'ensemble
A={¢y .. {eZ"0<E <X, 1<i L)

dans R**% qui a (&, ..., &) associe

@Th(ax)év)l$h$p+ﬂ” ou o= fx:.rr
v 1sr<€k

A

avec un abus de notation évident pour les £,. En tenant compte des signes
des 7,(x}), on voit que I'image de 4 est contenue dans un parallélépipéde de
dimensions

(XE ,T'l (a’x)l)l Shsptp
> ‘
Comme

card 4 = (X +1)F > bk
1<hsp

le principe des tiroirs montre qu'il existe deux éléments de A dont les images
sont dans un méme parallélépipéde de dimensions’

¥ _
l—hZITa(Rﬁ)i, pour 1<h<utpy.

La différence de ces deux éléments est un vecteur (x,) dont les composantes

sont des entiers rationnels non tous nuls, de modules majorés par X, et qui
vérifient : ' ' : :

NED

Do x| <X Cloa@il) 1<h<n

Pour I_Shg,u, Il €r <k notons a,, le coefficient dominant du
polyndme minimal sur Z de a,,. Considérons alors les nombres

(Npo= 1dpfdy, ,
E,=(]1 a, " h’)ﬂr(Zaﬁx‘,),

sh<€u;
15r<k TGy v tshsu

ce sont des nombres entiers rationnels qui vérifient

BN ] M, )T <

n l1€r<k
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Les inégalités vérifiées au début de la démonstration
> M, X .

mentrent que l'on a |Ey| < 1, donc E, =0 (1 € h < p), ce qui est le résultat
annonce. =

2. La méthode de Schneider. Soit k> 2 un entier. On considére des
fonctions d, g, ¥, ..., ¥, r et R de variable entiére & valeurs réelles
positives, et des fonctions 8, ..., 8, de variable réelle 4 valeurs positives,
Pour tout entier positif N, on pose

PN} =log {(RINP +r(N)r(N+ 1) R(N)™  r(N)+r (N + 1)} -
On suppose quil existe un entier Ny > 0 tel que, pour N > Ny, on ait
les propriétés suivantes:

(1) r(N+1) < R(N) et la fonction R est croissante (au sens large). On pose
Ry =limsupR(N), avec 0 < Ry £ +0; '

N—~++ta

(2) la fonction up/d est croissante (au sens large), et tend vers I'infini avec N;

(3) pour 1 <j <k, les fonctions ugp/8;0R et pe/dy; sont croissantes (au sens
large). De plus, on a =1 et ;=1 (1 €j<k);

(4) la fonction N—p{N+1)@(N+1)u(N)" "@(N)~' est bornée supérieure-
ment, :
Enfin, I'hypothése qui, dans la pratique, est la plus contraignante est la

suivante:
(5) il existe une constante ¢g > 0, indépendante de N, telle que
dN) [T max {d(N);(N); 8,(RIN)} < co u(NF~" o (NI,
FSjsk :

TrtorEME 2.1. Avec les notations et les hypothéses ci-dessus, on a: il
existe une constante ¢ >0 ayant la pmpri'éré suivante. Soient fy, ..., fy des
Sonctions analytiques dans le disque [|z) < Ry} du plan complexe, vérifiant
(6) log|/jlam < ¢,(R(N)) pour Nz=Nget 1<j<k.

Pour chaque N 2 No, soit Ty un sous-ensemble fini du disque {lz| < r(N)},
ayant u(N) éléments et tel que lo réunion des I'y soit infinie. On suppose que
pour rout N = Ny et tout yel'y, on a :

) S [RUAD, s AL Q] < A

et

(8) h{fi < cf(N) (1 <€j<k).
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Alors les fonctions f, ..., fi sont algébriquement dépendantes sur (.

Cet énoncé contient la plupart des résultats connus obtenus par la
méthode de Schneider, tant dans le cas local {théoréme A 11 de [6]) que
dans le cas des fonctions entiéres (théoréme 2.2.1 de [6] ou proposition A 3
de [1], par excmple).

Remarquons qu'il est possible de donner un énoncé analogue pour des
fonctions f; méromorphes. On peut aussi raffiner ce résultat dans le cas on
les fonctions f; possédent une période {additive ou multiplicative) commune.
On pourrait donner des variantes de ce théoréme en faisant intervenir des
dérivées, par exemple en supposant que les coefficients de Taylor des f; a
origine sont algébriques, ou bien que les développements de Taylor des f
en tous les points des I'y ont des coefficients algébriques (méthode de
Gel'fond).

L'#noncé du théoréme 2.1 admet en particulier le corollaire suivant:

CoROLLAIRE 2.2. Soient fi, ..., fi des fonctions analytiques dans le disque
Hz| < 1), I et ¢ des réels positifs vérifiant Ik > [4-k(2+¢). Pour tout entier N
suffisamment grand, soit I'y une partie finie du disque {|z| <1—2/N}, de
cardinal au moins égal @ N'. Soit enfin K un corps de nombres. Si les fonciions
5 (1 <j < k) prennent des valeurs dans K en tous les points des I'y et vérifient

RSN (I<j<hyely)

et

iz < N¢  pour |z <1-1/N etl<J

alors elles sont algébriquement dépendantes sur Q.

Démonstration du théoréme 2.1. Elle se décompose en qﬁatre pas;
seul le dernier {obtention d’une contradiction) n’est pas le m&me dans le cas
local (imsupr(N) =0} et le cas global.

N—+ou

Premier pas: construction d'une fonction auxiliaire. Cette construction
dépend de deux paramétres: le premier, A, est un nombre reel suffisamment
grand, le second, N, est un entier beaucoup plus grand que A.

Seient f, ..., f; des fonctions analytiques dans le disque ||z] < Rq!, qui
vérifient les hypothéses du théoréme 2.1 avec ¢ < A™2 On veut montrer
quelles sont algébriquement dépendantes, c'est-d-dire qu'il existe un
polynéme non nul '

P(X,,....X)= o Py,

REFMES A

» j'k) n X:j:

T 0SS A Sy 1Si§k

i coefficients p(4,, ..
identiquement nulle.

., A} dans Z, tel que la fonction F = P(f,, ...

. fi) soit

icm
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Dans ce premier pas, on construit P de telle sorte que la fonction

(9) Fizy= Y ... 2 pi H j}(z
] VRS AY Osikst 15-.:

vérifie

{10) F(y)=0 pour tout y dans I'y.

Pour cels, on choisit, pour 1 <j<k,
(1 Ly = A" (N} p(N)ymax {d (N)y;(N); 8,(R(N)).
On est donc amené 2 résoudre un systéme linéaire homogéne de p = u(N)

équations, dont les ‘inconnues p(4,, ..:. 4) sont en nombre L, avec

L= [_[ ([LJ+1)
1£5<k
L'hypothése (3) et le choix d'un A suffisamment grand assurent que Ly>1,
donc que

[T Li<L<2 T L

1)<k 1]k
On applique le lemme 1.1 en remarquant que le log M, du lemme 1.1 est
majoré par

d{N)log L+ ¥ L;d(Nyh{f;(y)) pour yelw.

BEILY;
Les hypothéses (8) et (11) donnent
¥ Lid(N YRS () < ci\A”"u(N)cp(N

1€]%k ‘
d'autre part, pour N suffisamment grand, T'hypothese (2) fournit
Ap(N) @ (N)d(¥) ™ /log(Au(N) @ (N)d{N)™1) = 3kA°,
d’ou T'on déduit
_ log(2L) < 347 (N (N d(N)™?
Grace a I'hypothése (5), on a
D<d(Nyu(N) cp AL,
done
duf(L=D) < cofiA—co) < (1 +cgd A7,

pour A assez grand. On obtient ainsi lexistence d'entiers rationnels
Plhis oony 4) non tous nuls, tels que la fonction (9) vérifie {10}, avec

l0g |p(Ars ---s M) (1 +¢g) A7 {log(2L) + ek A  u(N) @ {N) d(N)~ ),
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pour tout A== (4;,..., 4;). Ainsi, on a
(12) log 2 lp(A)l < 472 p(Ny @ (N)d(N)™ 1.
i B

Posons . ‘
¢ =limsup p(N+1) @ (N+1) u(N) "1 o(N) !

N—tm

L’hypothese (4) montre que 0 < ¢’ < +oo0. Pour la suite de la démonstration,
on définit, pour tout entier M > N, les propriétés suivantes:

W (M)  F(y)=0.pour tout yeI,,,

) 1
#(M) log|F(z) € ~ 1JFZ,M(M)«JU\/I) pour |z| < r(M

Deuxiéme pas : la condition o/ (M) entraine #(M +1). En raison de
I’hypothcse & (M), la fonction

G(5) =F () [] (ROM)*—z7)R(M)™ (z ~3)~Y)

velpr

est analythuc dans le disque {|z/ < Ro}. On lui applique le principe du
maximum sur les disques {|z| <r(M+1)} et {|z] € R(M)}; comme on a

[R?—z7IR" z—9" =1 pour |z/=R
et comme
REwzJ| R™Hz=91™ 4 2 (R2+12] Iyl R (2] + )~
pour jz| <R et Ivf
on trouve, grace a (1)
log [F(2)] < log|Figpn,— (M) (M)  pour |z| < r(M+1).

En utilisant (6} et (12), on obtient

log | Flgay < 477 u(N) )p(NYd(N)~? ‘|‘C Z LJBJ(R(M))

155k
Mais l’hypothése {2) donne
KN (N)A(N)™! < u(M) o (M)d(M) ™! < (M) o (M),
et (11) conduit 3 la majoration
14UkH{AU@(An
8;(R(N))
Finalement, grace a Thypothése (3), pour |2| s riM+1) on a

L6, (R(M) < 0;{R (M) < AM* (M) @(M).

log|F ()] < =} p(M)p(M) < —~ HM+1)e(M+1),

1
_ 142
ce qui établit la propriété @(M+1).
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Troisiéme pas: la condition 8 (M) entraine «f (M). Soit ye I'y, tel que
F(y) s 0. D'apres le §1, si £, ..., & sont des nombres algébriques tels que

P(¢y. ..., &) soit non nul, Iinégalité de Liouville peut s écrire
‘P(El LR fk)! ; L(P)lﬁdexp( Z dL h(ﬁ;))
1€j=5k

si[Q(&,,....5): Q)< d On en déduit, par (7), (8) et (12), que

loglF () 2 —d(M){AT* w(N)p(N)d(N) " +c¢ 3 Ly (M),

1€]%k

Alors, les hypothéses (2) et {3) montrent que
log|F ()l 2 —A™! p(M) @ (M).

Or |yl <r{M)}, et cela contredit donc #(M). 11 en résulte que o (M) est
vérifiée si # (M) est vraie. '

Quatrieme pas : conclusion. La construction du premier pas montre
que of (N) est vraie. Les deuxiéme et troisiéme pas montrent que les
propriétés .«f (M) et 4 (M) sont vraies pour tout M = N. On considére alors
deux cas:

(2) Supposons, en premier lieu, que limsupr{N)> 0. Le fait que la
. N-+o0
propriéte #{M) soit vraie pour tout M > N implique, grace a (2) que la
fonction F est identiquement nulle.

(b) Supposons, au contraire, que lim r(N) = 0. Comme la réunion des
N—++o

I’y est infinie, la propriété (M), vraie pour tout M = N montre que lcs
zéros de la fonction F ne sont pas isolés, donc que F est identiqguement
nulle. =

3. Une vanante de Ja méthode de Mahler. Soient k> 2 et d = 1 des
entiers naturels et » > Q un nombre réel. On considére des fonctions A, d, L;,
D;, @5, ¥; (1 <j < k) de variable reelle positive 4 valeurs réelles au moins
égales a 1. On pose _
&(x) = max {Dj(x(l—klog L;(x))): (pj(x)}

1<%k
et
¥(x) = max {L;(x}y;(x)}.

1 €jsk

On dit qu'une fonction fi [0, 4+ oo [— [0, + oc [ est sur-additive si pour
tout entier net tout ;>0 (Igi<m,ona 3 fl)<f( Y x) Clest,

1%5/%n L=ign
par exemple, le cas de la fonction f(x)=x® pour a2z 1.
On suppose qu'il existe un nombre réel x, tel que pour x = X, on ait.

les propriétés suivantes:



106 F. Gramain, M. Mignotte et M. Waldschmidt

icm

(1) Les fonctions A, Lj,‘ D;, @ W; (1 <j<k) sont croissantes (au sens
large). - .

(2) Les fonctions @; et D; sont constantes ou sur-additives, et au moins
une des fonctions ¢, est sur-additive (donc vérifie @;{x) = x).

(3) : IT Lj(x) = 26x.

i)
1€j%k

TuEOREME 3.1. Avec les notations et les hypothéses ci-dessus, on ¢ . il
existe une constante ¢ > 0, effectivement caleuluble, ne dépendant que de &, k et
r, ayant la propriété suivante. ‘

Soient, pour | Sj<k, f(x)= 3 a;,2" des fonctions analytigues dans le

=0

disque {|z] < r} du plan complexe, dont les coefficients de Taylor a;,, sont duns
un corps de nombres K de degré & =[K: Q. On suppose gue
4 logla; ] < @;(m)  pour rout neN (1 <j<h),
(3) il existe un entier naturel d;, + O tel que d;,a;, s0il un entier de K pour
tout m, 0 € m<n (1 <j<Kk), et vérifiant
logd;, < Dj(n) pour tout n (1<j< k).

Soit, dautre part, une suite [}, de nomhres complexes conrenue dans le
disque {|z| <r}, telle que les fi(ow) (1 €j< k, neN) soient algébriques et
vérifient pour tout n

(6) log |#,} < ~ A(n),
(M [Q(fi (), - s Siloa): Q] < d(n)_,
®) ' Ay h{fla)) < () (1 <j<k).
Sion a ‘ ‘

ii ) <g

(9} . fmsup 7 < &
" g_(ic)_@(x)
" e TR
S limsup e

xot o XA (X)

alors les fonctions f, ..., f sont algébriqguement dépenduntes sur 0.
Un cas particulier de ce résultat est le suivant:
CorOLLAIRE 3.2. Soit K un corps de nombres et f(z)= ) a,z" une
: [LEa]
fonction analytique dans le disque de rayon r et dont les coefficients de Taylor i
Porigine a, sont dans K. Soit [a,},en une suile de nombres algébriques, avec
0 < ju,| <r, telle que les f(x,) soient algébrigues.
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On suppose qu'il existe une constante ¢ > 0 et un entier ny tel que, pour n
= Hg on ait

) [Q(em, £ (@) Q] h(1, s f (1) < clog l:—l

i) Tim [Q o /() : Q) log—

n- o |DL',,!

Alors la forction | est algébrigue sur Q(z).

Cet eénoncé est le meilleur possible dans les deux sens suivants:

(a) Si f est une fonction algébrique sur Q(z), holomorphe sur {|z| <r},
ses coefficients de Taylor & Porigine sont dans un corps de nombres fixe.
Dautre part, pour toute suite {o,} de nombres algébriques, avec |x,| < r, les
f(a,) sont algébriques et [Q(x,, f(x,): Q] < [Q(x,): Q] Un calcul facile
montre que h(f () < h(a,) et il en résulte que, si la suite [o,} vérifie

1

0.

lim [Q(x):Q)log 7 = 0
{(c'est la condition (ii)), et
1
[Q(2,) : Q] h(ax,)/log—e O (1),

oty
alors la condition (i) est vérifiée.

(b) Si, dans la condition (i), on remplace la constante ¢ par une fonction
¢(m) croissante et tendant vers I'infini avec », si faible que soit la croissance
de , la conclusion du corollaire 3.2 peut devenir fausse. En effet posons

f@y=73 &z" ]] (z-279,
nz2 2gisy ’
ou &, = 0 ou 1, la suite des ¢, étant suffisamment lacunaire pour que la série
de Taylor de [ a l'origine soit lacunaire. Alors, la fonction f, analytique an
voisinage du disque {|z| < 1/2} est transcendante ot ses coefficients de Taylor
sont rationnels. Pour n 2= 2, soit &, =27" de. sorte que a, et f(x,) sont

rationnels, leurs dénominateurs respectifs &tant majorés par 2" et 4%*. La
condition (ii) du corollaire 3.2, qui se réduit & lim «, = 0 est vérifiée et on a
oo

[Q 2, @) Q] B(L, t, f ) log 1 < 1.

[0t

Soit alors {} une application croissante de N dans R telle que #(1) > 2 et
Clim 0(n) = + = . Pour tout entier m vérifiant 8~ '(n) <m < 6 ' (n+1), on

H ot an
pose fi,, = %,, de sorte que la suite des f3, vérifie la condition (ii) et
1

[0 (B £ (B): 0] (1, B, Figiog 5 < B0
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Cela montre bien le résultat annoncé.

Le corollaire 3.2 s'applique en particulier dans les cas on J satisfait &
une équation fonctionnelle du type considéré par Mahler en 1929 ([3] et [2]).
En effet, une telle équation permet de vérifier la condition principale
{condition (i)) du corollaire 3.2, et on obtient ainsi le corollaire 3.3 ci-dessous,
On peut mé&me traiter ainsi des cquations fonctionnelles ne rentant pas dans
le cadre de [3], ce que nous faisons dans le corollaire 3.4, dont un cas
particulier est donné au coroliaire 4.7. Remarquons qu'il s’agit bien ici de la
méthode de Mahler puisqu’on peut démontrer directement le corollaire 3.2

sans utiliser le lemme de Siegel mais seulement I'algébre linéaire (voir plus loin

cette preuve directe).

L'exemple du corollaire 4.7 peut aussi étre traité 3 partir du travail de
K. Nishioka ([5]) qui considére des relations fonctionnelles plus générales
que celles de Mahler ou que celles du corollaire 3.4. Mais le théoréme de [5]
est en fait une conséquence du théoréme 3.1, 13 aussi les équations
fonctionnelles servant uniquement & vérifier les hypothéses du théorsme 3.1,
Remarquons enfin que, dans ce cas, Pusage d’'un lemme de Siegel, et donc
une majoration de la croissance arithmétique des coefﬁc:ents de Taylor de f,
sont fondamentaux.

Il faut cependant noter que, dans le coroliaire 3.2 donc dans le théoréme
3.1. il est nécessaire de supposer que les @, sont algébriques. En effet, soient

—aHu—l"), ot a= [](1~2"%)"

Yet a, = 272",
nz 0 nxo :
La fonction g{z) = f(z)/a vérifie I'équation fonctionnelle g(z) = (1 —z)g(z?), et
le corollaire 3.3 ci-dessous montre que a est transcendant..

Démonstration du théoréme 3.1. Dans toute cette démonstration,
les constantes ¢, c,, ... qui apparajtront sont des nombres réels positifs ne
dependant que de k, & et . Pour-des fonctions 8(x) et ¢(x) la notation #(x)
< @{x) signifiera qu'il existe une constante ¢ réelle positive, ne dépendant que
de k, & et r, telle que O(x) < cp(x) pour x suffisamment grand (la valeur
minimale de x a partir de laquelle cette inégalité est vérifiée peut dépendre
des autres données du théoréme).

Premier pas : construction d'une fonction auxiligire. Cette construction
dépend du paramétre entier N qu'on choisira suffisamment grand.

On construit un polyndme P de Z[X,, ..., X,], de degré au plus L;(N)
en X;, de sorte que la fonction

. . A
FE@)=P{fi@@, ... k@)= T pl, .., &) I £i@Y
0SA;SLyN) 1555k
o 1)<k
ait un zéro d’ordre au moins N 4 Torigine. Cela revient 4 résoudre un systéme
homogeéne de N équations 4 au moins 25N inconnues (hypothése (3)), et dont

icm
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les coefficients sont dans le corps K. 8i on pose

5@ =Y g A<j<h,

nz0 .

Ajan = Z Qi voe Gigys
lil=n

ol on a noté |i=|Gi,...,
résoudre sécrit alors

2(2 L aumlp@=0 ©<

1 ml=nlgjig

=i+ ...+i; pour ieN* Le systéme a

n < N).

Pour un j fixé, les a;,, considérés admettent H d;wp comme
1SN
dénominateur commun. Par- suite les coefficients du systeme ont un
dénominateur commun 4 = A4(N) vérifiant

log|d| < max {D;-logL;(N)} + max ¥

D; =Cte 1~<.J£k1$:$LJ(N)

D;(N/i).

Alors Thypothése {2) montre que
2 DM <

LISLAM

D;(N(1+logL;(N)));

par suite on a
log|d] < ®(N)
D’autre part, Phypothése (1) montre que
logl;, ) < log ("J’:"I)wgi{z‘ﬂ%ao < L{N)+ N+g;(N).

Alors, d'aprés les hypothéses (2) et (3), la maison des coefficients du systéme a
un logarithme majoré par ¢; ®(N), pour N assez grand.
Le lemme 1.1 montre donc lexistence de p(4)eZ non tous nuls, avec

log ¥ Ip(A] < B(N).
i

Deuxiéme pas : majoration de F (). Supposons la fonction F non
identiquement nulle, et soit M > N lordre de F a lorigine, de sorte que

= bMZM (1+ Z ““‘"bM+r Zt)ﬁ

21 M

F(z) =3 by 2™t

120
ou les by, sont dans le corps K. Par comstruction de F, on a
hiby) < @ (M),



110 F. Gramain, M. Mignotte et M. Waldschmidt

donc
log byl > —@(M).
D'autre part, les séries de Taylor des f; convergent sur {|z| <r] donc
logla; ] <n (1<jgk);
et il en résulte que
loglby /| < t+®(M).
Par suite, on a

1
g*
2

bM"H i
BT e

L

1 bM
dés que

loglz] € —c, P(M),
et on a alors

0 < |F(2) < 3ibyl 2™,

Pour & < 1/c, Uhypothése (9) montre que, dé&s que N est assez grand,
on a:

log joy] < ¢ P(M),
et il en résulte que
log[F (op)l € —MA(M)+2(M) <€ —MA(M).
Troisiéme pas: majoration de F(x). Par construction de F, le lemme
1.0 donne immédiatement
(F(ocM)< P(N)+ 3 LN
1&jsk

Quatrleme pas: conciusmn On a
Floy) # 0 ot [Q(F (xp)): Q] < d (M),
donc linégalité de la taille
log|F{otp)| 2 [Q F(“M Q] h(F(fo )
fournit, d’aprés les estimations des troisiéme et quatriéme pas
C MAM) < ey (d(M) (M) + W (M)

Si & < 1/c3 les hypothéses (10) et (11) montrent que c’est impossible si N est
suffisamment grand. Il en résulte que la fonction F est identiquement nulle et
le théoréme 3.1 est démontré. w

Nous allons maintenant montrer comment déduire le corollaire 3.2 du
théoréme 3.1 et donner aussi une preuve directe du corollaire 3.2.

) h(f; () € @ (M) + ¥ (M)/d (M

icm
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Démonstrationducorollaire3.2.Onapplique le théordme 3.1, avec k

== 2, aux fonctions f; (z) = z et f;(z) = S (z). Soit ¢ (x) une fonction sur-additive.
vérifiant @(0) = 1 et ‘

max (logl], logd,) < o(n),

ol d,e N\ {0} est un dénominateur commun aux a, (0 < m < n). Soit 1B}
une sous-suite de {e,! telle que A(n) = -log|B, soit croissante et
Am/[Q(B.. F(B)): Q] = A(n)fd (n) soit strictement croissante (C'est possible
d.’apr§§£lgxpgyése (i1)). Le théoréme 3.1 s'applique alors, avec L, (x) = L,{x)

= /2[K:Q]x, & la soussuite {y,} de {B,] définie par -y, =fs, o0 la

fonction 0: N N croit suffisamiment vite pour que

lim d(6()epnlogn/A(0(n) =0. w
=+
Démonstration directe du corollaire 3.2. Soit N un entier
suffisamment grand.

Premier pas: construction dune fonction auxiliaire. On construit un
polynéme non nul PeZ[X, ¥], de degré au plus N en chacune des
indéterminées, tel que la fonction F(z) = P(z, f(2)) ait un zéro d’ordre au
moins [e, N*] a lorigine, avec ¢; ' = [K : Q. Pour cela il suffit de résoudre
un systéme de [¢; N*] équations linéaires homogénes # coefficients dans K,
dont les inconnues (les coefficients de P) sont en nombre (N --1)2. L’algébre
linéaire montre quil existe une solution entiére non triviale dé& que
[K:Q][c; N*T < (N+1)? cest-i-dire dés que N est assez grand.

- Remarquons que la suite de la démonstration n'utilise pas d’estimation
des coefficients de P, ce gui permet de supposer seulement que les a, sont
dans K sans ajouter d’hypothése sur leur hauteur.

On suppose que la fonction f est transcendante, de sorte que la fonction

rauxiliasire F n'est pas.la fonction nulle, donc que ses zéros sont isolés. La

condition (ii) montre que Ia suite des o, tend vers zéro, par suite il existe une
infinité de o, tels que Feg) # 0.
Deuxiéme pas: mgjoration de |F{zx). Soit k = ko tel que F(oy) # 0 et
que Je nombre (k) = log( 1o} soit suffisamment grand par rapport a N.
La fonction F ayant un zéro d'ordre au® moins [¢; N¥] = ¢, N%/2 2
I'origine, et étant analytique au voisinage du disque fermé de rayon r, le
lemme de Schwarz fournit

- o N2
(o o™ max P Gl
z| =
Mais la quantité
— 2
P max |F ()]

|zf=r

est indépendante de k, donc, pour ¥ (k) suffisamment grand, elle est majorée
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par exp(c; Ny (k)/4) ct on a linégalité
{12) log |F ()] < —¢y N? (k)4

Troisiéme pas: minoration de |F{(x,)]. De la définition de la hauteur
absolue d'un nombre algébrique non nul § donnée au § 1, on déduit que,
pour chaque place v de Q(f), on a

(13) log|pl, =2 —~[Q(B): QT1h(B)

Si o est un nombre algébrique, 0 < |uf <r, tel que f{x) soit algébrique,
d’'aprés le lemme 1.0 on a

h(F (2)) < 2Nk(1, &, £ (2))+log L(P).

Par application de (13} 4 £ = F{m,), en prenant pour place v la norme
euclidienne, il en résulte, grice 4 (i), que

log|F (2| > — 26N ()~ [Q o, £ @): @] log L(P).

Mais I'hypothése (i) montre que, pour k assez grand, on a
[Q (4, 1 (@): Q] log L(P) < eNY (K),

dou ‘

(14) : loglF ()] = - 3cNy (k).

Les inégalités (12) et (14) sont contradictoires dés que N est assez grand,
donc F est identiquement nulle, et f est algébrique.
CoroLLAIRE 33, Soit f(z) = D a7 une fonction transcendante,
nE0
analyrzque au voisinage de zéro, et dont les coefficients de Taylor a, & origine
sont. dans un corps de nombres. On suppose que f vérifie Iéquation
Jonctionnelle

P(z, f(2)
Q(z, f2)

ol n > 2 est un entier, P(X, Y) et Q(X, Y) sont des polyndmes & coefficients
alg ébriques, avec degy P < n et degy Q < n.
Soit ot un nombre alg ébrique, avec 0 < |a] < 1, tel que f soit définie en o et

que Q(rx”’f . f (ou"k ) # O pour tout entier naturel k. Alors f(«) est transcendant.
Démonstration. Supposons f(x) algébrique, et posons oc,,=cx"k. 11
suffit de vérifier que f et la suite {x;) satisfont aux hypothéses (i) et (ji} du
corollaire 3.2 pour obtenir une contradiction, et donc montrer la
transcendance de f(x«).
La relation fonctionnelle (15) montre que [Q (. f(%)): Q] reste borne,
et méme que les %, f (%) et les coefficients des polyndmes P et @ sont tous

(15) ' ' fz") =
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dans un corps de nombres fixé. Comme |o] = |, la condition (ii} est donc
vérifiée.

De plus, on a h(x) = n* h(2); donc il suffit dc vérifier que h( f (@) est
majoré, 4 une constante multiplicative prés, par »*, pour obtenir la condition
(). Une majoration directe de h(f () ne donne pas ce résultat, et on est
amené A utiliser un artifice de calcul introduit par Mahler ([3], I, § 4).

Notons

PX, V)= Y XY e @QX, 1= Y bhi{x)Y,
0€i<n-1 0gfsn—1
ol les g; et b; sont des polyndmes 4 coefficients algébriques. Posons f(x) = f,
et définissons les suites de nombres algébriques (8,) et () par By = B, 70 = 1
et les relations de récurrence

Bis1 = Z aj(ka) 'i'c)’" = J

0sjSn—1

Teer= 2 bl Biye
! o0%jE€n~1 .

11 est clair quon a f{%) = B./7 pour tout keN. Soit ¢ >0 une
constante suffisamment grande par rapport & h{x) et a4 la hauteur des
coefficients des polynémes P et (. Si on suppose que h(B) <cn* et
h(yd < er®, le lemme 1.0 montre quon a k(B +,) < e ™! et h(py 1) € enttl.
Cette majoration est donc vraie pour tout k, et on a

(S (o)) < h(B+h(p) < 2enf

pour tout k, ce qui achéve la preuve du corollaire 3.3. u
CoroulaRe 34. Soit f(z)= ) a,z" une fonction non polyndmiale,
nz0
analytigue au voisinage de zéro, et dont les coefficients de Taylor a, a l'origine
sont dans un corps de nombres. On suppose que [ vérifie Téquation
Jonctionnelle

(16) - fE) =af @+ Pz, f(2)
oi n 2 2 est un entier, a un nombre algébrique et ou le polyndéme P(X, Y) a
coefficients algébriques vérifie degy P < n.

Si o est un nombre algébrique, avec 0 < || < 1 tel que f (o) soit défini,
alors f(x) est transcendant. .

Démonsiration. Comme pour te coroltaire 3.3 on suppose f(a)

1 gébrique, et on note g, =", Montrons que h(1, a, flay)) est majore par
r*, 4 une constante multiplicative prés. ' '
Soit K un corps de nombres contenant «, f{x), @ et les coefficients de P.
Daprés la relation fonctionnelle (16), il 'y a qu’un nombre fini de places
finies v de K pour lesquelles f(x,) n'est pas un entier v-adique: ce sont des

2 ~ Acta Arithmetiea XI.VIL2
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places pour lesquelles o, f{a), « ou un des coefficients de P n'est pas entier.

Soit v une place finie de K, b, = 1 un majorant de |dl,, ||, et des valeurs
absolues v-adiques des coefficients de P. Supposons que

|.f(ak)iu < b,1,+"+"'+"k”1 (,nk

‘v e

ou ¢, est une constapte suffisamment grande par rapport a b,. L’équation
fonctionnelle (16) montre que '

1 ot o < 2 (b, a5y max (1, | £ @l
On a évidemment
log (b, 1f (o)1) € (1 +n+ ... +n%)logh, +n**' loge,,
et
(1+n*degy P)logb,+(n— L}logmax(L, | f(o)],)
< (1+nfdegy P+(n—D(I+n+ ... +n*""Nogh,+1*(n—1)logc,
<(I+n+ ... +mlogh,+n* " *loge,,
dés que logc, = deg, Plogh,. Par recurrence, on a donc
' log max (o, [/ (a),) < 2n*loge,

pour tout entier naturel k.

Si v est une place infinie de K, seit b, 2 1 un majorant de [al,, |al, et de
la somme des valeurs absolues v-adiques des coefficients de P. Supposons
que :

Tog f ()l < (11t ... + 15" Ylogb,+log (el — e 7Y,

ol ¢, est une constante suffisamment grande par rappert a h,. L'équation
fonctionnelle (16) montre que
: ' PR S E—1 whdegy P ok k=121
[ (s il S BETT5 (el — el by (e =y )T
L'expression entre accolades est majorée par

- nkdeg, xP
oo+ 1 = 1y 1 b
P P ror e L (] SR SVE——— )

Fa

1 B g1y 1 wt pHeny P pk et 1y
< (l"sw‘" M )(H-(cubtf” (1 20y 0 D)
dés que ¢, est suffisamment grand. On a donc
. - Ry kbl - n -
N B R A T

— (n= 1}nk
_ Ll—er i g1
sic,-est suffisamment grand.
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On a ainsi montré par récurrence lexistence d’'une constante d, telle que

log |/ (o, < d,1*

pour tout ke N.

Comme max {{2,, |f (@l,) < 1 pour presque toutes les places finies v de
K, on en déduit que la condition (i) du corollaire 3.2 est vérifiée. Il ne reste
qu'a montrer la transcendance de la fonction f ce qui résulte du corollaire
4.4 ci-dessous. m '

4. Sur Péquation fonctionnelle f(z¥) = af (z)*+bz" Nous étudions
équation fonctionnelle f(z%)=A(z, f (z)), ot A est un polynéme. Nos
résultats les plus précis concernent e cas particulier suivant: sotent h et k
deux entiers, k > 0, et a, b deux nombres complexes. On considére I'équation
fonctionnelle

1) @M =af2f b,

oil feC((z)) est une série de Laurent formelle & coefficients complexes. Nous
montrons en particulier que toute solution [ ést méromorphe a I'origine, et
nous appliquons les résultats du §3 pour donmer un énoncé de
transcendance sur les valeurs de f.

Eliminons dabord les cas triviaux: b=0, k=1, a=1 (et f
quelconque), puis b =0, ou k=1, ou a= 0 qui imposent & f d’Etre un
monéme [ (z) = cz" (ceC, neZ). On suppose donc désormais ab £ 0 et
kz2 .
Soit feC{(z)) une solution de (1). Comme b n'est pas nul, ou peut écrire
flz) =z'@(z) avec peC[[=]], et @(0) s 0. Alors-

0(z") = ap (2} +bz" ¥,

On a done 1 < Wk et on est ramené au cas ou fe C[[2]], F(0)# 0, et k=0,
ce que nous supposerons dans toute la suite.

(a) Existence et amalyticité des solntions.

LemMe 4.1. Soit doeC, ap # 0, vérifiant ag = aah+bdyo (00 dyo est le
symbole de Kronecker). Alors il existe une unique série formelle f{(z) = ap
+ Y a,z" solution de (1). Ses coefficients a, appartiennent au corps Qag, b).

LD

En particulier, quand g, b, k et h sont donnés, il y a k—1 solutions
distinetes feC [[2]], avec f(0) # 0, a I'équation (Nsih>0;etilyenakou
k—1 si h=0 (on voit facilement que, dans ce dernier cas, les solutions sont
toutes des constantes).

Démonstration du lemme 4.1. On a

, kLo owe Yo
f(z)k:z( ) - cdo -ee Gp )2
70 \vekte,n Yo o Vi
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- ou E(k, ) est 'ensemble des (I+ 1)-uplets (vg, ..., v;) dentiers = 0 vérifiant
‘ ‘ Vot...+vi=k et  vi+2vy 4.+l =1
De (1) on déduit '
aka§™'a; +bd,; =0,
et pour [ =2
akds e ra T ;TLMTHSO o A b, = {ct,, S% I = kn,
vl Vol <o vay! 0 si I#0modk
F(k, ) est I'ensemble des l-uplets (v, ..., v;_,) d’entiers > 0 vérifiant
Vot ..tvieg=k et v 42v, . +(I—Dv, =1
Le lemme 4.1 en résulie immédiatement. w
Lemme 4.2. Toute solution formelle f(2) = ¥ a,z"e C[[2]], avec ay 3 0,
de T équation fonctionnelle (1) est analytique & nI’;o?» ‘igine.
Démonstration. La suite des |a,| est ma]orec par la suite des entiers
b, définie par
by =max{1+[lagi]l}, b, =1+ max{[}ba” 'k Ta} 4],

ou les maxima sont pris sur les a, solutions de aq = aaf+bd;,, €t pour

I>2, ’
' k! vo

bi=c; Y —~«~——Tb0 . b“‘ 1

=1 s
VsF(k.f)vU! P vl'—l'

Ol ¢y est un entier majorant by (14 1/lb| +|a/b|), et F{k, ) est défini dans la
preuve du lemme 4.1.
On a done, pour [z 2,

o (k=)
by = ¢4 Z (_)bf) Z T H ...b;i—ll,
. 0sjsk-2 N veGlk— i Vi oo Vgl

ot G{k—j, ) est Pensemble des (l—l)wuplets (V15 -0,y ¥j—y) d'entiers =0
vérifiant

Vit v =k—j et v 424 (I~1)v =L

Par conséquent, la suite b, est majorée par la suite d, définie par dy
dy=b,, et, pour 122

~ jt -
d=c; Z —!"———“**—!d d:ill,
, 2SSk n Y1t oo Viog !

ol ¢, =¢; max {( )b{,}
2558 N

= by,
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Il en résulte que la série formelle g(z)= ) d,z" vérifie I'équation
nzl

algébrique
g -diz=c; ¥ g(y.

255k

La théorie des fonctions algébriques montre que la série g(z) a un rayon de
convergence non nul; comme la suite de ses coefficients majore ceux de f(z), le
rayon de convergence de f est, lui aussi, non nul, et f est analytique al'origine. =

{b) Les solutions algébriques sont des polynomes. Nous allons voir, en

- particulier, que si f est une fonction analytique 3 Torigine qui vérifie

I'équation fonctionnelle (1), alors f est une fonction transcendante sur €(z),
sauf dans les deux cas “triviaux” suivants:

1) f{z) =cz", h =kn, c =ac*+b,

2) f2Y=c(z"+2% h=n+d, a=1fc, b= —2¢, k=2

LemME 4.3. Soit feC[[z]] une série entiére, de rayon de convergence
R > 0, solution de T équation fonctionneile

@ - [ =4z, f(2))

avec AcC[X, Y] et k entier = 2.

Si R < +w, alors R est au plus égal & 1 et f admet le cercle de rayon
1 pour frontiére naturelle.

Démonstration. Elle se décompose en quatre parties.

Premiére partie : On a R= +o0 ou R« 1. En effet le rayon de
convergence de f(z¥) est R* et A{z, f{z)) a un rayon au moins égal a R,
donc R¥* = R. -

Deuxiéme partie : Si R =1, la conclusion du lemme est vérifiée.
Comme f a un point singulier de module 1, il suffit de montrer que si {, de
module 1, est un point singulier, alors tontes les racines k-émes de { sont des
points singuliers. En effet, par itération de ce résultat on voit que 'ensemble
des points singuliers de f est dense dans le cercle unité.

Montrons donc que, si xeC, avec |x] =1, est un peint régulier de f,
alors le point x* est régulier. Comme x est régulier, [ se prolonge
analytiquement sur un disque D de centre x quon peut choisir suffisamment
petit pour que lapplication z+—z* soit injective dans D. La fonction g(z)
= A(z, f(z)) admet un prolongement analytique sur D, donc f (z) admet un
prolongement analytique sur Pimage de D par l'application z1—z*. L'image
de D étant un voisinage de x*, il en résulte que le point x* est régulier.

Troisiéme partie : Si R <1, Pensemble des points singuliers de f
situés dans le disque {|z] < ¢}, avec ¢ <1, est fini.

Nous avons besoin de-quelques notations : soit d =degy 4, A(X, Y)



118 F. Gramain, M. Mignotte e M, Waldschmidt

= Po{X) Y4 ..., et notons 4 (z) le discriminant du pelyndme A (z, ¥)—f(z"),
considéré comme polyndme en lindéterminée Y. La fonction 4 (z) est définie
et analytique dans le disque {|z| < RY¥},

Si 4(2) = 0, la fonction f(z%) est algébrique sur C(z), donc il en est de
meéme de la fonction f{z), et on a bien le résultat voulu. Dans le cas
contraire, la fonction P,(z)4(z) ma qu’un nombre fini de zéros dans tout
compact K contenu dans le disque {|z] < R'). D’aprés le théoréme des
fonctions implicites, f n'a donc qu*un nombre fini de singularités dans K, et,
en dehors de ces points, f est une fonction multiforme ayant au plus o
déterminations. Ainsi 4(z) se prolonge a tout disque de centre 0 et de rayon

< R'"* privé d’un nombrefini de points en une fonction multiforme 4 au

plus 4 déterminations. Le m&me procédé permet de passer du disque de
rayon R'* au disque de rayon RV et, par itération, 4 R'*". Or R < 1, donc
im RY" =1, et on a bien le résultat désiré.

n—+ o

Quatriéme partie : 8i R < 1, le cercle {|z| = 1} est frontiére naturelle
pour f. Comme dans la deuxiéme partie, il suffit de montrer que si {[eC,
avec [{| < 1, est un point singulier de f, alors toutes les racines k-émes de {
sont des points singuliers.

Soit donc xeC, avec |x| < 1, tel que x* soit un point singulier de f, et
montrons que x est un point singulier de f. D'aprés la troisiéme partie, le
point x* est un point singulier isolé de f. Ainsi, ou bien f n’est pas bornée au
voisinage de x* ou bien f admet un développement en série de Puiseux en ce
point. Dans les deux cas il existe un plus petit entier n 2 0 tel que f nest
pas bornée au voisinage de x*. En dérivant n fois la relation (2), on voit qu’il
existe un entier m, 0 < m < n tel que f n'est pas bornée au voisinage de x.
Ainsi x est bien un point singulier de f.

CoroLLAIRE 4.4. Toute fonction algébrique f, analytique & lorigine, et
vérifiant la relation fonctionnelle (2}, est un polyndme.

Démonstration. L’ensemble des -points singuliers d’une fonction
algébrique est fini, donc ne peut contenir le cercle unité. w

Inversement, tout polynéme fe C [ X] vérifie une équation fonctlonnelle
(2), par exemple avec A(X, Y) = f(X%.

‘LEMME 4.5. Solent h et k deux entiers, h2 0, k =
complexes non nuls. Soit f un polynéme vérifiant

= 1, et a, b deux nombres

(1 f(2) = af (2)* +b2".

Alors ou bien [ est un mondme:

= ack-+b,

@
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ou bien f est une somme de deux mondmes: _

o fla)=c(z"+2%, k=2, a=1fe, b=—~2, n<d, e h=n+d

Démonstration. Si f est un mondme, le résultat est clair. Sinon, on
développe f dabord suivant les puissances croissantes:

f(@) = apz"+agz*+ 0,

avec n < d, a,d; # O, puis suivant les puissances décroissantes
fley=aye¥+apz"+0(z"71),

avec N> D et ayap 0. Comme on a (k—1yn+d < kd, la relation (1)

impose h=(k—1)n+d. De méme, de (k—1)N+D >kD, on deduit h =
(k-1)N+D. On a donc N =d, D=n, dot k=2 w

(c) Les solutions entiéres sont des polyndmes.
LeMMmE 4.6. Soit f une fonction entiére vérifiant Téquation fonctionnelle

&2 : f@) =4 f(2)

avec k entier 2 2 et AcC[X, Y] Soient d=degy 4 et D ==max!{d, k} Alors

si d#k
log| f1, < (log r)'s@est,
sid=k
log|f1, < (loglogr)logr.
Pour d < k; la fonction f est un polyndme. Si d =k et si A est de la forme
A(X,Y)=aY*+B(X.Y), avec degyB <k, la fonction f est encore un
polyndme.
Démonstration. Posons ¢(r) =log* |f],, ou ]og“f x = max {0, logx}.
De la relation (2) résulte l'existence d’une constante positive ¢ telle que, pour

lz| =» = 2, on ait
log|f( ")l dlog* |f (z)i+clogr.

Donc, en particulier
P < dple)+e,
el, plus généralement

o) <

pour tout entier positif n.
Ainsi, pour k"1 < logx < K,

Pole el +d ek )

on a

loglogx

{c+o@)d+kd ' +... +k) et n- ek

p(x) <
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Les majorations annoncées en résultent immédiatement.

Pour d <k, on a donc
log|fl. < logr

et, par suite, / est un po]yni’)me,

Enfin, dans le cas ou A(X, Y) =aY*+B(X, V), il existe des constantes

positives ¢’ et ¢ telles que, pour r = e, on ait
@ () < max {ke(r), ¢'logrl+c".
Ainsi la fonction ¥(r) = max{e(r), ¢'logr} vérifie

W) < k() +e”.

On en déduit aisément que- ¥{x) < logx, donc log|f|, < logr et f est bien un

polynéme. =

(d) Un exemple.

CoroLLAIRE 4.7. Soient h un entier > 1, a et beC deux nombres
algébriques non nuls, avec ab # ~2; er soit f Punique série entiére formelle

vérifiant f(0) = Y/a et
(3) f(zH = af (z)*+ b2,

Alors f est analytique & Torigine, et pour tout nombre algébrique «, avec
0 <laf <1, tel que f() soit défini, le nombre f(a) est transcendant.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de Pétude ci-dessus

et du corollaire 3.4. u

Nous remercions R. Louboutin, I. Wakabayashi et tout particuliérement
M. Hervé dont les avis nous ont été précieux pour la mise au point du

dernier paragraphe.

Ajouté sur éprenves. Kumiko Nishioka a montré (On a problem of Mahier for transcendency
of funetion values IT, Tsukuba J. Math, 7 (2} (1983), p. 265-279) que des &quations fonctionnelles
*4 la Mahler” impliquent des majorations de la maison des coefficients de Taylor utilisables

pour I'application du lemme de Siegel dans le théoréme 3.1°

D'autre part Keiji Nishioka (Algebraic function solutions of a ecertain cluss of funcrional
equations, Arch. Math. 44 (1985), p. 330-335) montre un résultat plus général que le lemme 4.2.
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