164 P. G. behmidt

und den Exponenten 68/451 = 0.1507760... im Fehlerglied des Hauptsatzes
zu

(1 +2a2)/11 +¢ = 01507311...

verbessern, Hierin ist « = 0.3290213... das Infimum von x+A1~4, wenn
{x, 4) alle Exponentenpaare durchlift, die sich durch die Rankinschen
Prozesse A und B aus dem trivialen Paar (0, 1) gewinnen lassen (vgl [3],
insbesondere Abschitzung {4), S. 150).
Dariiber hinausgehende Verschirfungen des Haupisatzes werden m. E,
" den Einsatz von Abschitzungen mehrdimensionaler Exponentialsummen er-
fordern.
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Sur les fonctions multiplicaiives & valeurs entidres
par

Husrrt Durance (Orsay)

1. Introduction. /' étant une fonction arithmétique & valeurs entiéres,
autrement dit une application de N* dans Z, un des problémes que l'on peut
se poser 4 son sujet est le suivant:

Etant donné k entior == I et { entier quelcongue, étudier I'ensemble des
ne N* pour lesquels f(n) = I{modk),

81, k étant fixé, cet ensemble posséde une densité pour tout [, on peut
dire que f posséde une distribution limite modulo k. S%l posséde pour
toui, [ une densité égale a 1/, ce quon peut exprimer en disant
quasymplotiquement les valeurs de f se répartissent également entre les
différentes classes modulo k, on peut dire que f posséde une distribution
limite uniforme modulo &, ou qu'elle est distribuée uniformément modulo k.

Ainsi, 2(n) &ant le nombre total des facteurs dans la décomposition de
n en facteurs premiers, Pillai [8] avait démontré en 1940 que la fonction Q
est distribuée uniformément modulo k pour tout k > 1.

Dans un article paru en 1969 [2] nous avons démontré que toute
fonction arithmétique additive & valeurs entiéres posséde une distribution
limite modulo k pour tout k, et nous avons établi des conditions nécessaires
et suffisantes, portant sur les valeurs de la fonction pour les nombres
premiers el les puissances de 2, pour que cette distribution limite soit
uniforme pour un & donné cu pour tout k> 1.

Nous nous proposons ici d'étudier le cas des fonclions multiplicatives a
valeurs entiéres,

Pour ces lfonctions comme pour les fonctions additives, l'existence d'une
distribution limite modulo & peut se déduire d'un théoréme général de Ruzsa
([9], théoréme 2). Mais notre méthode est simple et nous obtenons des
précisions que ne donne pas le (théoréme de Ruzsa.

Les résultats que nous allons établir ont été énoncés sans démonstration
en 1976 et 1977 ([3] et [4]).

11 est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, les lettres p
et ¢ désigneront toujours des nombres premiers, et les lettres n, d, i, j

‘désigneront des entiers > 0.
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Comme il est usuel, nous appelons ,valeur moyenne” d'une fonction

arithmétique g la limite, si elle existe, de (1/x) Y g(n) quand x tend vers
ngx
Iinfini. Nous désignons cette valeur moyenne par M (g).

Nous désignons par G le groupe des unités de U'anneau Z/kZ, Cest-i-
dire le groupe multiplicatif des classes modulo k qui sont formées d'entiers
premiers avec k.

g étant un nombre premier et m un entier non nul, nous désignons par
v,(m) Texposant de ¢ dans la décomposition de |m| en facteurs premiers.
Autrement dit, nous posons v,(m) =r = 0 si ¢lm et ¢"" ' ym, ce qui $écrit
aussi g¢'flm suivant une I]OlcllI()l'l usuelle,

Nous posons par ailleurs v,(0) = +c0.

1l est toujours entendu qu'une somme vide est nulle et un produit vide
est épal 4 1.

On utilise le signe # devant le symbole d'un ensemble {ini pour désigner
le nombre des é&léments de cet ensemble.

2. Enoncé des résvltats. Dans tout ce qui suit,
article, il est entendu que f est une fonction arithmétique multiplicative 4
valeurs entiéres.

2.1. Le résultat principal est le suivant:

TrEoREME 1. 1. Powr fout k entier > 1 et tout | entier, l'ensemble des n
pour lesquels on a f(n) = l{modk) posséde une densité, soit ;.

2. Soit P Pensemble des nombres premiers g pour lesquels on a

Y p=+o0.
asip

(@) On a é,0=1 si, et seulement si, rous les diviseurs premiers de k
appartiennent a P.
. k s .
(b) Soit D =] q"‘-‘( | de sorte gue D est un diviseur de k (et D =1 si, et

alk
yeP

seulement si, & n’'est divisible par aucun nombre de P).

On a .= 0 lorsque {5 0(mod D).

2.2. 11 est clair que, d'aprés 2b) si D> 1, on a &, =0 pour tout !
premier avec k.

Par contre, on voit que, si D == 1, Pensemble des n tels que (j'(n), k) = 1
possede uné densité > 0, autrement dit, on &

Y 8> 0.

islsk
k=1

En effet, soit £ l'ensemble considéré. Il a pour fonction caractéristique la
fonetion multiplicative yof, ol x est le caractére principal modulo k. Comme

jusqu'a ta fin de cet
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pé E si, et seulement si, il existe un nombre premier g qui divise k et f (p), et
comme k nest divisible par aucun nombre de P, on a

Y sy (Y 1p) <+

el alke glfim

D'aprés un résultat bien connu (cf. corollaire 2, § 3
que E a une densilé > 0.

On peut chercher & quelles conditions, quand D =1, &, a la méme
valeur pour tous les [ premiers avec k.

11 résulte immédiatement de la définition de D que, si D = |, toute classe
w modulo k pour laquelle on a

Y Up=to

S(pen

1.3 plus loin) ceci entraine

appartient 2 Gy.

Désignons par I' le sous-groupe de G, cngcndre par l'ensemble C de ces
classes.

On a le résuliat suivant:

Tueoreme 2. 8i D=1, pour que &, ait la méme valeur pour tous les |
premiers avec k, il fuut et il suffit que Tune des conditions suivantes soit
satisfuite:

(@) I' = Gy;

(b) I' est un sous-groupe d'indice 2 de Gy et, pour tout re N*, la classe de
(2 module k appartient & G\T.

Lorsqu'il en est ainsi, pour chaque diviseur d de k, 6, a lo méme valeur
pour tous les | tels que (k, 1) =d.

Nous désignerons par P, (k) cette derniére propriété de la fonetion f

2.3. 11 est clair que, pour que fsoit distribuée uniformément modulo k, 1l
faut et il suffit quelle posséde le propriété Py(k) et en outre la propriété
P, (k} suivante:

Pour chaque diviseur d de k, Tensemble des n pour lesquels (f (), ky=d
posséde la densité (1/k) @ (k/d).

Si f est supposée complétement multiplicative, ou bien fortement
multiplicative (Cest-d-dire que f (p") = f (p) pour tout p premier et tout r > 1),
on peut donner des conditions simples nécessaires et suffisantes pour que f
posséde la propriélé Py (k).

TuoriMe 3. Si [ est supposée complétement multiplicative, pour gu'elle
posséde la propriété Py(k), if fawt et il suffit gwelle satisfasse aux conditions
suivantes;

1. Pour chaque p premier, f(p} est divisible par au plus un g premier
divisant k;
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2. Pour chaque ¢ premier divisant k, on a

¥ £-< 4o et ]| (1—-1):1-—1,

arn P alfip r q

et, st v (k)>1, on a powr 1 Sr< v, (k)

1 1
" ]%:r (i iz- I”—’)=qr

¢S
Si f est supposée fortemeni mulliplicative, pour qwelle posséde la propriéé
Py(k), il faut et il suffit gwelle satisfasse & la condition | ci-dessus et & lu
condition déduite de 2 en remplagant la relation (1) par

- 1 1
(1) }_, (( - 1)J"* L Z ,w...___.w.,n‘.j.) m= e
= gz PV 4
24. Les théorémes 2 et 3 permettent de répondre & une question posée
par Narkiewicz [7]: le fait que fsoit distribuée uniformément modulo & pour
tout k implique-t-il que f(n) =n pour tout n?

1l apparait que ce n'est pas le cas, méme si on ajoule la condition que f

soit complétement multiplicative et > 0.

On voit aussi que le fait que f soit distribuée uniformément modulo &
pour tout k w'implique pas quelle soit complétement multiplicative, méme
si on la suppose > (.-

24.1. On déduit d’abord des théorémes 2 el 3 le résuitat suivani:

TueorEME 4. Si on suppose que [ est complétement multiplicative et gue
F{n) = 0 powr tout n, pour que [ soit distribude uniformément modulo k pour
tout k> 1, il faur et it suffit que les conditions sulvantes seolent satlsfaites:

1. Pour chaque p premier, f(p) est égul « une puissance d'un nombre
premier ou a 1;

2. Pour chaque g premier, on a pour tout r = 1

' ) Iy 1
o s(x )l
=r N rip=gl
3i on suppose que f est fortement muitiplicative et que f(n) = 0 pour rout n, on
a le méme résultat on lo relation (2) est remplacde par

‘ . 1 L
(2!) (( — 1).;! ~1j n..) o o,
l'jzm:r I(nggqi (p"*l)j q
Il est & noter que la condition 1 implique que f(m) > G pour tout n.
2.4.2. On démontre -ensuite le résultat suivant:

TrEOREME 5. 1. Si f est supposée complétement multiplicative, ou fortement
multiplicative, et 2 0, les conditions du théoréme 4 peuvent effectivement Gtre
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satisfaites avec la  condition supplémentaire que f(p)=1 pour rtour p
appartenant & un ensemble E donné, pourvu que

Y Ups=+oo.(Y
pEE

Ceci montre qu'il existe une infinité de fonctions complétement
multiplicatives & valeurs entiéres >0, et une infinité de fonctions fortement
multiplicatives G valeurs enti¢res > 0, qui sont distribudes uniformément modulo
k pour tout k> 1.

En effet, si fy. f2, ..., fn sont des fonctions complétement multiplicatives,
ou fortement multiplicatives, 4 valeurs entiéres > 0, distribuées uniformément
modulo & pour toul k > 1, pour chaque i =1, 2, ..., m, il existe au moins un
nombre premier p; tel que f;{p;) ¢ 1 (car on n'a pas f;(n) = 1 pour tout n sans
facteur carré). En prenant E={py, ps, ..., p, on voit quil existe une
fonction distincte de fy, ..., [, el ayant les m@mes propriétés.

I} est & noter que f peut &tre distribuée uniformément modulo k pour
tout k en wétant ni complétement multiplicative ni fortement multiplicative.
Un exemple simple est le suivant:

fin) = H sl 1 est impair,
: —n  siomoest pair.

24.3. Notons aussi que le fait que f soit distribuée uniformément
modulo & pour tout k peut entrainer que f (i) = n pour tout » si 'on impose
une condition supplémentaire plus forte que celle d&tre complétement
multiplicative et = 0.

On a le théoréme suivant:

THEOREME 6. Supposons que [ est complétement multiplicative et que

fn)> 1 pour tout n> 1.

Si, pour tout k > 1, lensemble des n tels que f(n) = O(mod k) a I densité
1/k, on a f{n) ="n pour lout n. :

3. Préliminaires.

3.1 Le lemme suivant joue un r8le fondamental dans nos
démonstrations:
Lemme 1. Seit 4 une fonction multiplicative satisfaisant & |A(m)| < 1 powr
tout n.
On suppose qu'il existe K > 0 tel que, pour tout p premier,
e A(p) < K (1~ ReA(p).

(") Cette condition est indispensable, En effet, pour que [ soit distribuée uniformément
modulo k pour tout kI, il faut évidemment que Pensemble des r tels que (1) ='1 soit de
densité nufle. Or, si fest = 0, ia fonction caractéristique de cet ensemble -est multlphcatlve, et il
est de demlt(., nulle si, et seulement si, Y 1fp= +o0.

FI RS
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A posséde une valewr moyenne, et celle-ci est nulle si on o
—Red(p
L @) ou A (2

> = 4 oo

Si T {(1-Rei(p))p < +w0, on a

Mw=ﬂ( )G+§ )

Ceci résulte d’un théoréme connu de Wirsing ([10], Satz 1.2). On peut
aussi le prouver de la maniére suivante:

Le théoréme 2 de [1] montre que, si Y {1 ~Red(p))/p < +e, la fonction
/. posséde une valeur moyenne égale i

(1-1)(1+ 3, 292),

qui n'est nulle que si 4(27) = —1 pour tout reN*.
Drautre part, si 3. (1—ReZ(p))/p = + oo, fa remarque du § 4.7.1 de [5]
monire que 'on a
5 LRelitop™) _
p
et il résulte alors d’un théoréme bien conpu de Haldsz [6] que A posséde une
valeur moyenne nulle,

3.LL 11 est & noter que Fhypothése sur les valeurs de A{p) est satisfaite
en particulier si la fonction A ne prend pas d'autres valeurs que zéro et des
racines v-iémes de l'unité (avec v fixé).

3.1.2. Notons aussi le corollaire suivant, qui est un résuliat bien connu
et se démontre directement de facon irés simple:

CoroLLAIRE 1. Soit A une fonction wmwiltiplicative réelle satisfaisant &

LA <1 pour tout n.
‘A posséde une valeur moyenne et celle-ci est mulle si

= —~ 1 pour tout reN*,

400 pour tout u réel,

et égale 4

H( .__) (] o+ i /’L(_[_’Q) si Z I:“MP) < oL

?

| . v 1 APy ‘
Notons que ceci est égal a [] 1-~E lwp lorsque L esl
completcment multlpllcanve et H(l-l-’l('p;J 1) lorsque A est fortement

mu1t1p11 cative.

icm
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3.1.3. Ce corollaire a
également bien connu:

comme conséquence immédiate le suivant,

CoroLLAIRE 2, Soit E une partie de N* dont la fonction caractéristique est
multiplicative. o
E possede une densité et celle<ci est nulle si, et seulement si,
S ifp = 4o,
peli
3.2. Du corollaire 1 on déduit le lemme suivant:

Lemmu 2. Soit ¢ un nombre premier tel yue Z 1/p = +uo0. Alors, quel

aSip
que soit re N¥, Pensemble des n tels que ' ¥ f(n) est de densité nulle.
Démonstration. Soit 4 la fonction arithmétique définie par
dm=d ¢ s o,
1) == )
0 si f(m=0.

A est une fonction multiplicative réelle et on a 0 < A(0) <
Comme, pour tout p tel que ¢|f(p), A(p)<e™ !, on a

> (L=A(p)p = +c0.

A posséde done une valeur moyenne nulle. Autrement dit, (1/x) ¥, A(n) tend

ngx

1 pour tout n.

vers zéro quand x tend vers + oo ‘
Mais la relation ¢"ff(m équivaut & A{n) = &' "

On a donc
1 1
~ Y e TOL
X nEXx X p€x
a4 f ()

33. Le lemme 2 et le corollaire 2 permettent d’établir le théoréme
suivant:
TurorEME A. k dtant un entier donné > 1, pour que I'ensemble des n tels
que {(n) s O(modk) soit de densité nulle, il faut et il suffit que, pour tour q
premier divisant k, '
Y Yp= 4w,
alrin
Démonstration, Suppomns dabord que la condition indiquée soit
satisfaite avee k = g7 453 ... gi", 00 gy, 4gs .- -, ¢ SONE des nombres premiers
distincts et oy, o0y, ..., %, des entiers > 0,

m
est contenu dans I'ensemble {) E;, ou
i=1

E, est lensemble des n tels que g tf(m). D'aprés le lemme 2, chaque
ensemble E; est de densité nulle.

Lensemble des n tels que kY f(n)

6« Actn Arithmetien XLVL2
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Supposons maintenant qu'il existe un g premier divisant k tel que

Y 1/p < +w.
4fip)

L’ensemble des » tels que k4 (n) contient I'ensembie E des n tels que
akfin).

Mais E posséde une densité > 0 d'aprés le corollaire 2, En cffet, sa
fonction caractéristique est multiplicative et on a Z I/p < + 0.

Pl

3.4, Nous aurons a utiliser encore deux autres lemmes.

4.0, Lemme 3. Soit {E,},q une famille dénombrable de partics de N*
disjointes deux a deux, dont la réunion est N*,

On suppose que, pour chaque oel, Tensemble B, posséde une densité §,, et
que Ton a ) 8, =1.

agl

Alors, quel gue soit J < I, Tensemble E = || E, posséde une densité éyule
oS
&y o,
aat :

Démonstration. Le résultat est trivial si J ou f\J est fini. Supposons
donc J et I\J infinis.

Désignons par E,(x) le nombre des éléments de E, qui sont au plus
égaux 4 x, et de méme par E{x) lc nombre des éléments de E au plus égaux 2
x (x réel = 1).

Etant donné & >0, on peut trouver J; et J, finis, avec J, =J et
Jy = I\J, tels que

LohzYdh-s et Y &2 Y S—e=1-Y §—s

wel L st aed ael\J wef
On a
U EcEc U Ea:N*\U E,,
ety ael\Jy agd 3
d’on .
2 E<SEXN<[x]-Y E(x),
dety el g
et il en résulte que
. Ex
lim w(m)-?, Y bz -
e wal | gt

et
EHEQQI

x~a X

~ 3 8. <Y S+,

wad o aef
342, LEMME 4. Soit {u,} o« une suite décroissante de nombres réels > 0
A

tendant vers zéro et telle que Yy u,= +o0.

n=1

icm
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Quel que soit §> 0, on peut extraire de cette suite une suite partielle
o
(1, byave telle que 3w, = S.
r=1
On voit qu'on peut obtenir une telle suite par récurrence en prenant ny
&gal au plus petit » pour lequelm 111,, < 8, et, pour r > I, n, égal au plus petit
n > n,., pour lequel u, < S——rz u
y=1

Hy*

4. Démonstration due théoréme 1.

4.1, Remarquons d’abord quil résulte du théoréeme A qu'il sufﬁt de
démontrer la premiére partie du théoréme,

En effet, supposons celle-ci démontrée.

L’ensemble des n tels que kY f (n) a pour densité 1 -4, 4. On a donc g
=1 si, et seulement si, il est de densité nulle. Le théoréme A donne alors le
résultat 2(a).

Drautre part, si D > 1, lensemble des n tels que DVf(n) est de densité
nulle d’aprés le théoréme A Mais, st ! 2 Q(mod D), la relation f (n) = I(mod k)
entraine que DJf(n). Ceci donne 2{(b}. '

4.2. Nous allons maintenant démontrer la premiére partie du théoréme
dans le cas o D =1, cest-d-dire o1, pour tout g premier divisant k,

Y lp<+4w.
alfipm

4.2.1. Soit (k, h=d, k=dk, I =4l de sorte que (k,!)=1. On voit
d'abord que la relation f'(n) = {modk) est é&quivalente a
difim) et flnyd=Tl(modk).

On en déduit que

—1- #ineN*: n<x et f(n)=1({modk)}
X

1 1 f(n) 1 e ] _Gm)
......... e -~ — 1,
x nz:x (P(k“) xng;!k ( ) ( ) (kp) xmﬁn;ik‘ X( ) X pgx X d

d| fin) A5

Dongc, pour établir le résultat vouly, il suffit de montrer que, pour
chaque caractére y modulo &', lexpression

-1 f(n)’
L, "(T)

. dlf
posséde une limite quand x tend vers l'infini.
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iom
4.2.2. Nous allons transformer cette expression. Pour cela, introduisons , '
les fonctions multiplicatives ¢ et h déterminées par

) = { 1osi {df)>1,
W=%0 st (dse) =1,
et h{p') = 1~g(p'}'(pour tout p premier et tout re/V¥). Soient

A=IneN* gn=1 e B=neN* h{n)=1]
On voit que tout r sécrit de fagon unique sous Ja forme
beB, et (4, b)=1.

n=ab, oU aed,

On aj(n) =f(a)f(b)et, comme (f (h), d) = 1, d| f (n) si, ct seulement si, d| f (a).
11 résulte de la que l'on a

xfP)s 2 (2 )

di.f{n) At (b= L
J{@\(1 \
= X(T RRAUL))
% xasd b xja,belt
dlfia) . (=1

ce que l'on peut é&crire

1 n '
) x([-%—)-)= > 1x([%’1)6(a, x),

aGAa

X n<x
1) d|flay
ol
' a
Gla,x)=—= % x(f®) (=0 s a>x).
e

Nous devons montrer que cette expression posséde une limite quand x
tend vers l'infini.

Comme elle est nulle si {aeA: d|f(a)} = @, il nous suffit de considérer
le cas contraire.

4.2.3. 1l est clair que, pour chaque ae A tel que d|f (),

1 [fa 1
EX(T Gla, x) sz quel que soit x > 0.
On va voir que
Y lja< +w.
agd
d|sim
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On voit d’abord que

Y la<y lYa= 3 ginyn.
aed aed n=1
dlfa)
Il suffit done de vérifier que
Y, gy < oo
it

On a

g(p") L 1

Sl g = S .

i
ppremier ppremier I
r1 ral o,

Drautre part,

29mp= 3

(f{p)dy > 1

I/p < +o0.

En effet, (/(p), d) > 1 si, et seulement si, il existe un g premier divisant 4
tel que g|f(p), et par suite

S oY (Y Yp)

(phdy>1 qld 41

Mais, pour chaque g divisant d, Y 1/p < +oo puisque glk.
qlf(p)
Finalement, on est ramené 4 démontrer que, pour chaque ae 4 tel que

d|f(a), G{a, x) posséde une limite quand x tend vers [infini.
On voit que

Gla, ) =" PIRICTACHGCS

ol y, est Ie caractére principal modulo a.

1l s’agit donc de montrer que la fonction /iy, (xof) posséde une valeur
moyenne. '

Cela résulte du lemme 1, car cette fonction est multiplicative et ne prend
pas d’autres valeurs que zéro et des racines ¢(k')-iémes de I'unité.

43. Pour achever la démonstration du théoréme 1, il ne reste plus qu’a
démontrer la premiére partie dans le cas oo D > 1.

Comme on I'a déja dit au § 4.1, le théoréme A montre que l'ensemble
des n tels que D.tf (n) est de densité nulle et, si ! # O(mod D}, la relation f (n)
= [(mod k) entraine que DJf(n); il résulte de 14 que, si ! 0(mod D),
Pensemble des n tels que f(n) = [{modk) est de densité nulle.

Supposons maintenant que ! = 0(mod D),

On peut écrire k = Dk, . :
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Comme (D, k) = 1, la relation f(n) = I{modk) est équivalente i
fr=0(modDy et f(n)=Hmodk).
On a dong

1
—# lne N¥: n< x el fin) = [{modk)}
x

|

=—# {neN*: n<x et f(n)= {modk) ~

-

e

1 . : .
- # neN* n< x, f{m= l(imodk) et f(n) # 0(mod D)} .
Le dernier terme est auw plus égal &

1
. # {ne N*: n< x el f(n)# O(mod DY},

ot tend donc vers zéro dlaprés ce qu'on vient de rappeler. Celui qui le
précéde posséde une limite car, d’aprés ce qui a éé démontré plus haut,

ensemble des » tels que f(n) = [(mod k,) posséde une densité puisque, pour

tout ¢ premier divisant k;, ) 1/p < o0,

4.0(p)
5 Démonsiration du théoréme 2. Duns cette section, il est supposé que
D=1, Nous désignons par ¢ lapplication canonique de Z sur Z/kZ.

5.1. Pour tout caractére y modulo k, la fonction multiplicative yof

posséde une valeur moyenne d'aprés le lemme 1.

On voit que, pour que d,,; ait la m&me valeur pour tous les ! premiers '

avec k, il faut et il suffit que M(xof) =0 lorsque y n'est pas le caractére
principal. Cela résulte de ce que, comme on le voit immédiatement, on a
pour tout caractére y modulo k

Mof)= 3 1én

L€T<k
(k,dye= §
et ol a pour tout ! premier avec k
) 1 i
Jyy w0 o DM (xo/.
Y xn’%dk xe/)

Maintenant, il résulte du Jemme | que M{yaf) # 0 &, ot seulemenl si,
on a '

> Afp< 4w et x(f(@)# ~1 pouf au moing un reN¥,
X A1 : :
Il est clair que Y 1/p < +oo si, et seulement si, y(m) = 1 quand
_ TR %L :
c{m)e C, ou, ce qui est éqpivalent, x(m) =1 quand o(mel.
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Il résulte immédiatement de 14 que, si I' =G, on a M(yof) =0 pour
tout caractére y modulo k autre que le caractére principal

Supposons maintenant I # Gy.

Soit v lindice de I' comme sous-groupe de G, et soit ¢ I'application
canonique de G, sur Gy/T. ‘

On obtient les caractéres modulo k tels que y(m)=1 quand e(mel
par la formule

(3) x(n):{y(a(o(n))) s o(neG,,

0 si a(né¢G,
ol v est un caractére du groupe G/T.

Ceci donne un caractére autre que le caractére principal si, et seulement
si, y n'est pas le caractére principal de Gy/I"

Si v > 2, on voit gqu'il exisie au moins un caractére modulo k autre que
le caractére principal pour lequel M(xof) # 0.

Fn effet, ou bien il existe un re N* tel que a( f{2)¢ Gy, et alors on a
pour chacun des v—1 caractéres non principaux donnés par la formule (3)

Yoo lp<+o et x(f(2))=0 pour ier en question,

xtrm =1

ou bien o(f{20)e G, pour tout re N*. Dans ce dermier cas, il existe un
caractére yy de G,/I' autre que le caractére principal et prenant une valeur
£ —1 sur Pélément o(o(f(2)), car la somme des valeurs sur cet elément
des caractéres non principaux de G,/I" est —1. Pour le caractére modulo k
donné par la formule (3) en prenant y =7, 00 a

¥ lp<+owo et x(f(@)# -1

xS #1

Si v=2 le groupe G,/I" posséde un seul caractére autre que le caractére
principal et il y a donc un seul caractéere modulo k autre que le caractére
principal tel que Y 1/p < + o0, savoir le caractére donné par la formule

whp#1 ]
1 sii o(mel,
y(m)=< ~1 s o(me G\ T,
0 s o(meG,.

On voit que, pour ce caractére, on a M(xof) = 0 si a(f(X)eG\T
pour tout re N*, et M (x0f) # Osi a(f{2))¢ G\ [ pour au moins un _reN*,
car z(f(2) = ~1si ¢(f(2)eG\ et=0o0u 1 dans le cas contraire.

On a ainsi démontré que la condition indiquée dans . Ténoncé du
théoréme est bien nécessaire et suffisante pour que &, ait ja méme valeur
pour tous les ! premiers avec k. ' . :
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5.2 Reste & démontrer que, si cotte condition est satisfaite, pour
chaque diviseur d de &, J,; a la m@me valeur pour tous les / pour lesquels
(k, ) =d. On le sait déja pour d = 1. Reste le cas o d > 1.

En reprenant la démonstration du théoréme 1 dans le cas ot D = 1, on
voit que, pour établir la propriété voulue, il suffit de montrer que, quel que
soit ae A tel que f(a) = 0(mod d), on a pour tout caractére y moduio &' autre
que le caractére principal M (hy,(xof)) =

Draprés le lemme 1, ceci 2 lieu si on a

@) > Ifp = -0
Bpdxale)e(S (M) #1
Qu

) h(2) ()2 (f(2)) = -1

Comme y,{p)# 1 pour un nombre fini de nombres premiers, la
condition (4) est équivalente 4 la suivante, qui ne dépend plus de a:

pour tout re N¥,

1/p= +co.
hp) i S (g =1

On peut encore transformer cette derniére condition.
En effet, 4 chaque caractére y modulo &' correspond un caractére y*

modulo k tel que
¥ (m si m, ky =1,
7*(m) u{ (m) ( )

(m k) >1,

et la définition de la fonction h montre que, pour tout p, on a A(p) x(f (p))
= y*(f(p)). On obtient ainsi la condition

@) Y

Py

0 si

l/p= 4.

Si I'= Gy, daprés ce qui a été vu plus haut, clle est toujours satisfaite si
x mest pas le caractére principal modulo k', car alors y* n'est pas le caractére
principal modulo k.

Supposons maintenant que I" est un sous-groupe de G, d'indice 2 et que,
pour tout reN*, g(f (2’)) appartient a G\ T

It résulte de ce qui a été vu plus haut que, y étant un caractére modulo
k" autre que le caractére principal, la condition (4) est satisfaile si ¥* n'est
pas le caractére donné par la formule

1 si o(mel,
K=< ~1 si o(mMeG\T,
0 si o(mgG,.

On voit que, si x* est ce caractére, on a (5) quel que soit ae A tel que
f(@) = 0(mod d).
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En effel, pour tout reN* (f(2), k) =1 puisque o(/(2))e G,, donc
N =2(f@) e (F@1dH=1, dod k2=
et par suite
h@) (@) =2 (f @)=

Dautre part, d’aprés la définition de I'ensemble 4, si ag A, & est impair
et par suite x,(2) = 1.

6. Démonstration du théoréme 3.

6.1, Faisons d’abord quelques remarques préliminaires.

6.1 Lensemble Vi des n tels que f(n) = 0 posséde une densité 6, d’apres
le corollaire 2, car la fonction caractéristique de son complémentaire est
multiplicative,

6.1.2. Scient ¢, ..

entiers =0 (s = 1).
On voit que lensemble Vg, ..

., g5 des nombres premiers distincts, et oy, ..., o, des

G s Oy, ..., 0) des m tels que

”qi(f(”)) =o pour 1<Ki<s

posséde une densité, soit A gy, ..., qy; gy oo, )

En effet, soient N =47 ... 4" el O =qyq ... ¢s.

n appartient a4 Vigy, ..., 4} @y, ..., &) si, et seulement si, /' () est congru
modulo QN 4 un des nombres mN ot l<m<Q et (m, Q)= 1.

Les ensembles V{gy, ..., dy; 0y - .., 0} OO (24, ..., &) parcourt N* étant
disjoints, on a. '
3 gy, o s Ay, ) 1L
®gyeen ask(]

6.1.3. Etant donné les nombres premiers distincts g,, ..., g, €t les
nombres réels u,, ..., u, appartenant 4 lintervalle [0, 1] (s = 1), deﬁmssons

) . 8 o, )
une fonction ﬂnthmquue F,,ll ¥ par
B ug AL
‘ .
Qi) oy l—[ " si f(n)#0,
Flii; culiy (") - i=1 .
0 si f(=

(étant entendu que 00 = 1).
Cest une fonction multiplicative réelle dont les valeurs appartiennent a
lintervalle [0, 1]. Elle posséde donc une valeur moyenne d'aprés le coro-
aire 1. ‘
ST les u; sont < 1, on «
©  MERISH= L da. -

Upaentiy® 0

. 1 *s
N/ TN A T AL T
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En effet
1 (% q,) ay gsl
- 2 F (n) Z LT TR Z 1.
X n€x aI,...,aSZO X

nEx

(f(n])"oti 15i<s

Le terme général de cette somme est =0 et < iy, et il tend,
&

quand x tend vers -+o0, Vers A(gy, ..., d; %gs ooy S)u cougt
6.1.4. Si aucun des g, Wappartient @ P, on a

) Y 4. 1) = 1-3

L5 RXIT II\-BO

et, quel que soit E < N¥, Uensemble 3(E) des n rels que
(Vo (7 (), ., Vi (F ) B
posséde une densité égale 4

Z A(QI"":qs; u]‘s--.‘..Cl’.s).

(al,...,as)sE
Pour établir (7) on remarque d’abord que l'on a Fffl
tout p tel que (f(p), 41 ... ¢)=1, et par suite

Z;(I F(‘“’ an)(p))

Qy; Oy eee

qh)

(p) = 1 pour

i
Yy =< +o.
iphag.ag>1 P

Il en résulte, d'aprés le corollaire 1, que Ton a

®) M(FaL = H(l--) (1 + 2 = F““' 4 )),
Le produit est uniformément convergent pour {u,, ..., #)s[0, 1]* car
chaque facteur appartient a lintervalle [1—w,, 1], ou

W=%UP2 si (f(P) gy ... q) =1,
Tl st Sy a) > L

de sorte que » w, < + o0,

Chaque facteur étant une fonction continue de w,y, ..., 1, on voit qu'il
en est de méme de M (F(q1 q’)} Quant (uy,..., %) tend vers le point
(1, ..., 1), M( f,“ll """ q”) tend vers sa valeur en ce point, qui est égale & 1—3,
car cest la densité de Pensemble des n tels que f(n) # 0. Ainsi la formule (6)
montre que 'on a (7).

On obtient maintenant le second résultat en appliquant le lemme 3,

En effet, q,...,q, étant fixés, ¥, et les ensembles V(qy, ..., 4s;
2y, ..., %) OU ey, ..., 2)e N® [orment une famille dénombrable d’ensembles
chs;omts deux 3 deux dont la réunion est N*. Chacun posséde une densité, et
la somme des densités est égale & 1.
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BW(E) est la réunion des ensembles Vg, ...
(ay, ..., ¢ )eE.

6.1.5. Notons encore que, si la propriété P,(k) est satisfaite, on a le
résultat suivant:

St k=mk', avec m et k'>1 et (m, k') =1, Tensemble des n rels que
(f(n), m) =1 posséde une densité égale & ¢ (mym.

En effet, comme (f(n), k) = (f (), K') x(/ (n), m), on a (f (), m) = 1 si, et
seulement si, (f(n), k)|k’. L'ensemble des n tels que (f (1), m) =1 a donc une
densité égale 4 (1/k) Y @ (k/d).

s g5y Gpy oo, ) OU

k'
Mais, si d|k,
k kK 1%
v (d) —¢ ("”1?) = etme (d)
Donc
2, olk/d) = o(m) 3, o(k'/d) = K ¢(m).
dlk ik’

6.1.6. Si la propriété P,{k) est satisfaite, on a aussi la propriété suivante:
Si g est un nombre premier divisant k et v, (k) =y > 1, pour 0 <r <y,

. 1 1
Pensemble des n tels que v, (f(n)) =r posséde une densité égale & :f(l ——)
q
autrement dit, avec les notations du paragraphe 6.1.2,

dig;n m—q—- (1——(—1).

En effet, soit k=4"k’. On voit que »,(f(n)=r si, et sculement si,
(f(n), k) est de la forme ¢'d, ot dlk’. On a donc

1 k
A(q;r)=EdiZk, fP(qrd)
k k k'
@ (E'méf) =@ (fl’”'"d*) =" e (E)'
- K - ' - gt 1
Zﬁ”( ) (g ')ZW( )=fP(q? k' =gq k(1—~).
djx’ K’ q

6.2, Nous allons maintenant établir la nécessité des conditions indiquées
dans Pénoncé du théoréme 3.

Supposons donc que f soit complétement multiplicative, ou fortement
multiplicative, et qu'elle posséde la propriété P, (k) pour un k donné.

Mais, si dk,

Done
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6.2.1. On voit d'abord que, si k = mk’, avecmet k"= let(m, k) =1, ona

1 1 o{m
-< 4o et (1~n)=£~(m
yom>1 P (F(phm) > 1 p m

Fn effet, d’aprés la remarque du paragraphe 6.1.5, si y est le caractére
principal modulo m, la fonction yof posséde une valeur moyenne égale &
¢(m)/m. Cette fonction est complétement multiplicative ou fortement
multiplicative, comme la fonction f. Le corollaire 1 donne le résultat indiqué:

L'inégalité résulte de ce que

L-x(f(p) _ {Up si

70 s

,,
sy

D’autre part, on a
si f est complétement multiplicative,

m(:
H(Hx(f(p})—l)

M(yof) =

p
si f est fortement multiplicative.

N

Dans les deux cas, le terme général du produit est égal & 1-1/p si
(fp),m)=>1et &alsi(f(p)m=1.
6.2.2. Si g est un nombre premier divisant k, on peut écrire k = ¢* k', on
uwe N* et ¢gtk’. En appliquant ce qui précéde 4 m = ¢% on obtient
1
Y —<-+4w et

0 (1 l)m L 1
alfin P al.f(p P q

Si gy et g, sont deux nombres premiers distincts divisant k, on peut
éerire k = g1' g2 k', o0l ay et a e N* et (K, g, q,) = L.

En prenant cette fois m = q,' q5* et tenant compte de ce qu'on vient de
voir, on trouve gue

0= 0000 =L O, 0-5)

1 ( 1-1) ~1,
qgetaz)f(p) p

d’ou

Ceci implique qu’il n’y a aucun p tel que ¢, et g, divisent f(p).

On voit ainsi que, pour chaque p premier, f (p) ne peut étre divisible par
plus dun nombre premier divisant k.
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6.2.3. Soit maintenant ¢ un nombre premier divisant k et tel que
1, (k) > 1, soit = .
Etant donné ue [0, 1] définissons la fonction arithmétique &, par
S = AL Fim 0,
e 0 st f(n)=0.
Cest un cas particulier de la fonction considérée au paragraphe 6.1.3

(s=1, 91 =¢, u =u)
Sa valeur moyenne est égale &

(=)0 2

d’aprés le corollaire 1, car

%, gp*)_) o
P

1— &, 1
P 45 P

et, d’aprés ce qui a été vu au paragraphe 6.1.3, on a pour u <1
M(Z)= Y dlg;nw.
r=0
Il résulte alors de la remarque du paragraphe 6.1.6 que J'on a
| 1
M(E) =Y = (1-~)u'+0(u“’),
r=0 q q
d'ou '

1 —1 -1
(1—&) M(i?u)=(1—~~g) +0w)  (u—0.

Par suite on a

1 -1 u -1
(%) 10g{(1-—a) M(i}u)}zlog{(lwa) }+O(uv) (u— 0).

Il nous faut maintenant distinguer le cas o0 f est complétement
multiplicative et celui ol f est fortement multiplicative.

(a) Sifest complétement multiplicative, il en est de méme de Huetona
pour uel0, 1]

1 Fp)\ 7 1 Fulp) |
w1382« g (-5
8 =11 P p ﬂm p ! P

car F,(p) =1 si qtf(p).
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1 .
Compte tenu de ce que [] (] w—) =1—-, ceci donne
als(p) 4 4

-1 -1 vgl (M — 1
A R (- B I (B
q alfip p 1 %0 r

! LS -1
log{(l—w) M(sm}= ) 1og{(1— ------- —> }
q Sp#0 P

qS{n)

d'on

On a pour chaque p

eglSiEN - 1 o ujvq(.t'(p))
log% (1 —"Li"’_—“‘) } = Z A
p i=1 ir

Si I’elpsemble des p tels que f(p)# 0 et glf(p) n'est pas vide, la famille
Fuglf (e

{u m }, oll j parcourt N* et p parcourt cet ensemble, est’ sommable.
J

En effet, son terme général est < 1/jp’; or on a

Y lp <+,
a4lf(n)

s

iy <2fp et
1 .

J

i

g1 — 1
Y log{(l—u ) } est alors la somme de cette famille sommable.
p

fip#0
9l (p
On peut calculer cette somme en groupant ensemble les termes pour lesquels

le produit ju,(f(p) a une méme valeur, soit r. On voit ainsi qu'elle est

égale a
elsl oz oh-25s0 2 S

Pt

On obtient ainsi

(10) 1og{(1_;1;)~1 M3 u)} = ri f’f‘ %UZ (" q%{m ;f)}

Ceci est encore vrai si lensemble des p tels que f(p) # O et g/ (p) est
vide, car alors les deux membres sont nuls.
En comparant (9) et (10}, on voit que, pour 1 gr <y,

1 1
S n )t
ij=r qillf(n)p] q
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(b) Si f est fortement multiplicative, il en cst de méme de %, et on a

M(5) = (1-_-)(1 m_.)= _)( Ruly
( 1 P +p—.1 quf—c[p)(] P 1+p—'1 '

encore parce que F,(p) =1 si gl f(p).
En tenant compte ici encore de ce que

Il (1-1)-1-1
alrip p q

on obtient

A %) o
- - &) _
( q) M(&) = 1 (1+ 1)_ m (1+____,_),

alfm r— Fipy o p—1
q1fip)
d’oni
1371 vgllip)
q p—1

f(f’)io
qL.r(p)
Stu<l, etsif(pst0etlqgf(p), ona
vl () w [ qyi—1, ol
o1+ £27) . §
r—1 = JHp-Y

la série étant absolument convergente car u™*'”/(p—1) < w.
Si 'ensemble des p tels que f(p) % 0 et |/ (p) nest pas vide, pour u < |

la famille
(_ I)j» L ufb‘q(ﬂp))
{_ Hp—1y }

ol j parcourt N* et p parcourt cet ensemble, est sommable du fait que, pour
chacun des p-en question,

o 1, Joglrien j
(— 1)1y’ i u Y
=1 Hp—1) = \p—1 p—l—u " l—up
et que ) 1/p< 400,
4l/tp) gl o .
Z log (1+v;~_~«_~i~~-> est alors la somme de cette famille sommable.

f{{z)#o
9. : .

Si on calcule cette somme en groupant ses termes comme on I'a fait
pour la famille considérée en (a), on obtient

by log(1+ﬂ(—{.—(i)—))w f; 3‘:{2 ((-—1)".1' ¥ 1
p—1 re1 ¥ {ifmr t,,.i”fm (;:TF)}

Sipy#0
qﬁ’(p)
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Ceci vaut encore si 'ensemble des p tels que f(p) # 0 et gl f(p) est vide, car
alors les deux membres sont nuls.
On voit donc que, pour 0 u <1, on a

A - oyt b
(11) Iog{(1~&> M(Wu)}~r>=:1 . {u;(( yoti ¥ (p—l)f)}'

gt llrem
En comparant avec (9), on voit que, pour 1 <r< v,

. 1 1
1y ._w..) Y
Z (( R T b

6.3. 1l nous reste & démontrer que les conditions indiquées dans ['énoncé
du théoréme 3 sont suffisantes pour que / posséde la propriété P, (k).

Supposons donc maintenant que f est complétement multiplicative ou
fortement multiplicative et que les conditions indiquées sont satisfaites.

Notons que ces conditions impliquent quaucun nombre premier
divisant k n’appartient 4 P.

6.3.1. Considérons d’abord le cas simple ot k est une puissance d’un
nombre premier, soit k = g%

Un diviseur d de k s’écrit d = g%, ot 0SB < y.

On a (f(n), k}=¢" avec 0< f<y si, et seulement si, v,{f(n) =4,
et on a (f(n), k)=q" =k si, et seulement si, v,(f(n) =7 (éventuellement
= +¢0).

Ainsi, avec les notations des paragraphes 6.1.1 et 6.1.2, si d = g*, avec 8
<, l'ensembie des n tels que (f(n), k) = d est 'ensemble ¥ (g; f), et posséde
donc la densité A(g; B); st d = k = ¢, cet ensemble est la réunion de Vy et

o
des ensembles ¥(g;r) ou r =7, et posséde donc la densité §,+ Y d(g;r)
r=y
puisque, comme g¢ P, Tensemble réunion des V(g;r) ot r >y posside,
of)
d'aprés la remarque du paragraphe 6.1.4, la densité Y Alg; .

. . . " "=y PP . ~
On voit ainsi que, pour montrer que f posséde la propriété P, (k), il suffit
de montrer que I'on a

1 1
(12) agn = (1_5) pour  0<r<y
et
=]
(13) do+ 3, Alg; ) = 1/g".
FEy

En eﬂ‘et; sid=g" avec 0 <p <7, on a

1 [k 1 i 1
_ B YAy - T e
k .(P(d) q v q* (1 q)’
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L/ 1
)Tk

En fait, il suffit de montrer que 'on a (12). En effet, d’aprés la remarque

et, st d =k, on a

du paragraphe 6,14, Z Alg;r) = 1—6,. Dong, si on a (12), on a

r=0
i dlg;ry= 1—50:)31 L (1*1) = l_ao_
rmy r={ qr q q?
%, étant la fonction définie au paragraphe 6.2.3 (Cest-a-dire F@ avec les
notations du paragraphe 6.1.3) on sait que F'on a pour w <1
(14) M(F) = ZO A(g; .

M(F.) est d’ailleurs > 0 et les calculs faits au paragraphe 6.2.3, basés
uniquement sur le fait que

1
-<+oo et ] (1»——1-)=1~1,
q

dim P 4ifte) P

montrent que 'on a (10) si /' est complétement multiplicative, et (11) si f est
fortement multiplicative,
On en déduit que

| i 1‘—1 p\ 1!
orfl1-) rmf- el (1) o

M(’;)=(1-1)(1—5)ﬂ+0(u?) {u—0)
i AN T

ce qui montre bien, par comparaison avec (14), que

d’on

1 | . :
Alg;r) == (1"‘““) our <<y
U p ; > = Y

6.3.2. Passons maintenant au cas ol k a plus dun diviseur premier,

Soit k= qi' ... ¢I* o qy, ..., g, sont des nombres premiers distincts et
Pis-ves ¥y des entiers > 0, avec s> 1.

Notons quici /() # 0 pour tout » car J(p) 5 0 pour tout p du fait que
J(p) est divisible par au plus un nombre premier divisant k. Autrement dit,
Vo est vide et 8, == 0. '

Un diviseur d de k s'écrit

d:g‘fl,_,qf-“, ou 0B <y pour 1gi<s. .

7 - Acla Arithmetics XLVIL2



188 H. Delange
Pour que (f(n), k) =d, il fant et il suffit que Fon ait
uqi (f(ﬂ)) == ﬁi si ﬁl' <% et 'Uql- (f (H)) Z Pi si

Autrement dit, si E est 'ensemble des (xy, ..., s N qui satisfont a g,
= f§; pour fi; <y et o; = y; pour B; =7y, I'ensemble des n tels que (f(n), k)
= ¢ est la réunion des ensembles V{(gq, -.., d5; @y, .., &) Ol (ay, ..., )€ E.
Donc, daprés la remarque du paragraphe 6.14, il posséde la densité

) [ TR - PION- A N
(g s0emagel

Pour montrer que f posséde la propriété P, (k), il faut donc montrer gue

Ton a, quel que soit 4,
1 [k
A(qll'--JQH’; al:-'-vas)ﬁitp E -

Sifest comp]etement multiplicative, il en est de méme de F (”1’ ""‘)et on a
1 (ﬂ‘]n sﬂb)( ))
p "1' g
De méme, si f est fortement multiplicative, F(q'l "”) I'est aussi et on a
1+ ):
r=1

On sait que, pour chaque p, f (p) est divisible par au plus un des g;. Si g,/ (p)
et g.kf{p) pour i#v, ona '
R m=Fr @ et Fl(p)=1 pour i#v.

Bi = vi-

(13) )

1+z *)=(1

Uyenily

SR I e 5
R ) L P )

Si aucun des g, ne divise f(p), on a

For-ip 1 o

Wiy

Fff:‘)(p) =1 pouri=1,...,8

Draprés cela, que f soit complétement multlphcatlve ou fortement
multiplicative, la formule (8), appliquée 4 la fonction F(‘” i et A chacune
des fonctions Ff, Y montre que Yon a

M(FELb) = 1’1 M(F&.

Hiwsnaplly

. Uy <1, par apphcatlon de (6),

5 w0 .
P ILCE, A n)id),

On a donc, pour uy, ..

N . “1.
s Gas iy ey EIULT oL Uy

Y Ay, .

LT .as/O
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et il en résulte que
5
A(Ql: ey Qs; ala LS | 083) = H A(Qv; CCV).
v=1

On déduit de 1a que, E étant I'ensemble indiqué plus haut, on a

s
Z A(QI:‘--:%'; OCI,...,Ots)'=H (}: A(Qv;av))’
(. sE v=1 ayek,
ou
Evm{‘l{ﬁ\’} ST‘ ﬁv<’y\li
Ohys Oy 2 %} 81 ﬁv = Vy-

Comme par ailleurs,

1 k G| -
Eﬁo(‘t;)t 11 ;;fp(qz" M,

vk

on voit que, pour établir que Pon a (15), il suffit de montrer que, pour
chaque v,

1 3
Y 4G w) =—q7vw(q3“ ™,

xyeE,
c'est-a-dire que
. | . | .
4{g,; o) = —“(1 *m) si B, <y,
QV 9

et

o 1 .

Z A(qv;r)m"";; "8l .BVI.VV'

rEYy qy

Pour cela, on remarque que la demonstratlon de (12) et (13) au
paragraphe 6.3.1 peut s’appliquer & k = g.". ‘

7. Discussion du probleme de Narkiewicz.

LL T est clair, d’aprés le théoréme 3, que les conditions indiquées dans
Pénoncé du théoréme 4 sont nécessaires pour que, f étant supposée
complétement multiplicative ou fortement multiplicative, et > 0, elle posséde
la propriété P,(k) pour tout k. En particulier, elles sont nécessaires pour
que f soit distribuée uniformément modulo £ pour tout k 3> 2.

Pour établir le théoréme 4, il reste 4 montrer qu'elles sont suffisantes.

Supposons donc que f soit complétement multiplicative, ou fortement
multiplicative, et que les conditions indiquées correspondantes (qui im- |
pliquent évidemment que f(n) > 0 pour tout n) soient satisfaites.

On va montrer que, quel que soit k entier > 1, f posséde les propriétés

Py (k) et Py (k).
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7.1.1. On voit d’abord que 'ensemble P est vide, c’est-d-dire que, quel
que soit ¢ premier, 3. 1/p < +00.

aifip
5 (2 )
alfim p r=1 \rpy=gq" p
Dans le cas ol f est supposée complétement multiplicative, en observant
que la somme au premier membre de (2) ecst au moins égale au terme
correspondant & i=r et j =1, on voit que
Y, Vp<ifg.

Sim=q

1 1 A
- Z ——~=Eog((1»—-—) )
ql%:p)p rm1 P d

Dans le cas ot f est supposée fortement multiplicative, la relation (2')
donne

En effet, on a

Donc

1 1
Py mm—+ ) ({ yi ¥ :—)
smeg P10 @ y=r g P
don
1 1 ( 1 ) 1 1
-5 —+ Paamerell ol o Z —
= 14 rq uz:r f(r? qz (p_ I)J rg jvq(,f m=r (p 1}1

FES"

Par suite, quel que soit N> 2, on a

N 1
— Y
r>=:1 (j-{‘; 7 P) Zl rq juq(f(:)l)ﬁN (p—1y
Mais
1
1 1 T

gty (P=—1F jogiamen (P=1)
i1 J=1l,p=2

’ 1 1
RPN o |l A oy

. Dénc on a pour tout N = 2

1! 1
- 1 = M,
Lm qrp) IOg(( q) )+ R T

‘et par suite on a Yolp< M
)
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Du fait que P est vide, quel que soit k on a D = 1.
Maintenant, si f est supposée complétement multiplicative, la relation (2)
donne pour r =1

Y UYp=1l/g,

fipy=q

et, si f est supposée fortement multiplicative, la relation (2) donupe

2 Wp—1=1/g dou 3 1/p1/2q puisque 1/p = 1,2(p—1).
Soy=q Sim=gq

Dans les deux cas, quel que soit ! premier avec k, on a

1 1 1 1
R S
Jimsimedt P g=limod) \fipr=q P 2 g =titmodky 4

Autrement dit, C = G, et par suite I' = Gy
Ainsi le théoréme 2 montre que, quel que soit k, f posséde la propriété
Py (k). -
7.1.2. Pour montrer que la fonction f posséde la propriété P, (k) pour

tout k, il suffit de montrer que, pour tout g premier,

1 1
1.__):: -4
all;(jp) ( r; q

car, avec cette relation, les conditions indiquées dans I'énoncé du theoreme 3
sont satisfaites pour tout k.

Dans le cas ol f est supposée completement multiplicative, on remarque
que, compte tenu de ce que, pour chaque p, f(p) est égal & une puissance

- d'un nombre premier ou A 1, le raisonnement fait en (a) du paragraphe 6.2.3

montre que I'on a pour 0K <1

2SN, - | o 1
5152020 3, 5)
qlf'\-(:'m og% P r; r s;z r ru%-q" r

.uU r - .
3 “ﬁ = log%(l—g) } d’apres (2).

o

il

En prenant u = 1, on trouve

g, oe{l=3) edli-3)

d’ot le résultat voulu.
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Dans le cas ol f est supposée fortement multiplicative, on voit que
le raisonnement fait en (b} du paragraphe 6.2.3 montre que lon a pour

Ogusgt
e o L |
10g(1+ )ﬂ W(Z (=Y —
‘ﬂ%ﬂ) ‘ p_l r Ef=r j'(m:Hf (p—]'}j

I =

ill

o0
r§1
o r u =1
Yy —= Iog{(lw—) } daprés {29,
re1 T4 q

Si la somme au premier membre a une infinité de termes, c’est une série
uniformément convergente pour ue[0, 17 car son terme général est 2 0
et<<2petona 3 1l/p< +oo,

417 .
En passant & la limite pour u tendant vers 1, on obtient encore

o) feefl=2)

7.2. Passons:maintenant & la démonstration du théoréme 5.

Nous ne la donnerons en détail que pour le cas ol on veut que f soit
complétement multiplicative. Nous indiquerons ensuite briévement quelles
modifications il faut apporter au raisonnement pour traiter le cas oil on veut
que f soit fortement muitiplicative. :

7.21. Pour obtenir f completement multiplicative 4 valeurs = 0 satisfai-
sant aux conditions du théoréme 4 et 4 f(p) = 1 pour peE, on procédera de
la fagon suivante:

On définira une famille {E,,} d’ensembles de nombres premiers, ou ¢
parcourt Tensemble des nombres premiers et i parcourt N*, ayant les
propriétés suivanties: _

1. Les ensembles E,, ne rencontrent pas K et sont digjoints deux a deux;

2. Pour chaque g premier et chaque re N* on a

(16) | ) (i Y }l-;)m—l—

i=r pekig; 4

]

On déterminera f par

81 'pEEq,f,
si  p nappartient 3 aucun E,,.

an o ={1
7.2.2. Faisons -d'abord la remarque suivante:

Soit A un ensemble de nombres premiers tel que Y 1/p = 0, et soit g

. pgd
un nombre premier.

On peut déterminer une suite Ep vy Epav-ony Eyy, ... densembles de nom-
bres premiers ne rencontrant pas A et disjoints deux & deux, relle que I égalité
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{16) soit satisfaite pour tout re N*, que tous les dléments de E,; soienr = 24,
et que Pon ait powr chaque i
(18) i3 Up<stg.

!’Equf

Cette suite sera déterminée par récurrence.
Pour r = 1, la relation (16) se réduit i

(19) > 1p =1/,

pelyy

et, pour r > 1, on peut Pécrire sous la forme

(20) ry il (s 5 l.).

‘s
pek, . P4 _Iif:{ ety P’
Le lemme 4 montre que Pon peut déterminer E,, disjoint de A,
satisfaisant 4 (19), et par le fait méme & (18) oti i=1, et dont tous les

éléments sont > 2q. .

Il suffit de prendre pour {u,} la suite des inverses des nombres premiers
2> 2q et n’appartenant pas i A,

Maintenant, soit r>1 et supposons que Ton a dé&a déterminé
Eg1s ...y Eypoy me rencontrant pas 4 et disjoints deux a deux, de maniére
que Ton ait

Z'(i y ?:‘j):% pour 1<£s<r—1

Q=g PeEy;

et (18) pour 1 <i<r—1, les éléments de chaque E,; éant tous > 2.
Pour i<r—~1 et j>1, on a pour chaque pek,;

1_t1_ 1 1
oYty Y p
et il en résulte que, si.jf=retj>1,
. 1 1 1 1
i S € gy - o
pe%,,p’ 2rig m%,,.p Vg
Ainsi

1 1 1
i o ES T <o
iE{(pé%.,ipj)\lgiﬂrz’ ‘¢ g
i

Le second membre de (20) est donc > 0.

Alors on voit qu’on peut déterminer E,,. ne rencontrant pas 4 ni les E,;
ou i < r—1, formé de nombres premiers > 29" et tel que Pon ait (20) et donc
(16). -
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Pour cela on applique le lemme 4 en prenant pour {u,) la suite des
r=1

inverses des nombres premiers > 2¢" et nappartenant pas aAna U E

v
et pour S le quotient par v du second membre de (20).

(20) implique évidemment que Ton a (18) pour i =r.

7.2.3. La famille {E,;} mentionnée plus haut, ol ¢ parcourt I'ensemble
des nombres premiers el i parcourt N*, s'obtient de la fagon suivante:

On détermine la suite {E;;}; v+ en appliquant ce qui précéde &4 g =2
et A =E.

On détermine la suite {Ej }v en appliquant ce qui précdde 4 ¢ =3

o
et 4 =Eu(J Ey;), puis la suite {5}, cn prenant ¢ =5 et
=1

4] ol

A= Eu(.g1 Ez,i)u(’__yl Es).

et ainsi de suite... :

7.2.4. Le théoréme 5 est ainsi démontré pour le cas ou on veut que f soit
complétement multiplicative.

Pour le cas ot on veut que f soit fortement multiplicative, on procéde de
fagon semblable en définissant encore une famille (£} d’ensembles de
nombres premiers ne rencontrant pas E et disjoints deux 2 deux, telle que
Fon ait cette fois pour chague re N*

e 1 1
(16) ) '((-—1)1 ) ——wig)
) ij=r pely i p
Pour fa construction de cette famille, on peut imposer cette fois gue tous
les éléments de E,; soient > 3q'+1, et remplacer linégalité (18) par

iy ——<E
Fg:"q.i p—1 h q

7.3. Le théoréme 6 se démontre trés simplement, indépendamment de
tout ce qui précéde. Supposons done que f est complétement multiplicative et
satisfait a f'(n) > 1 pour tout n > 1, et que, pour tout k = 2, Fensemble des n

pour lesquels f(n) =0 (modk) a la densité 1/k.

On voit d'abord que, pour tout m > 1, f{m) < m.

En effet, comme, pour tout re N*, f (mr) = f(m) f (r), lensemble des n qui
sont multiples de m est contenu dans Tensemble des n pour lesquels f(n)
= 0(mod f (m)). Le premier de ces ensembles 4 la densité 1/m, le second la
densité 1/f (m). Donc Ym < 1/f (m). -

- Dlautre part, 4 étant un nombre premier quelconque, on voit que, si
J(@) =4, pour tout p+q, qff(p).

En effet, si y est le caractére principal modulo ¢, la fonction

complétement multlphcatlvc 7of a une valeur moyenne égale 4 1--1/g car
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lensemble des n tels que x( j'(n)) =1 est le complémentaire de Pensemble des
n tels que f(n) = O(mod g). D'aprés le corollaire 1,

won-nf1-(52) - g )

puisque x(f{p)) =1 si qtf(p) et =0 si g|f(p).

On a donc
- 1
I (1_-)= Py
glrm P 4

g, ceci donne

Si f(g) =

: 1 1
( q ql!,:;[p) p g QE;(];J) p
p¥#Eg P*Eq

ce qui implique que I'ensemble des p # g tels que gl f (p) est vide.

Ceci dit, on voit d’abord que f(2) = 2 puisqu’on doit avoir f(2) > 1 et
Jo<2

Maintenant, 4 étant un nombre premier > 2, supposons établi que

f(p)=p pour tout p <gq.

On a par hypothése f(g) > 1. Mais, d'aprés ce quon vient de voir,
flg) < q et f{q) n'est divisible par aucun p < gq. Donc f(g) =

On voit ainsi que f(q) =g pour tout ¢ premier, d'ol il résulte que
f{n) =n pour tout n.
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