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' Proef If P does not equal 1 the result is immediate on putting D equal
1 in the theorem. If P equals 1 then .o/ must be {0, 1>} and the result still
holds. =
Now let .o/ be a collection of AP’s, not necessarily regular, which covers
the integers. Zndm ([5]) defines an AP (ay, dp> in o as essential if
'\ {ag, dp) does not cover the integers. The following result extends
Theorem 1 of [5].

CoroLLary 3. If o7 covers the integers, {a,, do» is essential in o, then
(<, dye o (d, do) > 1}| 2 f (do)+1.

Proof. L.et A* be a regular subcollection of s, and P the least
common multiple of the moduli of the AP’s in it. It is clear that Cdg, dpd
belongs to .«* and hence that d, divides P. Then

H<a, dye i (d, do) > 1}] 2 Zf(do)+1. m

{(a, dye o*: d,{’dﬁ}
0
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Verzichtbare und unverzichibare Elemente bei der Darstellung
als Summe und als Differenz von Quadraten

von

Eruarn DeNerT, Bricy HArtTER und JoacHmM ZOLLNER (Mainz)

Wir bezeichnen die Menge der Quadrate der ganzen Zahlen mit (.
Nach einem bekannten Satz von Lagrange ist jede natiirliche Zahl als
Summe von vier Elementen aus Q, darstellbar. In [3] wurde gezeigt, dal} es
unendliche Mengen § = Q, gibt, so daf} jede natiirliche Zahl auch noch als
Summe von vier Quadraten aus Q,\S§ darstellbar ist. Erdds und Nathanson
[2] haben dariiber hinaus die Existenz von Mengen S'mit dieser Eigenschaft
und [(Qp\8) N[0, xJ| < Cx*#** fiir beliebiges & >0 nachgewiesen, wobei
C > 0 nur von ¢ abhingt(‘). In der vorliegenden Arbeit werden genau die
Quadrate bestimmt, die in jedem Fall in @5 \S noch enthalten sein miissen.
Solche Quadraie nennen wir unverzichtbar.

Sei O die Menge der Quadrate der natiirlichen Zahlen. Genau die von 1
und 4 verschiedenen natlirlichen Zahlen, die % 2{mod 4) sind, lassen sich als
Differenz zweier Quadrate aus Q darstellen. In [3] wurde gezeigt, daB dies
auch noch mit den Quadraten aus @'\ T miglich ist, wobei T =@ eine
geeignete unendliche Menge von Quadraten ist. Auch in diesem Fall werden
die unverzichtbaren Quadrate charakterisiert.

1, Zunichst fithren wir einige Bezeichnungen ein(%):

Sei E(n?) die Menge aller ze Ny, fiir die gilt: Aus z = ai+aj+ai+ai
mit ;e Ny (i =1, 2, 3, 4) folgt a} = n® fir mindestens ein /.

Sei weiter U:= {n? E(n®) # @} und U:= {n?| |[E(?)| = }.

Sei analog E~ (n?) die Menge aller ze N, fiir die gilt: Aus z = af — a3 mit
aeN (i=1,2) folgt @ =n®* fUr i =1 oder flir i=2.

Entsprechend wie oben sei dann U™ :={n% E"(n})# @} und U~
= {n¥ {[E”(n%)] = oo}. '

(') Nathanson 5] zeigte, daB sogar |(@g\8) n[0, x]| < Cx*** gilt.
() N ist die Menge der natiirlichen Zahlen; Ny = N {0} die Menge der nichtnegativen
ganzen Zahlen. .
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Dann werden wir folgende Sitze zeigen:

Sarz 1. U='n? n=0,5,2" oder 23 mit me Ny|.

Satz 2. U =10%).

2

Sarz 3. U~ =7§n2| n = %l E—é—i—l—, p+1 oder p*+1 mit 2 < p Primzahl }

Satz 4. U7 =0.

Die unverzichtbaren Quadrate (und damit auch die verzichtbaren
Quadrate) sind damit in beiden Fillen charakterisiert.

2. Zum Beweis der Sitze ! und 2 bendtigen wir zuniichst einige
Vorbereitungen, Es gilt folgender bekannter

SaTz 5(%). ne Ny ist genau dann als Summe von 3 Quadraten darstellbar,
wenn n s 4% (8b+7) fir alle a, be N, gilt.

Wir zeigen weiter

LemMa 1. Es sei ze N, 4|z, n*€Qg; dann gilt ze E(n?) genau dann, wenn
8lz, 2|n und z/f4eE((n/2)*).

Beweis. Sei zuerst zeE(n?). Wegen 4|z gibt es Zahlen gel,,
i=1,2,3,4, mit z/4=d+al+ai+ai Also ist

(1 z = (24, +(2a;)* + (2a3)* +(2a,)*.

Wegen ze E (n?) folgt 2¢; = n fur ein ie {1, 2, 3, 4}, also 2|n und a; = »/2 fir
dieses i. Damit ist z/4e E((n/2)?). Wir nehmen an 8 fz. Da 4|z, folgt z—1
=3(mod 8). Nach Satz 5 ist dann z—1 =h}+b3+bi fiir gewisse
by, b, b3eNy. Aus z—1 = 3(mod 8) folgt auch, dafl by, b, und by ungerade
sein miissen. Also ist z = b?+b3+b3+1% und jedes der vier Quadrate ist
ungerade und daher ungleich #®. Das widerspricht ze E(n?). Also gilt 8|z
Sei nun umgekehrt 8|z, 2|n und z/4e E((n/2)%). Wegen 8|z hat z nur
Darstellungen der Form (1). Damit ist z/4 =ai+a3+aj+ai. Aus
z/4c E ((n/2)%) folgt nun zeE(n?).
Fiir ne N, sei X, die Menge aller xeN,, fir die gilt:
24 x? = ai +ai,
(2) 2n? +x? = b} 4 b3+ b3,
3?4 x? = o2 cdref Ao
mit a;, by, e Ny\{n}.
LemMA 2. Sei n® € Q. Existiert zu xeX,, x % n ein z& Ny, z 2 x* 50, daff
z—x? als Summe von drei Quadraten aus Qg darstellbar ist, so gilt z¢ E{n?),
Beweis. BEs gilt also z = x?-+x%+ x5 +x} flir gewisse ;€ Ng, i =1, 2, 3.
Ist x; % n filr i =1, 2, 3, so haben wir eine Darstellung von z ohne n? als

{*) Siche etwa Landau [4], S, 122-123,
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Summanden. Fiir die tibrigen Fille erhalten wir nach Definition von X, die
folgenden Darstellungen von z, in denen n? nicht als Summand auftritt:

z=x2+mt+x3+xi=a+ad+x3+x%;
3 n2 2.
z = x4+ 22+ x3 = b} +bi+bi+x3;

7 =x24+3n% =t bt +ed4 ol

Xy =1, Xp # 0 F# X3,
Xy = Xg =N, X3 F 1
X, = X3 = X3 =M,
Also ist z¢ E(n%. Damit ist Lemma 2 bewiesen.
LemMa 3. Seien d, ze N und sei
R@(z):=|{1x, y} € No| x*+dy* =z},

also die Anzahl der wesentlich verschiedenen Darstellungen von z durch die

_Form x*+dy?* so gilt:

{a) R'Y(z)= 2 genau dann, wenn z mindestens zwei (nicht notwendig
verschiedene) Primfaktoren = 1(mod 4) besitzt und x, ye No existieren mit
z=xt+yt

(b) Sei z = 2*p, pa...p.u% wobei ueNg, 2yueN und die p, die simtli-
chen Primfaktoren =1 oder 3{mod 8) von z seien (wobei auch gleiche zuge-
lassen sind), so gilt: ‘
falls py=ps=...=p

RO()>3  genau d red
z enau dann, wenn
(2) = g ’ r=3  sonst.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Dickson [1], § 40, Theorem 68
und Problem 1. ‘

LemMa 4. Sei 0% z = x2+y® mit x, ye Ny und 2 fx oder 2}y. Es gelie

Jerner .

(i) p*|z fir eine Primzahl p = 1(mod 4) oder

(i) 5|z, z > 10 und aus plggT (x, ), p prim folgt p= 1 (mod 4).

Dann ist RV (z) = 2. .

Beweis. Gilt (i), so erhiilt man die Behauptung aus Lemma 3, Teil (a).
Es gelte nun (ii). Sei p|z filr eine ungerade Primzahl p. Gilt pty, szo ist wegen

-y -1

(p)"(p)
=1, also p=1(mod4). Ist aber ply, dann folgt plz—y*= x*, also
plegT (x, y) und es gilt ebenfalls p = 1(mod 4). Die ungeraden Primfaktoren
von z sind also alle = 1(mod 4). Wegen 2 yx oder 2ty tritt der Faktor 2in =
héchstens einmal auf. Da z/5 > 2, besitzt z/5 mindestens einen Primfaktor
=1(mod 4), also z mindestens deren zwei. Aus Lemma 3, Teil (a) folgt
RV (z) = 2. _

Lemma 5. Sei 0 %z =x2+2y% mit x, ye Ng und 2.4x oder 2fy, sowie
9]z, z > 54 und aus p|ggT(x, ), p prim, folgt p =1 oder 3(mod 8); dann gilt
RP(z) = 3.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4 folgt, daBl z nur Primfak-

plz die Kongruenz x*+ y* = 0(mod p) in x l8sbar. Es folgt
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toren = 1 oder 3(mod 8) und héchstens einmal den Faktor 2 enthilt. Wegen
z/9 > 6 enthilt z/9 mindestens einen weiteren Primfaktor =1 oder
3(mod 8). Sind alle ungeraden Primfaktoren von z/9 gleich 3, dann folgt aus

7/9 > 3-2, daB 3*|(z/9), also 3*|z. Andernfalls besitzt z mindestens drei unge- ‘

rade Primfaktoren, die nicht alle gleich sind. Mit Lemma 3, Teil (b} erhalten
wir in beiden Fillen R®{z) = 3.

LeMMa 6. Sei t ungerade, t # 8 oder sei t = 10 oder sei t = 18. Dann giby
es in X, eine gerade Zahl x, # t und eine ungerade Zahl x, # t; im Falle t > 5
kann man x, <t und x, <t wihlen. 3

Beweis. 1. Fall: Sei r ungerade, r > 5 und es existiert eine Primzahl p|z
mit p = I(mod 4).

Man setze fiir

=] 0 1 4 (mod5)

X, 5 13 1
x, =110 2 4

i

Die folgenden Aussagen gelten fiir jedes xe{x,, x,}. Fir z =t*+x? sind
dann die Bedingungen von Lemma 4 (if) erfiillt, und es gilt R'Y(z) > 2. Also
existiert eine weitere Darstellung z = a®+b?, g, be N, mit ast ¢ b. Der
kleinst mogliche Wert fiir ¢ ist in diesem Fall 13 mit #* = 13 = 4(mod 5).
Also gilt fur alle t, dall x <t

Wegen p?|2r? erhiilt man aus Lemma 3, Teil (a), daB R (2% = 2.
Damit st 2:2 = ¢?+-d% ¢, de Ny mit ¢ #t  d. Wir haben gezeigt

t2+x2 — a2+b2,
2P+ x% =P dP x5
3P +x? = a+ b +c*+ 4%,
wobei alle Quadrate auf den rechten Seiten dieser Gleichungen von r*

verschieden sind.

2. Fall: Sei t ungerade und fiir alle Primfaktoren p von ¢ gelte p
= 3(mod 4), und darliber hinavs sei r= 1,3, 7,11, 19, 23, 27, 31, 33, 49
und 39.

Man setze [iir

tP= | 0 1 4 7 {mod 9}
3) 1mod5)|(x.x)= (12 (13,32 (7.8 (97,2
4 (mod 5) (39,6) (41,4 (1,26 (29, 16)

Falls r>97, ist x, <t und x, <t Auch fir die tbrigen in diesem Fall
betrachteten Werte von t. trifft das zu, wie man aus (3) entnehmen kann.
Dort erhidlt man '

icm

Verzichrhare und unverzichtbare Elemente 157

=21 43 47 57 63 67 69 71 77 79 81 83 93
= 3 1 1393929 3132917 3 1 39
X=122626 6 616123216 8§ 12 26 6.

x, und x, sind so gewihlt, daB sie als Primfaktoren hdchstens einmal die 3
und des weiteren nur solche s 3 (mod 4) besitzen. Es sei wieder x beliebig
aus {x,, x,} zugelassen. Aus (3) folgt auch, daB in jedem Fall 1?+ x2
=0 (mod 5) und 2%+ x%=0(mod 9) gilt. Wegen t 2 11 ist 121 < 2+ x2
<2 +x* Fir 3fgeT(1,x) ist die Bedingung (i) von Lemma 4 fir
zi=1t*+x? erfiillt. Desgleichen fiir z/9, falls 3|ggT(t, x), denn 10 < 121/9
<z/9 = (t/3)*+(x/3)%, und wegen 3.J(x/3) ist 3keeT(i/3, x/3). In beiden
Fillen erhalten wir R (z) > 2. Damit gibt es a;, a, &N, mit a, # t # a, und
24 x*=al+aj :

Wir betrachten nun z;:=2t+x? = 0(mod 9). Dic Zahl ¢ hat nur
Primfaktoren = 3(mod 4), so daB ggT(t, x) =1 oder 3. Damit sind die
Voraussetzungen von Lemma 5 erfiillt, und es gili R (z,) = 3. Also existieren
zwel weitere Darstellungen dieser Form von z,, die nicht beide ¢ enthalten
konnen. Es gibt also by, b,e N, mit by #1 5 b, und 2t>+x2 = b} + 252,

Wegen 3t*+ x2 = 4(mod 8) folgt aus Lemma 1, daB 3t +x2 ¢ E(t?). Es
gibt also Zahlen ¢, # ¢, i=1,2,3,4 mit 3+ x? = ¢} +c2+c2+c2. Damit
ist x,e X, gezeigt.

Um auch x, e X, nachzuweisen, geniigt es, 3%+ x2¢ E(t?) zu zeigen. Es
gilt 7,:= 3r2+x,3" = 3{mod 4). Wir betrachten z, —x? = 2(mod 4). Nach Satz
5 besitzt z,—x? eine Darstellung als Summe von drei Quadraten. Wegen
2% > t?—x} > 0 folgt aus Lemma 2, daB 3¢+ x2 = z,¢ E(1?),

3. Fall: t=1,3,5,7,11, 19, 23, 27, 31, 33, 49, 59, 10 oder 18.

Hier geben wir x,, x, e X, direkt an. Geeignete a;, b 1 e € Ng \{t] In den
Gleichungen (2) lassen sich dann durch einfache Rechnungen auffinden,

t= 1 3 5 71119 23 27 31 33 49 59 10 18
X=132115 1 3 3 1 1 1 13351
=816 0 4 2 2 24 2422 0 4

Es gilt x, # ¢+ x,, und flir ¢ > 5 ist x, <1, x, <t erfiillt.
SaTz 6. Sei te N, 4t und n=2"t mit re N,. Existieren Xy, X,€ X, mit
2%ty 21X, 5 1, 50 folgt aus 2 > max ((27x,)%, (2" x,)%), daB z¢ E(n?).
Beweis. Fiir ze Ny, z < n? gilt trivialerweise z ¢ E(n?). Sei also z = n®
I Fall: z—(2"x,)* oder z—(2'x,)? ist als Summe dreier Quadrate
darstellbar. Fiir ein xe{x,, x,} sei dies zutreffend, Multipliziert man die
Gleichungen (2) mit (2%, so erhilt man > xe X o = Xy Mit Lemma 2 folgt
z¢E(n?), da aus x, %t # x, folgt n=2"t5 2'x.

5~ Asta Arithmelica |, 45, 2. 2
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2 Fall: z—(2'x)?* und z—(2"x,)* sind nicht als Summen von drei
Quadraten darstellbar. Nach Satz 5 gilt dann mit gewissen a, b, ¢, de N,

4 z—(27x,)? = 4°(8b+7),

(5) z—(2"x,)? = 4°(8d+ 7).

Aus diesen Gleichungen folgt

(6) 4" (x2—x2) = 4" 8b+T)—47(8d+T),

wobei Wenigstens eine der Zahlcn ¥, a, c’'e Ny gleich 0 sei.

Ist ¥ =0, so gilt 3 = x2—x2 = 4“ (8h+7 —4°(8d +7)(mod 4). Damit ist
ad=0und ¢ >0 und es gllt a=r. Aus (4) folgt z':=z/4" = 8h+ 7 +x2
= 0 (mod 8), da x7 = 1(mod 8). Sei x, = 2"s mit me N, 2tse N oder s =0.
Aus (3) folgt
(7 z =z/4" =4 (8d +7)+4" s>

Ist s =0, so Tolgt wegen 8|2/, daB ¢’ = 2, also 16}z,

Nun sei s > 0. Fiir min(c’, m) = 2 folgt aus (7) sefort 16]z". Ist min(c', m)
=1, 80 ist ¢’ % m unmoglich, denn nach (7) wiirde gelten 8 ¥z'. Damit ist ¢’
=m = 1. Aus (7) folgt nun z’ = 4(8d +7 +s%) = 0 (mod 32), da s* = 1 (mod 8).
In jedem Fall ist 16}z’ = z/4", also 4|(z/4"*"!). Wiire ze E(n?), so wiirde durch
(r+ 1)fache Anwendung von Lemma 1 folgen, dal 2t und z/4™*!
eE((n/27"1?) = E((1/2)*). Da 4|(z/4"**), wiirde durch nochmalige Anwendung
2|(z/2y folgen, also 4|1, im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit gilt
z¢ E(n?).

¢ éei)nun r' > 0. Damit muB &' = 0 oder ¢ = 0 sein. Aus (6) folgt-dann
sofort, @’ = ¢’ = 0. Also ist 4 =c und man hat r—a =+ > 0. Aus (5) folgt
wegen 2|x,, daBl z/4* = 8d+7+4" x? = 7(mod 8). Damit erhalten wir aus
/4" = yi+ys+yi+yi, vieNy, i=1,2, 3,4, daB oB.d.A. gilt y? =2 =}
=1(mod 8), y?=4(mod 8. Wir betrachten nun z=(2y,)*4(29y,)*+
+(2%ya)* +(2%y,)?. Wegen a<rund 2y, fir i=1,2,3 folgt 2%y, 5% 2t =n
fir i=1, 2, 3. Wir nehmen an, es gilt 2°y, = n=2"¢. Es ist y, = 2 (mod 4),
so daf} wegen a <r gelten muB r=g+1 und # = 1. Aus (4) folgt dann der
Widerspruch 7 = z/4* = 8b+7 +4x2 = 3 (mod 8). Damit ist 2°y, % n fiir
i=1,2,3,4. Daher folgt auch diesmal z¢E(n%.

Es gilt noch der folgende

Satz 7 (siche Sierpinski [6], S. 373).

E(0%)=4{0,1,3,5,9, 11, 17, 29, 41, 2%+, 22"“ -3, 2207 ke Ng}

Nun zom

Beweis von Satz 1 und Satz 2. Nach Lemma 6 gibt es fiir alle
ungeraden z, t 9, sowie fir 1 =10 und t =18 Zahlen x,, x,€X, mit
27x,#t, 2 x, # t. Zu jedem neN, n # 9 kann eines dieser r gewiihlt werden
mit n=2"1, reN,. Wegen 4}t folgt aus Satz 6 fiir alle zeE(n?), daB
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z < max((27x,)% (2" x,)%). Damit ist |E(n?)| < co. Fiir ungerade t > 5, sowie
fiir r-— 10 und = 18 gilt nach Lemma 6 dariiber hinaus z < max((2"x,)%,
(27 x,)%) < (271)? . Da aber z 2 n? sein muB, ist E{(n?) = @ fir alle ne N
mit n = 2k 2k 3, 5 9 (ke Ng). Nun zelgen wir, daf} auch E(9%) = @ ist. Sei
ze E(9%). Da, wic soeben bewiesen, E(18%) = (b ist, kann z nach Lemma 1
nicht gerade sein. Sei also z=1, 3, 5 oder 7(mod 8). Es gilt wegen

92422 — 72i62 97487 = 1224 12,
2:9242% = 112462432, bzw. 2:9248% = 152412402,
3:02 422 = 152432432492 3:9248% = 177432432402,

dal3 2eX9 und 8eXy. Da z>9? ist, gilt mit geeigneten xe {2, 8,, daf3
0<z—x?27(mod 8). Aus Satz 5 und Lemma 2 folgt z¢E(9 B, also
E(9%) = @. Daher ist |[E(n%)| < oo fiir alle ne N. Nach Satz 7 ist |E (03} =
Damit folgt Satz 2.

Zum Beweis von Satz 1 muB noch E(n?) = @ fir n = 2", 263, 5 (ke Ny)
gezeigt werden,

Zuerst sei n=2% keN,. Es ist 8/4=2gF( 12 E{(2/2*). Aus
Lemma 1 folgt 8¢ E(2%). Die k-malige Anwendung dlescs Lemmas liefert
H2k+1 EE((Zk )

(Se1 Jkmjm n=2*3 keN, Es ist i4eE(32) Wie oben folgt 22“1 -7

E((3-2%)?

Schliefllich sei n = 5. Es gilt 79e E(5?), denn 49+25 +4-+1 = 36-+25 +
+94+9 =25 +25 +25 +4 sind simtliche wesentlich verschiedenen
Darstellungen von 79. Also ist U = 0% 52, (242, (2%-3) ke N, ..

Bemerkung Mit den hier entwickelien Methoden 4Bt sich fir die
Fille mit E(n®)+ @ die Menge E(n%) auch genau angeben, wobei die
Berechnung hier nicht ausgefiihrt ist (*).

Wir formulieren das Ergebnis als

Satz &,

E(1*)=11,2,3,5,6,7,10,11, 14, 15, 19, 23, 30, 35, 39, 46, 51, 55!,

E(2%) = {5,6,7,8, 13, 14, 15, 21, 22, 23, 24, 29, 30, 31, 40, 56, 120, 184},
E((29%) = (2%} x, 2% 1y x=3,7,11, 15,y =1,3,5, 7, 15, 23}

fir k22,
E(3% = (11, 14, 15, 23, 35, 47, 59, 71, 95},

E((2*3)%) = 2%} fir k1,
E(5%) = (79).

(Y Man benutzt Gleichungen der Form (2), sowie Satz 6 und Lemma 1. Fiir die
numerischen Rechnungen reicht ein Taschenrechrier aus.
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3. Wir betrachten nun Darstellungen durch Differenzen von zwei
Quadraten und kommen zum Beweis des Satzes 3. Bei diesem Beweis wird
gleichzeitig auch der folgende Satz mit bewiesen:

Satz 9. Es gilt
E~ (1;") = {3, 8[,,
E~(39)=1{517,8, 16},
E~ (5% = {9, 11, 16, 24}.
Fiir neN, n+#1,3,5 gilt:

E~(n® st die Menge der Zahlen 2n-1, die Primzahlen oder Quadrate
von solchen sind, sowie der Zahlen 4(n-+1), sofern n: 1 ungerade
Primzahbl oder Quadrat einer solchen ist.

Fiir alle neN ist [E- (%) < 4.
Beweis der Sdtze 3 und 9. Fiir zeD sei

g(z):=1{(a, e N z =a*—-b?}|.
Dann ist nach [6], S. 381

9@ ={d, d)eNY dd' =z, d < d, d = d (mod 2},
also
Ge(z)], falls z = 1(mod 2),
®) gz = {[—%1(2/4)], falls 7 = 0(mod 4);
dabei ist t(x) die Anzahi der positiven Teiler von x.
Genau dann ist n®eU~, wenn es ein zeD mit zeE~ (n*) gibt.
Sei nun zeD, z =a2—b% mit a, beN. Dann unterscheidet man die
folgenden drei Fille:
() g{z) > 3. Dann ist z¢E~ (2% und z¢E™ (b3,
b) glz) =2, z =a>—~b%=c?~d? mit ¢, deN, (a, b) # (c, d).
Dann gilt:
Aus a? =42 folgt ze E™ {u?), z¢ E~ (b%);
aus b* = ¢? folgt z¢ £~ {¢?), ze E~ (b?);
in den tbrigen Fillen ist z¢ E™ (2%) und z¢ E™ (b%).
(€) g(z) = 1. Dann ist zeE~ (a?) und ze E™ (b%).
Nach Formel (8) ist g{z) = 1 genau dann, wenn
zel8, 16, t*:p, t*p? p Primzahl, p > 2, t = 1 oder t = 2}.
Dabei ist
9) _ z=8=3%—~12, z=16=52-3%

v 2 v__ 2
(10) z=t2p”=(tp;1) f(zpzl) v=1,2).
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Genan dann ist g{z) =2, wenn

ze {32, 64, fzpz, 2 p4, Izpq, 8p| p, q Primzahlen, p > 2, g > 2,
X
p#q,t=1 oder tm2}.

" Dabei ist

32=02-7*=6"-2%  64=17—15%=10*—6>.

Falls z=t*ur mit u =v = I{mod 2), u > v = 3, so ist

At (tw=—0)V  (tw+ DYV (tao—1))
S N R A N ) “\ 2 _( 2 )

Aus
tutv) t(wwFl)
22
wiirde folgen +(v--1) =u(v—1), also der Widerspruch
2= i-ﬂ =u>3
v—1
Fiir z = 8p gilt

8p=(2p+ 1) —(2p—-1? =(p+2P —(p—~2~

Stets ist 2p+1>p—2, und 2p—1 = p+2 genau fir p=3.
Im Fall (b) erhalten wir also nur 24 E™~ (5%). Damit, sowie mit (9) und
(10), folgen nun die Behauptungen der Sitze 3 und 9.

Beweis von Satz 4. Aus Satz 9 folgt insbesondere, daB E~ (n?) fiir
jedes ne N endlich ist.
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