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ACTA ARITHMETICA
XLIV (1984;

Uber die Verteilung ganzer Zahlen mit ausgezeichneten
Eigenschaften der Faktorzerlegung in algebraischen Zahlkérpern®

von

Hermutr Weser (Marburg)

" 0. Einleitung und Ergebnisse. Ist K ein algebraischer Zahlkorper mit
einer Klassenzahl /# > 1, so weist die multiplikative Struktur des Ringes O
der ganzen Zahlen von K wesentliche Unterschiede zum rationalen Fall auf.
Beispiclsweise ist die Tatsache wohlbekannt, daB fir Zahlen aus Og im
allgemeinen keine eindeutige Faktorzerlegung in unzerlegbare Zahlen exi-
stiert. Insbesondere sind fiir & > 1 unzerlegbare und prime Zahlen wohl zu
unterscheiden. Daher stellt sich unmittelbar die Frage nach dem Anteil und
der Verteilung von Primzahlen, unzerlegbaren Zahlen und Zahlen mit ein-
deutiger Faktorzerlegung in unzerlegbare Zahlen in O. In Arbeiten von
Rémond [10] (Theorem 24.5) und Narkiewicz [5] (Theorem 2) ist das
asymptotische Verhalten von Funktionen der Form '

(a) : Fix)= ) 1

. Niw) <x )
wobei iiber Hauptideale () von O miit unzerlegbaren bzw. eindeutig zerleg-
baren Zahlen o als erzeugenden Elementen zu summieren ist, angegeben
worden. ‘ :

Die Untersuchungen von Narkiewicz und Rémond stiitzen sich dabei
wesentlich auf den Taubersatz von Delange-Ikehara und liefern als Ergebnis
fir unzerlegbare Zahlen:

(b) F{x)=(Co+o(l))

X

(loglog x)°~?

H

log x

sowie fiir Zahlen mit k-deutiger Faktorzerlegung in unzerlegbare ganze
Zahlen:

(c) F(x) = (Cto(1) log log x)°*.

e
(log 9"~ 17

Die in (b} und () aufiretenden Konstanten D und g, sind lediglich von der
Klassengruppe H{K) des Korpers abhiingig. Die Konstante C, ist von

* Diese Arbeit wurde am 21, 10. 1982 vom Fachbereich Mathematik der Philipps-
Universitit Marburg als Dissertation angenommen. Lo
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Rémond angegeben worden (vgl. auch Satz B dieser Arbeit). Bildet man
jedoch in {a) die Summe nicht iber Hauptideale, sondern summiert iiber
ganze Zahlen in geeigneten endlichen Bereichen, so treten zusitzliche Schwie-
rigkeiten auf, welche vornehmlich durch das Auftreten von nichttrivialen
Finheiten verursacht werden. Die vorliegende Arbeit (') befaBt sich nun
mit der folgenden Problemstellung:

Gegeben sei ein algebraischer Zahlkdrper K vom Grade a =r, +2r,
{iber dem rationalen Korper. Dabei bedeute r; die Anzahl der reellen und 2r,
die Anzah! der nichtreellen konjugierten Korper zu K. Fir we K seien die
konjugierten Elemente durch @', ..., ™ bezeichnet, wo w'", ..., ™" reclle
Zahlen sind, und o9 = """ fir j=r+1,...,r +ry. Dabei heille o
totalpositiv (w 2 0), falls siimtliche reelle Konjugierte zu o positiv sind,

Es seien lerner g einc zahlentheoretische Funktion auf Oy,

%1 fir 1 <j<r,

Fi=rptr ¢y 1= . ,
S 2 fiirr <jgr

und fiir x,, ..., x, >0:

(d) Glxp, ooy x):

I

Y o gl
wal pwy 0
0 "}"’U)‘EJ”J'

=l

Der erste Abschnitt dieser Arbeit liefert eine asymptotische Darstellung von
G mit Restgliedabschiitzung, welche auf der Siegelschen Summenformel und
zusiitzlichen Forderungen an y beruht, Die Aussagen von Lemma 2 bilden in
diesem Zusammenhang den analytischen Schwerpunkt dieser Arbeit.

Im zweiten Teil werden sodann gewisse analytische Figenschaften von
- Heckeschen Zetafunktionen, die sich als erzeugende Funktionen herausstel-
len, in fiir Anwendungen geeigneter Weise zusammengestellt. SchlieBlich
werden als Anwendungen fiir die folgenden Funktionen asymptotische Be-
ziehungen mit Restgliedabschiitzungen hergeleitet:

(A) Plxy, o)=Y  plw)
EN]
0« |€'Ju”0-] X
mit '
1 falls () Primidaal,
0  sonst;

plen) =%

('} Herrn Prof. Dr. W, Schaal danke ich fiie die Anregung dieser Arbeit sowie [ seine
vielseilige Unterstlitzung, Ferner danke ich Herrn Priv. Doz. Dr. 1. Hinz fir zahlreiche
Gesprliche und Ratschliige bei der Abfassung der Arbeil,

Fiir die softwaremiiflige Unterstiitzung belm Schrejben der Acrbeit mit einem Textverarbei-
tungsprogramm bin ich Herrn Dipl-Math, W. Gross und Herrn Dr, B. Schmitt dankbar.
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(B) Ulxy, ..., %)= > u(e)
w0
4] <j(uU)|ef<xj
mit
1 falls @ unzerlegbar,
u(w) =
0  sonst;
(C) Fk(xll [ERE xr)= Z j;ﬂ(a))
w0
0 <o <x;
mit
1 falls w hichstens k verschiedene Zerlegungen
filw) = % in unzerlegbare ganze Zahlen besitzt,
0  sonst.

Im letzten Falle werden zwei Zerlegungen
. .w=u1¢«.us:u1...ur

von @ in unzerlegbare Zahlen als gleich angesehen, falls s =t ist und fiir eine
Permutation © der Zahlen 1, ..., s mit geeigneten Einheiten &, ..., &, gilt:

u_i'=£jU"(j), _}=],..., r.

Als Ergebnisse dieser Arbeit erhiilt man die folgenden Sitze:
Sarz A.(3) Ist r > 1, so gilt fir x,, ..., x>0, x =~ x, =2 mir einem
geeigneten ¢ = c(K) > 0O:
w X1 Xp du

— r— 1 B
P(xla LR ] xr) - 2?1 hR (log (xl x,)) { (logu)r+

+OK(x1 xrexp(—c(log(xl

x)2),

wohei mit w die Anzah! der Einheitswurzeln, mit R der Regulator und mit h die
Klassenzahl von K bezeichnet sind.

Sarz B. Ist r> 1, s0 gilt fir x,....x,>0, x; "= x, =3
wBD X, X,

= Plloglog(x, - X))+
TIRP g xy oglogt )

U(x]., ey _\',.}

Xyt X, .
\llog(x, — %) I S B .
+Olg((log(xl e xr))z (10g Og(tl )C)) )

(%) Satz A ist ein Spezialfall eines Satzes bei Mitsui [4], S. 35. Er ‘winfi fiier nur der
Vollstiindigkeit halber aufgefiihrt, da die Verteiung der Primzahlen in K dn? cinfachste mc}ﬂ-
triviale Anwendung eiver im Abschnitt 11 bewiesenen allgemeinen asymptotischen Formel st
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Hier sind DeN und Be Q gewisse Konstanten der Klassengruppe H von K
sowie PeR[x] ein normiertes Polynom vom Grade D—1.(%)

Satz C. Sind r>1, h>1, keN und xy, ..., x>0 mit x; - x, 23,
so gilt:

. wh, Xy X,
Pk(xli AR xr)=

. - =
PIREHE (1 +1/hy (log(xy -+ x )1 7"
x Py(loglog(x, -+ x,))+

X)X,

log{x; --- ))3 lfk(loglOg(xl _r))nk)'

+om((

Hierbei sind ebenfalls a,e N und B, e R gewisse Konstanten, welche aufler
vor ke N mur noch vom Korper abiidngen. Py ist ein normiertes Polvnom iiber R
vom Grade ay,. .

Bemerkung. Die O-Konstanten in den Sitzen A und B hiingen
lediglich vom Krper K ab; in Satz C besteht eine weitere Abhiingigkeit von
keN. Die genannten Konstanten in den Haupttermen werden bei der
Herleitung dieser Beziehungen im Abschnitt 3 angegeben.

Desweiteren soll bereits an dieser Stelle zum Ausdruck gebracht werden,
dall die in dieser Arbeit verwendeten Konstanten cq, ¢y, ..., vom Kérper K
abhiingig sind.

1. Eine asymptotische Formel. Es seien #,,....%,._, voneinander
unabhiingige totalpositive Einheiten unendlicher Ordnung und & eine Erzey-
gende der Gruppe der Einbeitswurzeln von K, Die Ordnung von & werde mit
w™ und die von £, ny, ..., 5, erzeugte Gruppe der totalpositiven Einheiten
von K werde mit E* bezeichnet.

Zwei Zahlen w,, 0,204, wy, w, + 0 heiBen assoziiers heziiglich E*, falls
ihr Quotient in E* liegt.

Die Zahlen ¢, und i, p=1,...,r, g=1, ..
folgenden Glemhungen dcﬁmcrt:

o =1 seien durch die

Fe

Z = Y e logini? =0, h=1,..r—1,
p= p= 1
¥ r
Zl e = 0; Z] el loglnP| =8,,0 hog=1,..,r—1.
p= =

Hier bezeichne &, das Kronecker-Symbol.
Die (r—1) xr-Matrix (e}f'), (¢ = Zeilen-, p = Spaltenindex) sei im folgen-
den durch E bezejchnet.

(*) Fir dje Konstante im Hauptterm gilt folgcnder Zusammenhang mit der entsprechen-
den Komtanten bei Rémond: Cy = B-D/A°,
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Ferner seien mit m:=(my, ..., m..JeZx ... xZ und weO, @ #0,

definiert:
Ha) :=(loglw™, ..., log|e™)”
2 r—1
E,(m) = Y omged, p=1,...,r
€pg=1

Am(w) 1= exp(2rimEl(w)).

Mit diesen Bezeichnungen gilt das folgende Lemma.
Lemma 1 (Siegelsche Summenformel). Es sei g: Oy — C eine zahlen-
theoretische Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Fir alle weOg und j=1, ..., r—1 sei g{lw) =g(w). glnw)=g(w).
© (i) Fiir ein cq >0 und © 50 ist |g{w)| [N (@) C heschrémkt auf Og.
Serzt man fir meZT™ '

O (8) 1= Z —f, Ec::; Jom (),

wobei der Strich am Summenzeichen andeuten mage, daf tiber ein volles System
bzgl. E* nichtassoziierter, totalpositiver ganzer Zahlen zu summieren ist, so gilt
firr>1,p,...5>0und 6 >co+1:

Res > ¢o+1,

Yy b5t
j. - ‘ G(X,\-i-vl,..., xr+])r)dv1 -..dur
0 0 |
+ 4 s+1-—i.Epl’m)w_ S+1“iEP[)n}
w atiw r (xp+yp) x5

T omiRT mezzr—l ,,_‘[qu)’"£8) pl;]l (s —~iE,(m)(s+1—iE,(m))
Hierbei bezeichnet R* den Regulator der Einheiten ny, ..., fh—y.

Beweis. Siche Grotz [1], Satz 2, Korollar 1. (vgh: Siegel [12], Satz 1
und Schaal [11], Lemma 2).

Bemerkung. Ist zusdtzlich g(w)=z0 fir alle a)eOK, so gilt fir
O<y<x,j=1,...,m

Yr ¥
i oo [ Glxy—yy+og, o Xe— ot dy o dv,
0 0
Pr »
Sy PGy, xS [ [ Glxyvr, oy X tupdey o dyy.
o 0 .

Beweis. Aufgrund der Nichtnegativitiit von g ist G monoton wachsend
beziiglich aller Variablen.

Im folgenden moge g immer nichtnegativ und fir j=1. ...r, 0 &~
< X; sein.
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Es sei nun fir meZ ™% und teR

¥

t(t, m)i= [ 3+[t—E,(m)])

p=1
sowie fir 0 <4< 1:

Q(my=<o+itt 1— <og<4,1eR}.

log{ (1, m))
Im Falle m=(0,.., 0 sei der Lings der reellen Achse von [—
~Alog™*(z(0, 0) bis einschlieflich 1 aufgeschnittene Bereich £2,(0) mit
Q%(0) bezeichnet.

LemmMa 2. Es existiere ein Ae(0, 17 derart, dafi fiir alle me AT
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) @n ist holomorph auf Q4(m) und stetig auf dessen Abschluft fulls
m#{0,...,0).

(ii) Es gibt ein ac[0, 1), ein he N (b 2 1) und Funktionen f, fo. f1, ..\ fy.
welche holomm ph auf QA (Q) und stetig auf deqscn Absehiuf sind, so daff fiir a[ e

se () gilt
1
(log(—w— ~)> +f (s
J (l

Dubei sind die Zahlen fy (1), ..., Jy (1) reell und insbesondere ist f, (1) # 0.
(ili) Es gibt Konstanten M =0, pel0, 1/2] und ¢ = ¢ (g) > 0 derart,

daf fir alle m#0 und alle SEQA(PH) yilt:

Pols) = 5=

| (5)] < €4 log™ (t{r, m)(z(r, m)e:

Fiir m =0 sei dies mir der Einschrinkung |s—1 2 A(rlog3)™" yegeben.
Dann gilt unter den Voraussetzungen von Lemma 1 und unter An-
nahme der Beschriinktheit von g fir x, -+ x, 2 2
Es gibt PieR[x], j=0,1...., b, mit
Js falls a $0,
ad -
grad(F) %j—«l, falls @ =0

und den Leitkoeffizienten
. sin{ra), - falls a s 0,
¢(Py) _% . fails ¢ =0
so dafd giit:

wh & (x, o x) 1
GXy, ois X,) 7= _L.-._.__” N
(xy, 0 ) nR“LJ:Z‘O 1 _lAi T file) P; (Iog(l_d))daﬂ-

+0(x; - xexp | —cy(log(x, - - x )21},
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Hicrbei ist ¢, eine positive Konstante und A, := A(rlog3)”!. Die 0-Kon-
stante hingt von K, 4, M, a, b, ¢ und den Funktionen fy, fi,....f, ab.
Beweis. In Lemma 1 LiBt sich der Integrationsweg auf den jeweiligen
linksseitigen Rand der Gebiete ,(m) [iir m (0, ..., 0) bzw. Q¥(0} fir m
= (0, ..., Q) verschieben.
Fir meZ'™ ! seien hierzu die Wege W, durch:

Spltyi=a, O+, —x <t < 4%,
mit

a ()= 1—A(log(zir, m)) '

definiert.

Im Falle m=(0, ...
C und K, durch:

,0) seien fiir 0 << A4, die Wege W, . W, ¢,/ .

Wy o sp(tyi=oa(t)+it, — 2 <1t <0,

Wyt st (ni= o, (r)+rz 0<t < 7,

C" s; (=0, 1—4 o<1y,
s, (1):i=1- .sréfil,

Kﬁ. ,,_(.9).— l+}_'€[‘9, —ns <,

. gegeben. Hierbei sind C; bzw. C; als Wege auf dem unteren bzw, oberen

Ufer des Schnittes in Q,(0) zu verstehen.
Demzufolge gilt nach Lemma 1:

¥r y’}
(1) Jj G(xy+ty, ..., X,+0)do, - dy,
' 4] -0

- %[+[+‘+’.+
2R )] falie}

W v

— - K + +
W“ Cu 3 C W

~ » X 4y s+1_xs+1
H(po(s) H( 2 “S'EL+1] L ds%%—

wt )s+1~f.€p(m) xs+l—iEp(m]
£ ds.
+7HER+ mr(O I O S‘) pnl. S_IE (m))(s_!-l-—!Ep(m)) )
W?ll
Im Falle m = (0. ..., 0) stellen sich die Integrale iiber W, und W™ als

,
2 } ﬂ (Xﬁ+yn)2)

heraus, wenn man beriicksichtigt, dal’ sich der Nenner im lntegranden fir o
= 1/2 und alle meZ’“1 jeweils mittels

(2) |I—[ (s+1—7E, (m)(s—iE, (m)] = cylz (e, m)?
p=1 ]

0 (exp | —eyfloghe; %)

nach unten abschiitzen 14Bt.
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Ferner kann man den Grenzilbergang ¢ — O durchfilhren, da die ent-
sprechenden uneigentlichen Integrale existieren. Insbesondere verschwindet
das Integral iiber K, fiir & —0.

Die Integrale iiber C5 und Cg (¢ = 0} lassen sich durch Einsetzen von
@y aus (i) auswerten:

Man erhiilt das Ergebnis

W+
() =g .‘
Chucg
1 1
w2 /;(a) ( T o (b y )t xot
A L p ] low p " p I o,
TR i (1=a) 7 51_0’ p:l:Il olo+1) ‘e
1-4
wobel gilt:
L
(4) PJ(X) oo cj,k .‘Ck
k=0

mit
1Y~ *2gin (a),
D=, 12 cog (ra),

falls j—k gerade,
falls j—k ungerade.

G 1= ("{'{)wk{i:

Die Summe der Integrale iiber W, mit m # (0, ..., 0) in (1) ergibt sich nach
etwas ldngerer- Rechnung (geeignete Aufspaltung von Summe und Integral)
ebenfalls als

v
H Xpt V) )

1:“——‘-1

(5 O(BXP —cy{logl(x; - x,))

mit einer positiven Konstanten c,.

Dic wesentliche Idee dieser Abschitzung besteht darin, daffi man
zaniichst den Nenner des Integranden mit (2) abschitzt, dann § =0,+
+i(u+E.(m)) setzt und avsnutzt, daB die Anzahl der ganzrationalen
Ldsungen m :.(ml, cooa .} des Ungleichungssystems

-1 (4) (4)
ey [

Z (u— mq)ZIt( L W)
€

b+1, p=1,
g=1 » 2,

e =1,

worin die b, feste, aber beliebige nichtnegative ganze Zahlen bezeichnen und
ue R ebenfalls fest aber beliebig ist, durch eine nur vom Kdérper abhiingige
Konstante beschriinkt ist (vgl: Grotz [1], Beweis von Hilfssatz 7).

Man erhélt somit aus den bisherigen  Abschétzungen fiir 0 <y, < x),
=1, und mit e i=min e, €4):
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Yy ¥1
1
(6) J'--j.G(x1+vl,...,xr+u,)dv1 -~ dn,
Y7 Ve
0 0

. 1
wt b f;{) ( U Gty —xpt!
oWt (1o pTJVp L do+
nR* Yy J’H';o J. g g )Pgl 6(0-_]_1) ’
Xy )
+O((1fl~ex]3 {~es (log(xy - x,))”z})-
1 Yr

Berlicksichtigt man nun, dal wegen 0 <y, <x;, j=1,...,r gl

SN RN A S LIRS (”O(%z))’
P

p=1 Yy cloc+1) o ot

50 ergibi sich aus (6):

Fy 1

(7) ! J JG(x1+v1,'.,., x,+v,)doy <o db,
Yot e
0 0
] ‘
S son (e fi(1o(2))
J pe T Si(s) P; log1 S};II 1+O-xp +
S 1-A

Xy 0 %) .
+O((~—)—’1-—#exp f—es (log(xy
1 r

. xr))uz})

Durch zur bisherigen Beweisfilhrung von Lemma 2 analoge Schritte

{x, = x,—y,} erhilt man ebenfalls: ’
' Yy ¥1 .
(8) : J T J' Glx =yt 0 X,—Yptvddoy dv,
Yo' W
0 0
L
w (X1 %) ( 1 ) ’ ( (yp))
- e . 1+0[|=F
X ; j P filo) Py Iogl__g do p];[!. + x, +

+O((x1 cx)? exp {— ¢, (lf)g(xx x,))m}),

Vi W

worin ¢, eine geeignete positive Konstante ist.

3 — Actg Arithmetics XLIV.3
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Nach (7), (8) und der Bemerkung im Anschlul an Lemma 1 gilt nun mit
€7 1= MiN [¢s, G4

G(xla“'ixr)
1
= (o) P;{ log——- |do- 1+0|-~ |+
+_j§0 .;f ¢ (1‘ 155 pnl *p

x)?
+0 (%»T-:ﬁz—exp f—eqy (log(x) - x,))”z}).
1

¥

Wiihlt man nun fiir p=1, ..., 7
Cr g
Yp= x,,exp% -—-E%(l()g(xl xr))lflz %’

so ergibt sich hieraus mit ¢, := ¢,/2r die Behauptung des Lemmas. w

Die Aussage von Lemma 2 ist nun insoweit unbefriedigend, als im
Allgemeinen im Integranden des Hauptgliedes nichtkonstante Funktionen fj,
j=0,..., b auftreten.

Ddher wird es sich anbieten in erster Ndherumz diese Funktionen durch
ihre Werte an der Stelle s = | zu ersetzen und dann die Integrale direkt

auszuwerten. .
Dabei wird sich allerdings die oben erhaltene Restgliedabschiitzung nicht

aufrechterhalten lassen.

LemMma 3. Unter der Voraussetzungen der Lemmata 1 und 2 gilt die
folgende Aussage:

Es gibt ein Polynom
b, Jalls a# 0,

QeR[x] mit grad (Q) “%b_1 Jalls a =0

und dem Leitkoeffizienten

e a-(Fl+a)™",  falls a#0,
Co=/ill) %b, Julls a =0
derart, daff fiir x, -~ x, 2 3 gilr:

w? xl Xy

R (loglx, %)) @

Xp xr-(log fog (x; - xr))gﬂm(gg;
+0 o .
(log(xy *+ X))
Die O-Konstante hingt hier von K, 4, M, a, b, ¢ fo,fys .0 fy ab.

Glxg, o, ) = Q(loglog(xl xr))'i"
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Beweis. Fiir 1-4, € o<1 gilt mit einer geeigneten Konstanten M,
=M (fo, i, .-» Jp» b, A;) nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

i@y = <M, {(1-0), j=0,1,..,b
Mit der Abkiirzung X := x; -+~ x, erhdlt man fir j=0,1, ..., und

1 @

. 1
Ij.— f e f(o')P (logl )dcr

nach Einsetzen von P; aus {4) und einfachen Zwischenrechnungen:

X b
9 1; =11 "—)rﬁg }: A (loglog X)° +O( — (log log X)zrud{Pj)),

{log X)
wobei gilt: ,
J—n
Apui= ), (_"nm(m:n)cj,m-i-nr(m(l“a)‘
m=0

Mit dem Ergebnis von Lemma 2

+ b
Glxys .- %) =R Y L+0(Xexp | —c,(log X)'/?))
=0
erhiilt man aus (9):
w' X
G
(x4, ..., %) = TR (log X)° ,,JZOHZO]",(I {loglog XY'+

+0((I X —(loglog X)gmd(P”)).

Durch Ordnen nach Potenzen von loglog X und Betrachtung des Leitkoeffi-
zienten des entstehenden Polynoms ergibt sich nun die Behauptung. w

2. Heckesche Zetafunktionen, Es sei ¢, ..., &, ein im folgenden fest
gewihltes System von Einheiten des Korpers K mit den Eigenschaften (vgl.
Grotz [1]). Die Matrix S(ey, ..., &—y):=(sign(e?j=1, ., ) Wobel j

k=1,..r—1
den Zeilen- und k den Spaltenmdcx angibt, besitzt die Gestalt:
~ 1 : 1 o 177
. 1
’(31: coes By )= -1 - o] e grte Zeile
* - ‘ * L
* ® 1 SR |
N

g-te Spalte



226 H Weber

Dabei sei ¢ mit 0 € ¢ <r,—1 die minimale Anzahl von nicht totalpositiven

Finheiten in einem System von Grundeinheiten von K. (Hierbel ist r; =1

vorausgesetzt; in dem trivialen Fall ry = 0 setze man formal g = —1)
AuBerdem moge dieses Einheitensystem die Kongruenz:

q

> 1=0mod2 erfilllen.

=1

sign(::}“J+ Iy=wy
Ein System von totalpositiven Einheiten #y, ..., .- sei nun definiert durch:
2 : .
¢f, falls j<q.
rn;:%'j ] 4 j=1,...,r—1L
: &, falls j>q,

(Von nun an wird stets dieses System verwendet.) Es sei Z ein fest gewiihlter
Bereich von idealen Zahlen zu K. Jedem lIdeal 4 von K Lilt sich nach Hecke
[2] in eineindeutiger Weise cin von einer idealen Zahl deZ erzeugtes
Hauptideal (&) zuordnen. Aufgrund dieser Zuordnung Ubertrigt sich die
Klasseneinteilung der Ideale von K unmittelbar auf die von idealen Zahlen
erzeugten Hauptideale. Die somit entstehende Gruppe von Hauptidealklassen
sei mit H und ihre Elemente seien mit ¥;, j=1,..., h bezeichnet. Hierbei sei
h die Klassenzahl von K und Y, die Hauptklasse. Fiir ganzrationales

={my, ..., M) und n=(n, ..., ) mit n;=0, 1, welche den Bedingun-
gen:
' r1 1
Y m,=0mod2, m+ 3 n,=mmod2, j=1,....¢
p=1 p=g+t1 :
.iiigrn(a‘:(["JI )= -1

geniigen (vgl. Grotz [11), scien auf der Menge der von (0) verschiedenen
Hauptideale von Z die GrdBencharaktere

17 N
L f i ) R
Jnn (&) = exp [2mimEL (&)} p];]l (| o )
definiert.

HiirssaTz L. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1 gilt fir alle
meZ 1

O (s) 1= Z 1.3 EZ;* exp {2mim =l ()}

1 g(w)
= T e f o (€0),
2T =0t i N@F
Im Falle ¢ =r,;—1 ist mit der rechten Seite stets die innere Summe gemeint,
Beweis. Siehe Grotz [1], Hilfssatz 3. m

Es sei nun y ein Charakter der Klassengruppe H. Definiert man flr
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YeH und deY y(@):=x(Y), so erhilt
GroBencharaktere z4,,,, mittels:
L8 2= (@) A, o ()

und die mit ihnen gebildeten Heckeschen Zetafunktionen von K: (vgl. Hecke
[2]) fiir Res > 1 durch: :

man die Heckeschen

x":m.n (i)
&)+ (0} N{i)s .

Setzt man fir 0 <g@<1/2 §,:= {se(] —p <Res< 1+pj, so gelten fiir
diese Zetafunktionen die folgenden Abschitzungen:

LemMa 4. Es gibt eine nur von ¢ und vom Kirper K abhingige positive
Konstante ¢y derart, daf fir alle seS, und alle Griflencharaktere yi,, ¥ 1
gilt:

CK (S, X;tm.n) =

r—1 1+g-a
(10) (s, Yhm)l < cs [] [1+5—iE, (m) ™ 7
p=1

Fiir die Dedekindsche Zetafunktion gilt auf S,— {1} mit einer ebenfalls von @
und K abhingigen Konstanten cq: '

1+s
1—s
Beweis. (10) und (11) sind lediglich eine Umformulierung des Spezialfal-
les (f) ={1) von Theorem 5 und von Theorem 3 aus [9] auf die hier
eingefithrte Schreibweise der Grofencharaktere. Die dort auftretenden Kon-
stanten sind hier in den Konstanten c¢g und ¢y zusammengefafit. =

(11 . k(8 < ¢

Als Folgerungen aus Lemma 4 erhdlt man leicht die beiden nach-
stehenden Korollare.

KoroLLAr 1. Fiir ¢ 3> 1/2 gilt mit einer geeigneten Konstanten ¢1q > 0
fiir alle Grifencharaktere yA, ..

(12) ' |Ex (S, ZAmll € C1oT (2, m).

. Hierbei ist im Falle des Hauptcharakters |t = 1 wvorausgesetzt. Weiterhin gilt

fir 1 <o <4 mit einer geeigneten Konstanten c;y > 0
(13} CK(CT)*<~<311(U'"1)_1‘

KoroLLAR 2. Es seien 0 <o <1/2 und 0 <A< 1. Dann gilt fir alle
s€R,(m) im Falle ., %1 mit einer geeigneten positiven Konstanten cy;(g):

(14) Ck (5, Zhmal S 12 (@) {2 (6, M.
Falls Y2y, =1 ist, so gilt auf Q4(0) fir |s—1] = 1~_~A(r10g3)“l
(15) Lk () < c13 (o, ANz (t, OF. =
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In Analogie zum Satz von De La Vallee-Poussin (Prachar [8], Satz 4.5)
iiber einen nullstellenfreien logarithmischen Streifen im kritischen Bereich der
rationalen Zetafunktion erhiilt man das nachstehende Lemma.

LemMa 5. Es gibt eine nur vom Korper K abhiingige Konstanie A mit
0 < 4 < 1 derart, daf fiir alle Gréflencharakrere y4,, , die zugehirige Heckesche
Zetafunktion {g (s, fhmn) auf dem Bereich Q,{m) nirgends verschwindet, &

Dieses Lemma liflt es nun zu, einen fest gewihlten Logarithmuszweig
der Heckeschen Zetafunktionen in die Gebiete Q,(m) bzw. £%(0) hinein
analytisch fortzusetzen und mittels der vorangegangenen Abschiitzungen der
Zetafunktionen auch fur deren Logarithmen Abschitzungen herzuleiten.

LemMa 6. Fiir alle Griflencharaktere yd,, #1 gilt auf Q4 (m) ein-
schlieflich des Randes mit Ay:= A/3 (A aus Lemma 3) und mit einer ge-
eigneten Konstanten ¢4 > O:

!log CK 5, 724", n))' 61410g (T(f m)

Im Falle des Hauptcharakters gilt die obige Ungleichung auf Q4 ( ez‘n-
schlieflich des Randes lediglich mit der Einschrdnkung |s—1| = Ao(rlog, 3t

Beweis. Anwendung von Satz 4.2 aus Prachar [£] (Anhang) auf dle
Funktion F(s) =log{k (s, x4,.). Die Einschrinkung fiir den Fall des Haupt-
charakters ist hier wegen der Poles bei s = 1 notwendig. m

3. Anwendungen,
(A) Primzahlen in Of. Hier gilt fiir die erzeugenden Funktionen

Pmls) = Y -—Iz-(-c—ols—eprZTnimEI(w)}

oS N (@)

nach Hilfssatz 1 fir Res > 1:

(16) o)== T Th.GNG"
2 Mgb 2eveeitly = 0,1 (p)

wobei die innere Summe sich liber alle von Primzahlen in Oy erzeugte
Hauptideale erstreckt. Unter Verwendung von idealen Zahlen und der Klas-
sengruppe H erhdlt man nun mit

| 21 Yomon (P} Y
(17) B(S, yhma) s = m(.__:___)1
(S, Ao} %k;k N
Ama(p) 1
18 () 1 o
( ) (2‘;’ N (p¥ h %(IOg (CK(S, X’lm.ﬂ)) B(»Ss x_’lm,n))a

wobei {iber alle Charaktere ¥ von H summiert wird. B(s, x,,,) ist offensicht-
lich unabhingig von g4, , beschrinkt und holomorph fiir Res = /244,
wobel & > 0 beliebig gewihlt werden kann.
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Damit ist nach den Ergebnissen von Kap. 2 ¢, holomorph auf 2, o(m)'
fiir m # (0, ..., 0) bzw. Q% {0) fir m =(0, ..., 0}, wobei 4, die Konstante aus
Lemma 6 1st Insbesonderc gilt auf Q% (0) mit holomorphen Funktionen f
und fy:

1
2r1—q—1]’i

1
0008 = g log (57 o9+ 19

Damit sind.die Voraussetzungen (i) und (ii) von Lemma 2 mit a =0, b =1
und f,(s) = 172077 b erfiillt.

Unter Beriicksichtigung von (16) und {18) sowie Lemma 6 ist damit auch
(iii) mit M =2 und ¢ = 0 gegeben.

Avus Lemma 2 erhiilt man demzufolge mit einem geeigneten ¢ > 0:

wt 1.

¥1—ag-1 B r
2! RR™ 144 g

+0x (x, - x,exp | —c(log(x,

{19y Pi(xg, ..., %)= do+

).

Die O-Konstante hingt hier nur vom Korper K ab, da die bei Lemma 1 in
die O-Konstante eingehenden GroBen hier lediglich von K abhingen.

Sind nun R der Regulator und w die Anzahl der Einheitswurzeln von K,
so gilt in den Fillen

{20 ry=00 wh=w R"=R also stefs: W
) rozl: 2wt =w, R" =2R Rt T EtIRS
e logu :
Aus (19) und (20) erhilt man mit der Substitution ¢ = ————~ und mit
log (x; - %,)

Xi=x X

w X du '
P(x,, ..., x)=—-—(log Xy~ ! + O (X exp ! —e(log X)'21).
(31 %) = x Y ogar k(X exp D

"Damit ist Satz A vollstindig bewiesen. =

Zur Untersuchung von U(xy, ..., x,) vnd F(xy, ... %) ist es recht

- niltzlich, zunichst einmal die folgenden Betrachtungen anzustellen (vgl. auch

Narkiewicz [6], Olson [7]).
Es sei G eine endliche abelsche Gruppe (multiplikativ geschrieben) mit
dem Einselement 1. Fir leN und g;eG, i=1,...,! heiBt eine Folge
B=(gy,...,qg) (ohne Beriicksichtigung der Anordnung) ein Block falls
gilt: g, -+~ gy = 1. [==1(B) heiBt Ldnge des Blockes.
Auf naturhche Weise 148t sich auf der Menge der Blocke von G eine
Multiplikation definieren, indem man fiir zwei Blocke B, =(g,, -»., gy und’
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B, =(hy, ..., b) das Produkt B,-B, durch: C:=B;"B;:=(gy,.... ¢,
hy, ..., b) erklért.

Die Blocke B, und B, werden als Faktoren des Blockes C bezeichnet.
Ferner heiBt ein Block irreduzibel, wenn er sich nicht als Produkt zweier
Bldcke darstellen 1Bt

Nach Narkiewicz [6], Proposition 1, stimmt nun die maximale Linge
eines irreduziblen Blockes in ¢ mit der Davenportschen Konstanten D(G),
welche wie folgt definiert ist, iberein:

D = D(G} ist die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, daf fiir
jede Folge (g, ..., gp) avs G eine Teilfolge (g, , ..., ¢;) mit g; ¢,
= 1 existiert,

Ist nun H die Klassengruppe von K, so gilt (vgl. Narkiewicz [6]):

D = D(H) ist gleich der maximalen Anzahl von Primideallaktoren,
welche ein Hauptideal mit einer unzerlegharen Zahl als erzeugendem
Element besitzt.

_ Zur Charakterisierung von ganzen Zahlen mit k-deutiger Faktorzerlegung
in unzerlegbare ganze Zahlen benétigt man nun noch die folgende Be-
griffsbildung der Faktorisierung eines Blockes

Es sei B ={(g,, ..., ¢, ein Block in G. Fiir | <<t heil}t eine surjektive
Abbildung

Fillyti= 1,10

eine Faktorisierung von B, falls fir i=1, ..., 1 gilt:

IT g=1
JeF =l

dh.: B)(F):= (gj)j - 10) ist ein Block. [ = I{F) heilbt Linye der Faktori-

sierung. '

Zweil Faktorisierungen F,, F, eines Blockes heillen gleich (bei Narkie-
wicz: “strongly equivalent”), wenn ihre Lingen iibereinstimmen und eine
Permutation #n von [1, ..., I} derart existiert, dalBd fiir i =1, ..., {(F|) = {(F,)
gilt: ‘

FTH{m(@) = F3' ().

Eine Faktorisierung F 'heillt irreduzibel, falis alle ihre’ Faktoren B, (F),
=1, ..., I(F), irreduzible Bldcke. sind.

Definiert man nun fiir ke N 4, (G) als maximale Liinge eines Blockes in
G, welcher hochstens k verschiedene irreduzible Faktorisierungen besitzt, so
gilt nach Narkiewicz [6]:
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Ist H die Klassengruppe von K, so ist a(H) gleich der maximalen
Anzahl von verschiedenen Primidealfaktoren, die keine Hauptideale
sind und die ein Hauptideal besitzt, welches durch eine ganze Zahl mit
héichstens k verschiedenen Zerlegungen in unzerlegbare ganze Zahlen
erzeugt wird,

(B) Unzerlegbare Zahlen in 0. Es sei H=[X,, ..., X, die Klas-
sengruppe von K, h die Klassenzahl und X; die Hauptklasse. '
- Setzt man nun

(21) Voi={(cy, ..o CEND (Xqy ooy Xpa ooy Xy ooy X)

¢q-mal PRI cq-mal
ist irreduzibler Block )
so gilt das foigende

Lemma 7. Eine ganze Zahl w e K ist genau dann unzerlegbar, wenn ein h-
Tupel (¢y, ..., c)€Vy und fiir j=1, ..., h Primideale P, ,, ..., Pj,chXj derart
existieren, daff (w) die Primfuktorzerlegung

() =Py Py v Pyy ot Py

-~ besitzt. (Im Falle c; =0 mdge kein PeX; auftreten:)

Beweis. Diese Aussage folgt unmittelbar aus der Definition eines
irreduziblen Blockes und der kanonischen Homomorphie zwischen Klassen-
gruppe und Gruppe der Ideale von K. =

Definiert man nua fiir einen GroBencharakter A,, und fir Res > 1:
(22) Ppn(s):= 3 (@) dnu @) N(@)77

() #0
so gilt nach Hilfssatz 1 fir die erzeugenden Funktionen ¢, von U:
1 ‘
(23) Pnls) = e )

P n,.]=0.1

@, (5, Res>1.
Ist nun (&) das dem Ideal A zugeordnete Hauptideal und Y; die der
Idealklasse X, zugeordnete Klasse von Hauptidealen im Bereich Z- der
idealen Zahlen von K, so gilt: ' :

D, nls):= U{®) A, (B) N (D)™,

(@& | = {(0)]

wobei u(®) in naheliegender Weise zu interpretieren ist, Aufgrund von
Letnma 7 erhilt man damit:

Am,n(ﬁl,l o ﬁl.cl ﬁh,l o ﬁk,c,,)
T T
(1 smmipde¥ (e, 11 (B1 ) N (P11 Piey """ Pmt Phcy)

‘ l'pm,m (.S) =

R
(pi,j)e }ru.] 2_11 vy Oy [= la AR h.
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(Es wird liber alle paarweise verschiedenen Produkte (f; ) =+ (P,
Idealen aus ¥, gebildet werden k&nnen, summiert.)
L
A o .
Z n Z -T\T’tl;s"(pl “-pc-)’

Cpommmip)¥ g = 1 (1) P ’

), die aus ¢

4) = (BreY,i=1,..., ¢
wobei die innere Summe gleich 1 gesetzt wird, falls ¢; = 0 ist. Diese innere
Summe ldft sich nun folgendermalen behandeln:

Es Sci fiir k ; i: ]1,_]'+ . +lk.j = Cj, 1 = "’i.j = Cj: i = ]., ey
tion von ¢;.

Berucks:chtlgt man nun, dal} jedes Produkt (5,) -+ (5, ) eine Darstel lung
(p) - (Be) = = ()" @)% L=l wobel die () gcnau die paarweise
verschiedenen primen Hauptideale unter den {f;) sein mdgen, besitzt, so gilt:

k eine Parti-

. Lo

(25) Y b=

B1) (B ) o=
(ﬁf)EYj,i=1,-,.,Cj

1 * !
P b
k Z Ni ( qk)
(greenlp) ((F1)s0 0 0ld))
1<rt£“} (@f}eyj
iy +“'+'[k=cj

wobei der Stern am Summenzeichen andeuten mdoge, daB iiber alle Tupel
(B, S (BeYix + x Y; mit jeweils paarweise verschiedenen Komponenten
summiert wird. ‘

Fasst man die Permutationen eines Tupels (i, ...

‘ ' , L) zusammen, so 14Dt
sich mit =(!,, ...

, I als Anzahl der Permutationen des Tupels und mit

k)—_gl

d=d(, ..

die Gleichung in (25) weiterschreiben zu:

<

j
26 = 5 w{ly, ..., L) y

re=] (!1,.,.,!k) k !
ISIIS-'-SI,‘&J-
Iy bkl

A

] ™, * f pe
x 3 B b)Y FEA g
P el liygp 1Y (Ui 4 1 esnsl ) N
(BpeYy {GeY (4 # (B

(Unter_ einer leeren Summe ist stets die 1 zu verstehen.)

. Eine Aussage iiber das amalytische Verhalten eines Ausdruckes wie der
inneren Doppelsumme in (26) liefert das nun folgende Lemma.

. LEMM.A 8. Es seien YeH, A,, ein beliehiger Griflencharakter, d wund k
nichtnegative ganze Zahlen, Iy, ..., I, = 2 natirliche Zahlen und fiir Res > 1:

A A
. ok mn - B ul a a
JORS Nl R TR e g,
Bl Bigh) (G 1)l N
(ﬁ,)el’ UNDACEILEY
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Bezeichnet man nun fiir beliebiges aq > 1/2 mit R, den Ring der holomorphen,
beschriinkten Funktionen auf der Hal Ibebene Res = a,, so existiert ein Poly-
nom PeR, [x] vom Grade <d mir:

( E X log (CK (S le n)) B (S; xlm.n)})

wobei iiber alle Charaktere y von H summiert wird und B(s, yA,,,) wie in (17)
definiert ist.
Der Leitkoeffizient von P wird durch:
* A‘m n
NS

@ - @b

cy(s):=
(8150 ve (G D
(apey

geliefert, falls dieser Ausdruck nicht identisch in s verschwindet. (In diesem

Falle ist der Grad von P genau d) Im Falle m=(0, ..., 0) sind sdmtliche

Koefﬁz:entenfunkt:onen von P reellwertig auf der reellen Achse und fal!s
zusdtzlich n =(0, ..., Q) ist, so gilt e;(c) > 0.

Beweis. Induktion nach 4. Im Falle d = 0 sind die Behauptungen des

Lemmas trivial erfullt, Fir d > 0 setze man: .

o Fm,n(D) )"
. Tis :=( — 1.
. ) ﬁz).:sr N{py
Analog zum Beweis von Lemma 2 in Narkiewicz [5] lifit es sich einsehen,
daB ¢,(s): T(s) der fithrende Term von § ist, und daB} S(s)—c¢y(s) T(s} die

. Induktionsvoraussetzungen erfullt.

Fiir T erhilt man mit der Orthogonalitiit der Charaktere der Klassen-

gruppe H:
)
( z ( )ZX mn )

$2)]
%1 i%ﬂ Sl -Lniter))
( Zx(Y) {log(Lx (5, tAmm)—B(s, xlm,n)‘.)d,

woraus sich die Behauptungen ergeben. m
Als umittelbare Folgerungen aus dem Lemma erhilt man die untenste-
henden Korollare.
Kororrar 1.
(¢y, ..., cr) €V, existieren Polynome Pf:ff,eRao[x,] j=1,...,
¢ und mir Leitkoeffizienten =1 derart, daf gtlr

cpm,n(s) Z ]._.[ -1 P(cﬂ (xJ

{c1,-nCp}eV g J= J'

Zu jedem Grifencharaktere Ay, und  jedem Tupel
h, vom Grade
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mit

1 \
X; =7 Z f( Y,) {IOE (é-l{ (Ss x’tm,n))_ B(S" x;{m.n)} .

h

X
Im Falle m =(0,
reellen Achse.

. Beweis. Man wende Lemma 8 auf die innere Doppelsumme von (26) an
und fasse die entstehenden Polynome in x; unter Beriicksichtigung von (24)
und (25) zusammen. m

KorouLak 2. Es gibr Polynome PR &R, [y1, ...
- (D Davenportkonstante von H) mit:

1
(p'"(s)=~_;'1“4'1 Z

2 g 2,...,",.1::0.1

0) sind die Koeffizienten von Pf,‘,{,, reellwertiy auf der

, Y] vom Gesamegrad D

PiVie oo )

il
vy =log({lk(s, xdmu), =1,k
Beweis. Zusammenfassung der Polynome aus Keorollar 1 unter Be-
riicksichtigung von D = max (¢, + ... +¢yl (1, ..., c)) V). w

Kororiar 3. Im Falle m = (0, ..., 0) gilt insbesondere: Es gibt holomor-
phe und auf der reellen Achse reellwertige Funktionen f, j=0,1,.
24,0} mir:

1 J
{27) Z £i(9) (log (mi))’ 5e0%,(0).
Fiir den Leitkocfﬁ“!zwmen gilt hier:
1 1
(28) (s) = IS D T ,
Ja TP fegrmipery €177 Oyl
t'1+n.’|'(.'h=’D

Beweis. Man setze in Korollar 1 im Falle m = (0, ..., 0):
Peh(x) = !Z(}b“ﬂ mit b (s) = 1.

Die Summation {iber n# (0, ..., 0) der @, , gemil (23) liefert ein Polynom
in den x;, welches uberdleq eine holomorphe Funktion go(s) auf Q¥ (0)
darstellt, da hierbei in den x; nirgends der !Iduptcharakter auftreten kamn o

ist reellwertig auf der reellen Achse, da die x; und die b,,‘ es sind. Man erhiilt
somit fiir ¢pq:

i
(29)  @o(s) =go(s)+ =y » L )
. 2 (ef,imeplel g CII Pas chI
By e |
XH 2 7 bot () 10g .
j=1 i=0 h l

oD, auf
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wobei hier in den g;(s) der fir s =1 holomorphe Anteil der x; zusammen-
1
gefasst ist und log( ---------- ) vom Pol der Zetafunktion mit Hauptcharakter

herriithrt. Die g;(s) sind nun ebenfalls, wie man leicht sieht, reellwertig auf der

reellen Achse.

) Damit gilt (29} also auch auf 2,,(0), da die K oeffizientenfunktionen
ol (sy aus Rao sind. Die inpere Summe von (29) ist somit ein Polynom in

1
]0;,( 1) vom Grade ¢; iiber R, , wobei der Leitkoeffizient identisch gleich

b ist und simtliche Koeffizienten holomorphe Funktionen auf @, (0) sind.

Multipliziert man nun diese Polynome fiir j =1, ..., & miteinander und
fasst die dabei entstehenden Polynome, welche jeweils den Grad ¢y ... +¢j
besilzen, fiir A~Tupel (¢y, ..., ¢,) mit gleicher Komponentensumme zusam-
men, so erhiill man die behauptete Darstellung von (g, wenn man noch
beriicksichtigt, dall dic maximale Komponentensumme eines Tupels aus Vy
gerade die Davenportkonstante D von H ist. =

Aufgrund der beiden letzten Korollare aus Lemma § erfiillen die erzeu-
genden Funktionen ¢, fir unzerlegbare ganze Zahlen simtliche Vorausset- '
zungen von Lemma 2. Im Einzelnen gilt:

(i) ist nach Korollar 2 aus Lemma 8 und Lemma 5 mit 4 := A4,, wobei
A, die Konstante aus Lemma & ist, erfiillt,

(ii) ist mit @:= 0 und h:==D aufgrund von Korollar 3 aus Lemma 8
gegeben,

(iii) erhélt man mit M ;=
und aus Lemma 6.

Setzt man schlieBlich noch:

2D und ¢ := 0 aus Korollar 2 von Lemma 8

B
(L‘l,.mch}EVo
gy totep=D

so existiert nach den Lemmata 2 und 3 unter Berlicksichtigung von (20) und .
(28) ein normicrtes Polynom Pe R[x] vom Grade D—1 derart, dal fir r > 2
und X == x; v x, 23 gill: .
wBD X bt
T ¥ o loglog X ).
wobei die O-Konstante hier lediglich vom Kérper K abhingt, da die in
Lemma 3 genannten GrisBen hier nur von K abhingen. Damit ist Satz B
vollstiindig bewiesen, m

(C) K-deutig zerlegbare Zahlen in Oy. In diesem Falle sind die erzeu-
genden Funktionen nach Hilfssatz 1 fiir Res > 1 gegeben durch: '

3 EACRY

"q+2'"'="r1 =0,1 (@)#(0) N( )

el et

Ulxy, . 0o x,) = (10g]0gX)+0(

1
P {8) = ST
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Setzt man nun .
P:= () weOg, () ist Produkt von primen Hauptidealen;,
0:= (w) wely, () #(0), (1), (w) besitzt keine Hauptideale als
‘ Primfaktoren|
so gilt mit:
Apn(8)i=14 3 Apa(@}N{@)™,

(miel
(30)
Vm.n(s) =14 Z fk (w) Am‘n(w) Niw)™*
() aQ
aufgrund der eindeutigen Zerlegung (w) = () (w;) eines Hauptideals
(@) # (1), (w) (P U Q) in Faktoren ;)& P und (w;)eQ und wegen f (w) = 1
fiir {w)eP und kelN:
|
(31) QD,,,(S) =

2!’1"2"“1

Z Am.n‘ (S] lym.n (S)'

1lq.|. 2,....",.1 = O.I
Fiir Res > 1 erhiilt man aus (30) unter Verwendung von idealen Zahlen und
der Orthogonalitéit der Charaktere:

A’m.u(p} )_ ' 17h
32 B n(8) = 1- s = 4GN )"m.u) ITgm.n s)
62 sr= T (1-305 ) =TTl thna ool

mit:

n 1
gm.,,(s):=exp% ZB 2 Xhmad + N, 2 ("'"’Z)M.
(ple¥ | 1= 2 LAV N(p)
Damit ist insbesondere g, ,&R,, und go,(s) = go,.(5). Durch (32) ist also
Amq in die Gebiete Q, (m) bzw. 2% (0) analytisch fortgesetzt worden.
Man setze nun fiir keN:
Vlvc:= {(625 veey )EN’K L (XZ-; vy XZ! woey Xﬁr-r vy X!J)
cp-mal e eyl
ist ein Block mit hochstens k verschiedenen irreduziblen
Faktorisierungen],
Lemma 9. Eine ganze Zahl we K, welche keine primen Huauptidealteiler
besitzt, hat genau dann héichstens k verschiedene Zerlegungen in unzerleghare
ganze Zahlen, wenn ein Tupel (¢s, ..., c)e ¥, und fiir j=2,..., h Primideale
Piiyoon, Pro e Xy derart existieren, daf (@} die Primfukiorzerleging:

(w) =P2‘1 v Pz.ug_ e Ph.l T Ph,
besitzt,

Beweis. Korrespondenz zwischen der Faktorisierung eines Blockes in
irreduzible Faktoren und der Primfaktorzerlegung eines Hauptideals. w
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Hiermit erhéilt man aus (30) analog zu Abschnitt B:

h
G A o
(33) V) =1+ X [l ¥ R By,
(€entpeVy j=2 {F1) ‘ch
(Bj)e¥

Dic innere Summe von (33) LBt sich nun ebenfalls wic in Abschnitt B auf
eine der Formel (26) entsprechende Gestalt bringen.

Damit lassen sich auch hier entsprechende Folgerungen aus Lemma 8
riehen. Die Beweise der folgenden Korollare 1a, 2a, 3a sind analog zu denen
der Korollare 1, 2, 3.

KoroLrar 1o, Zu  jedem Gro/fenchamktere Ao, utdd ]edem Tupel
(€g0 00y CQ) €V, existieren normierte Polynome Q,,, ,,ER,,O [x],j=2,..., h vom
(J’F"CMI(‘ ¢; derart, daff gilt

Vm.n (8) =1+ Z n — (,:JL

@200rn Lh)CVk j= 2
mit

'_‘—fl—i

=5 2 X (%) (log (£ (5 2w} —BIs, L)
X

Inshesondere sind im Falle m = (0, ..., 0) die Koeffizientenfunktionen séimtli-
cher Polynome reellwertig auf der reellen Achse. w .
~ KoroLrar 2a. Es gibt Polynome Qf:,",:ER,,n [yis.r.s ¥4] vOom Gesamtgrad

[« mit: .

() = Oy, vy ¥y 2= 108 (L (8, Yphomn))-

a, ist hierbei die maximale Linge eines Blockes in H, welcher hochstens k
verschiedene irreduzible Fakrorisierungen und Y, nichr als Faktor besitzt.m

KoroLLAR 3a, Im Falle des Hauprcharakters A, , =1 gilt: Es gibt holo-
morphe Funktionen g;, j=0, 1, ..., a auf Q,,(0), welche reellwertiy auf der
reellen Achse sind, mit: :

“k 1 j

(34) Voo ls) = 3 g;(s) (log (;::‘]j)) Sir seQ% (0).
J=0 4

Inshesondere gilt fir den Leitkoeffizienten:

. 1 ‘ 1

35 a, 18) = ariammaen il |

G3) a9 H* (eq. Zc,,)wk epl e gyl

eg tachepmag
Fasst man nun diese Darstellungen von 4, , und V,, , geméh (30) wwdcr

zusammen, so erhilt man zunidichst aus (31) und Korollar 2a die folgende
Aussage:
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icm

(36) Es gibt Polynome Qub &R, [y, ..., 3] mit

1 ’
o =z T (ks 2 Qe )
x

g4 2""’"!‘[ =0,1

WObCl yii=log(Lgls, xidma)) fiir j=1,.. ., h ist und der Gesamtgrdd von
Q,,, © gerade g, ist. Hierbei ist die Funkuon Gmn€ Ry, aus (31) bereits in den
Koeffizienten des Polynoms mitberiicksichtigt.

Aus (32) erhélt man ferner fiir se ), (0):

(ALY
BN 400l =" TT (Cels, ") go.0(9) = (-— ]) hs),

X#X1
wobei
(38) his) = Cu(shs—= D [T k(s 20) ™ go,0(s)
’ X#* Xy

holomorph auf £, (0) nach Lemma 5 ist.
Fiir ¢, erhdlt man aus (31):

1
Pols) = i == 40,015 Vo0 () + >
g 2,...,n,1-'-‘-0.1
gt 2oy 5 (Ores )

Bon(5) Vo,n(3)

1
= 1T A0,0(5) Voo (8)+1 (5),
wobei f nach Korollar 2a, (32) und Lemma 5 eine helomorphe Funktion auf
02,,(0) ist.
Somit gilt wegen (37), (38) und Korollar 3a fiir sle{O(O):

1 1/ 9% hi: ) |
RS ST

I=

Da nach Korollar 3a die g, an der Stelle s = ! reelle Werte annehmen bleibt
noch k(1) zu untersuchen. Flir ¢ > 1 erhiilt man aus (32), (37) und (38):

1 1/h
0 <dgplo) = (’(;‘;"‘i') h{o),

woraus h{g) >0 fiir ¢ > 1 resultiert.

Da nun wegen (38) in Verbindung mit Lemma 5 A(s) fiir s = 1 nicht
“verschwindet und dort stetig ist, ergeben sich die Positivitit von A(1) und die
Reellwertigkeit von (1) g;(1) fir I =0, ..., a,. Mit Korollar 3a (35) erhilt
man schlieBlich:

(40) | G (L R(1) > 0.

Somit sind auch hier simtliche Voraussetzungen von Lemma 2 erfulll, [m
Einzelnen gilt:
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(i) ist wegen (36) und Lemma 5 mit A:= A4, gegeben, wobei A, die
Konstante aus Lemma 6 ist,

(i) ist mit @:= 1/h und b:= g, avfgrund von (39) und (40) erfiillt.

(iii) erhilt man mit M := 2q, und g:= 1/2 aus (36), dem Korollar 2 zu
Lemma 4 und aus Lemma 6.

Setzt man nun noch B, := h(l)gak(l), so erhilt man unter Beriicksichti-
gung von (20} aus Lemma 3:

Zu jedem ke N gibt es ein normiertes Polynom P, & R[x] derart, daB fiir
h>1, r>lund X:i=x; - x 23 gilt:

wbh, X
: o Pelloglog X) +

P‘k(xlw-'wxr)“‘—“ 2 a ’
2TREFr(141/0) (logX)

X
+OK,,¢( X — 7 (log log X)* )

(log
Die O-Konstante hiingt hier nur vom Kérper K und ke N ab, da die bei
Lemma 3 in die O-Konstante eingehenden GroBen hier sémtlichst von K und
k abhiingen.

Dies ist genau die Aussage von Satz C. »
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