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I. Einleitung, Resultat. Nach einem Satz von Dirichlet existieren zu
gegebenen reellen Zahlen o, f unendlich viele, vom Ursprung verschiedene
Gitterpunkte x = (a, b}, fiir die gilt

o+ Bl < (2372,

wobei ||-|| den Abstand von der néchsten ganzen Zaht bezeichnet und {x}:
=max(jal, |b]) ist. Im folgenden wird ein analoges Resuliat bewiesen, wobei -
aber die Wahl der Gitterpunkte x eingeschrénkt wird auf gewisse Teilgebiete
von R

Sei R?:=!y| vw={(&,,¢&,)). Fiir nicht negative ¢, 1 setzt man
Bol0. ) =10l & <1&14 v ol 18] <l
Es bezeichne @(g, 1) das Bild von @,{g, T) unter einer beliebig vorgege-

benen, reguliren linearen Transformation. Im weitern seien ¢y, €3, - -
positive Schranken, die héchstens von z, B und &{g, r) abhingen.

Satz. Sei o> 1, 120 und 1 <r<r<2, wobei gelte
(1 (1—‘!:)fg(tzr—trmt—r—1)+t2}+(1-—Q)(tz—l)-.<_0.

Zu gegebenen reellen Zahlen =, § existieren dann unendlich viele Girrer-
punkte x ={a, h) mit enmweder :

(2) tedlo, 0) und lea*+phl < (277,
oder
(3 Coxed{l, 1) und |lea+pbl Sc 27

Die im folgenden Korollar angegebenen Spezialfille erhdlt man aus
dem Satz. wenn man wihlt ¢ =7/4, 1 =0, r=t=12, bezichungsweise 1 <
o< 4, t=(T—4dg)fd—g), r=1t= 2, beziehungsweise 1 <@ <7/4, 1= 0,
r=t=s(p), wobei s(g) die grosste reelle Nullstelle des Polynoms
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fo(x) e gx? = 2( — 1) x* = 20x—1
bezeichnet. Es ist s(7/4) = 2 und s(1) = {/5+1)/2.

KoroLraRr. Sei 1 < g £ 7/4. Zu gegebenen reellen Zahlen o, § existieren
dann unendlich viele Gitrerpunkte x = (a, b) mit

¥5¢(7/4, 0) und Jlaa.’_ﬁb” < ey <£>...2’
xe@(o, (T-40)/(4~@) wnd  |loa+Pbl| < ¢y {xD773,

£e®(p, 00 und  ea+ Pl < eg La)HE,

Der Satz ist zum Beispiel auch giiltig fir p=3/2, 1 =0, r=2,
r=(9+, 305)/14 = 1,89C... Da man hat 2 > 5{3/2) und 1,890... > s(g} fiir
1 < p<147..., zeiglt schon dieser Speziallall; Fir ein festes Paar =, f ist der
im Korollar gegebene Exponent s{g) nicht bestmiglich fiir afle o, 1 < g < 7/4.

Bemerkungen. (i) Die dritte Aussage des Korollars ist auch richtig flir
o=1, falls 1, «, f linear unabhingig sind iiber den rationalen Zahlen Q.
Dies wurde ~ flir ein beliebiges Winkelfeld mit Scheitel im Ursprung anstelle
von P (o, 0) und mit beliebig positivem ¢; — gezeigt von W. M. Schmidt [2].
Als Grundlage fir den nachfolgenden Beweis diente dic dabei von ihm
eingefihrte ‘Methode. Der obige Satz ist eine Verschidrfung eines in [3]
erhaltenen Resultates.

(li) Professor K. Chandrasekharan mochte ich danken, dass er mit diese
Arbeit ermoglichte, Professor W. M. Schmidt fiir die Anregung und verschie-
dene hilfreiche Bemerkungen dazu.

I1. Beweis des Satzes. Im weiteren bezeichnen Grossbuchstaben in deu-
tscher Schrift Elemente aus dem auf die Koordinaten &, &,, *; bezogenen
R’, entsprechende Kleinbuchstaben stehen fiir ihre Projektionen parallel &,
in die (y, &,)-Ebene, Fiir ) =(&,, &,, &) sei

L(Y) o= o+ PEL+E5.

In der (&;, {;)-Ebene sei (u, v) dasjenige Koordinatensystem, in dem sich
® (g, 1) darstellen ldsst in der Form

@ (g, 1) =] Je() < um)i¢ o inl uin) < ).

Unter einem Gitterpunkt versteht man auch im weiteren ein Element, dessen
Koordinaten im ¢-System ganze Zahlen sind. Die im folgenden in den
<-Abschitzungen auftretenden Schranken sind stets von der Art der ¢,
€3.... Es bezeichne [x] den Ganzteil der reellen Zahl x, N die Menge der
natiirlichen Zahlen und © den Ursprung des R®.

Man definiert ¥, W, X, Y und Z als Funktionen von g, 7, r und ¢:

t ooy lzer K orm v X+l Z'*Q(I'HY)
o—1" 7 (WY + W T T T e
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Ist gt <€ 1, s0 gilt

(4) ZVe X € —1Z,
und
(5) Y> 1/p.

Die Ungleichung (4) ist dquivalent zu der nach Voraussetzung erfiilltert
Ungleichung (1). Man zeigt dies etwa wie folgt:

Unter Verwendung der Definitionen von Z und Y sieht man, dass (4)
dquivalent ist zur Ungleichung

e(14+n(t+1)—(X+V)p(l+r)+r{o—1)! <0,
respektive, indem man noch die Definitionen von X und V beachtet, zur
Ungleichung _
{1+ (=D r(l+ W)+ W —t(L+ W1 +7) [g(L+1)+t(e— 1)} < 0.
Nun klammert man auf der linken Seite den Faktor -1+r aus, fasst die

Vielfachen von W zusammen, setzt die Deﬁniti_on von W ein und sicht, dass
es geniigt, die Ungleichung

(1—e{e(*— 1)+ 1)—r lo(1+r)+re—1)})+
+o—D(ro(*~1)—t lo(1+r+1(e—1)}) <0

zu beweisen. Multipliziert man die grossen mit den kleinen runden Klam-
mern aus, so hebt sich der Term ¢ {g(1+¥)+t(g—1)} weg. Dies erlaubt, einen
Faktor ¢ auszuklammern, wobei der andere Faktor gleich der linken Seite
von (1) ist, was die Aequivalenz von (4) mit (}) beweist.

Nach der Definition von Y ist X+ F= Yr+1. Setzt man zudem die
Definition von Z in (4} ein, ergibt sich '

ro+1

6 > ;(W:WM

e—1+o(l1+r) _
Zur Verifikation von (5) geniigt es also zu zeigen, dass die rechte Seite in (&)
grosser als. 1/g ist, was dquivalent ist zum Beweis der Ungleichung

rg*—ro—t{g—1)> 0. _
Diese ist aber wegen ¢ > 1 und 1 <t < r erfiillt, denn die linke Seite ist nicht

kleiner als r(p?—2p+1) =r{g—1)*. _
Der Satz wird nun indirekt bewiesen, das heisst, man geht aus von der

GEGENANNAHME.

(7)  Sowchl (2) als auch (3) ist hochstens fiir endlich viele _
Gitterpunkte x = (a, b} erfullt.
Daraus folgt:

(8) Die Zahlen 1, «, § sind linear unabhiingig iiber Q.
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Wiiren 1, o, f linear abhiingig Uber 0, das heisst bestinde eine Be-
ziehung ap+Pq+m =0, p, ¢, m ganz, nicht alle 0, so wire leepn -+ fByn|l =0
fiir alle ganzen n. Da ¢ > 1 ist, enthilt @ (¢, 0) aber unendlich viele Gitter-
punkte der Form x = (pn, ¢n). Dies widerspricht der Gegenannahme. Damit
ist {8) gezeigt. Genau wie in [2], Lemma 1, iiberfegt man sich mit Hilfe des
ersten Satzes von Minkowski aus der Geometrie der Zahlen, dass die
Gegenannahme folgende Aussage impliziert:

(9)  Zu geniligend grossem N existiert €in Gitterpunkt 5 % O, mit {6 € N

und |L(®)} < N7V,
Sei nun %, m =1, 2, ... eine Folge von Gitterpunkten mit v(q,) 2 0, [,
<|®,,. | und so, dass fiir jedes m =1, 2, ... gilt: Es gibt keinen Gitterpunkt
% # O mit |6 < |6, und [L(G) < [L(GB,).

Setzt man u,  =ulGy)s Upi=0(0nb L= L0 Dyi= Uy —
1Ol Ny t=16,| und bezeichnen g,,,. it,, die sukzessiven Minima des
von g, und q,,.; aufgespannten Gitters A, beziiglich der Eichfunktion f (n):
= max(ju (o), lo(v)l), so gilt das folgende

LemMa. Fiir gentigend grosses m ist

(10) Ly, < Nui1,

(11) N;, € lug) < N2,

(12) . - Nm gvm QNma

und fiir unendlich viele Indizes j gilt

(13) D;» NV,  p, €D;N;L.

Die Abschitzung (10) folgt aus (9) und der Definition der Folge ¥,
Offensichtlich ist v, € N,.

Man nimmt nun an, es sei |u,| > N4 fiir unendlich viele m. Mit
‘genfigend grossem cee N gilt dann fir den Gitterpunkt ¢, ®,

(1)  cofne®(e, 0) und  [Lice®pn)| K Npils < Nu" < {egfmd ™"

Dabei wurde (10) benfitzt, und dass wegen t < 2 gilt V> 2 2> r. Fiir geniigend
grosses m widerspricht (14) der Gegenannahme (7). Damit ist die zweite
Ungleichung in (11) bewiesen, :

Da 1/p <1 und offenbar |g,| > N,, ist, impliziert |u,| € N,/ die Ab-
schiitzung v, > N, womit (12) vollstéindig gezeigt ist. '

Mit Hilfe von (10) und V> 2 iberlegt man sich, dass auf Grund der
Gegenannahme (7) g, ¢ ® (1, 7) ist fiir geniigend grosses m, woraus zusammen
mit (12) folgt N%, < |u,/. Es bleibt also nur noch (13) zu verifizieren. (Sind ¢
und 7 so gewihlt, dass t > 1/p ist, so fuhrt die Gegenannahme gemiss (11)
auf einen Widerspruch, was den Satz beweist. Also darf man gr <1 an-
nechmen, so dass (4) gilt).
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Aus (10) bis {12), ¥= 2 und 1/g < 1 folgt |v, L{O,4 ) =0, LG} =0,
Lay Doy =0, und L juyo g 04 g —Hyeq Uyeqf =0, flir n— . Mit der ersten
dieser Aussagen, sowie (), zeigt man wie in [1], Lemma 3. dass ;. ,, 03,
;4 linear unabhingig sind fiir unendlich viele j. Unter Verwendung der
andern beiden Aussagen folgert man daraus wie in [2], Lemma 2, dass
D; » NY ist. Die zweite Abschitzung unter (13) ergibt sich aus der ersten und
dem Satz von Minkowski iiber die sukzessiven Minima, nach welchen gilt

“5) Nf@N}/GDJ.@,HJI [-i,z«DJ

Da jo,l » N; ist, folgt daraus, dass y;; von der Grossenordnung N; sein muss,
und die letzte Ungleichung in (15) impliziert p;, < N;'D;. Damit ist das
Lemma bewicsen.

Im weiteren bezeichne j einen Index, fiir den alle Aussagen des Lemmas
gelten.

Fall 11 N; €« N . Mit §;:=¢;[N}'], cs€N, setzt man ;.= ;. so
dass X; ein Gitterpunkt ist. Dann gilt nach (10} bis (12)

(16) |L(~)€J)t < N}VNJ_—J/J. < N}’V—Vﬂx < Nj—?‘(W‘!-l) « <-_EJ>—I‘

Zudem zeigen (11) und (12), dass fiir gentigend grosses ¢, der Punkt
x;eP(o, 0) ist. Zusammen mit (16) stellt dies fiir grosses j einen Widersprach
zu (7) dar. Dies beweist den Satz im Fall 1.

Fall 2.1: N;» Ni%\, pj € Nj, . Unter diesen Bedingungen kann wie
in [2] vorgegangen werden. Jede Kreisscheibe in der (&,, ¢,)-Ebene vom
Radius 24, enthilt einen Punkt des Gitters /;. Also existiert ein Gitterpunkt

x;ed;, fir den gilt

(17) yed(l, D), gl < W) <€ bae

Mit ganzen Zahlen p;, p;.y lisst sich x; darstellen in der Form x; = p; g;-+
+Pay O+ 1, Wobel man hat

(18) 2 €N N7 el €1

Es ist nimlich D;[pj| = lu(x) v : —uje 1 v(E)- Mit (11) bis (13), sowie (17)
folgt daraus die Abschitzung fir ipy. Eine analoge Rechnung ergibt diejenige
e |py gl Flr den Gitterpunkt X;:== p;®; 4 pjs 19, dessen Projektion der
Punkt ¥ ist, erhdlt man aus (18), wenn man (10) und (17) beachtet:

LU <€ NiE NG QNJEYTT € N <™
Da gilt x;e®(1, 1), ist dies fiir grosse j wiederum nicht vereinbar mit (7).
Fall 22: N;» Noy, wpn » Niwy. Aus (13), der Definition von D;, (11,
sowie (12) folgt

N NY, < D; <€ ul Npsq +N; N,
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Also ist wegen (5)

(19) NyNTSE <€luy.

Man wihlt &;:=cg[1+ N7 (N7'], cyeN, und setzt X;:=§;(5;, Dann
zeigen (19) und (12), dass fiir genligend grosses cg gilt

(20) . yedfp, 0),

Wire N7,, < N, fir unendlich viele j, so d;=cy und ¢y 0;6P(g, 0), sowie
nach dem Lemma |L{cy &) < Ny < Nj? <€ {cyq;>™" unendlich oft. Dies
widerspricht (7), so dass man

v
Nii1 2 N

annehmen darf fiir alle geniigend grossen j. Dann ist §; < N¥ { N;' und mit
(10) bis (13), sowie (4)

(%> < Nfyy,
LN S NIFUNTP < NFE 8 e Nt e Gy,

Fiir grosse j widerspricht dies, zusammen mit (20), erneut (7). Damit ist der
Satz bewiesen.
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Dedekind type sums and Hecke operators
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1. Introduction. For «, yeZ with y > 0, the Dedekind sum s(z, 7) is

defined by
H £ 424
=2 (ENE)
( ! ,u(n%:dy) ¥ Y

where ((x)) = x—[x]—1/2 is x¢Z and {{x)) = 0.if x=Z. We regard s(«, ) as
a function on Z x N and call it the homogeneous Dedekind sum. In fact, it
is well known [10] that

(1) s(a+7, 7) = sz, ¥,
(2) _ s(na, wy) = s(x, ), nehN.

For this function Dedekind [3] discovered the following relation: for a prime
number p

p-1
3 s(pa, Y+ Y s(a+by, py) = (p+ s, 7).
b=}
Recently Knopp [5] obtained an éxtension of (3}): for every neN
d—1
(4) z Z S(fla'f'b% Ll’))) = O’(H)S(Oﬁ, ’y)a
ad=pb=0
d=>90

where o(n) means the sum of all positive divisors of n. However, before
Knopp, Subrahmanyam [11] had given another extension of (3): for every
neN

n—-1

(5) T s(aby, m) = Z;L(dw(-}j)s(da, ,
b=0 : din

where u(n) means Mobius’ function. We shall see later that (4) is equivalent
to (5). Goldberg [4] has already derived (4) from (5}.
Following Dedekind we define

D(%): s(m,.y)..
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