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Sommes de puissances et d'irréductibles dans F, [ X]

par

MigreiLLE Car (Marseille)

L Introduction. Soit F, le corps fini 4 g éléments. De nombreuses
analogies entre larithmétique de Tanneau F,[X] des polyndmes a une
indéterminée sur le corps F, et l'anneau Z des entiers relatifs ont été mises en
évidence, notemment en ce qui concerne larithmétique additive. Les
problémes de Goldbach, [5], et de Waring, [2], [8], ont été étudiés, et plus
particuliérement le probléme de Waring pour les carrés. Il est actuellement
connu que tout polyndme M eF,[X], de degré assez élevé, est représentable
comme somme de trois polyndmes irréductibles de degré au plus égal au
degré de M, [5], et que, tout polyndme de degré 2n ou 2n—1 assez €levé, est
représentable comme somme de trois carrés de polyndmes de degré au plus
n, [37]. Nous nous intéressons ici & 1a représentation d’'un polynéme de ¥,[X7]
comme somme d'une puissance k-iéme et de deux polyndmes irréductibles.
Ce probléeme a déja été étudié dans [9] pour les polyndémes de degre
multiples de k. On y démontre le théoréme suivant:

TutorREME. Soit k un entier de Tintervalle [2, p[, ou p- est Ia
caractéristique du corps F,. Alors, si n est un entier suffisamment grand, rout
polyndme KeF, [X] de degré nk est représentable comme somme

K = a, P, +a, Py +a, A%,
P, et P, étant des polyndmes irréductibles unitaires de degré nk, A étant un

polyndme unitaire de degré n, a;, a, et ay étant des éléments de F,.

Il est possible d’avoir de telles représentations pour des polyndmes de
degré non multiple de k, et méme d’avoir des représentations de la forme

K =P, +P,+4",

les polyndmes P, et P, étant irréductibles, mais non nécessairement unitaires,
A étant un polyndme, ces polyndmes vérifiant de plus, des conditions de
degré. On peut aussi exiger que le polynéme A intervenant dans une telle
représentation soit irréductible. C'est ce qui est fait ici, oo Ton démontre
essenticllement le théoréme suivant:

TuioREME. Soit k un entier de lintervalle [2,pl, eoit p est la
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caractéristique du corps F,. Alors, il existe un entier n(q, k), ne dépendant que

de g et de k, tel que, pour tout entier n = niy, k), si M est un polyndme de '

F,[X] de degré d°Melkn—k, kn], Péquation
(E) M = P+ P+ A

admet une solution (Py, P,, A) oa Py er P, sont des polyndmes irréductibles de
degré d°M, ot A esi

(i) soit, un polyndme de F,[X] de degré < n,

(ii) soit, un polynome de F,[X] tel que 4* soit de degré <d°M,

(iii) soit, un polynéme frrc)a’umble de F,[X] de degré < n,

(iv} soit, un polyndme irréductible de F,[X] tel que A* soit de degré

< d°M.

Ce théoréme est établi dans [4] dans le cas particulier k = 2. Le passage
auw cas général ne présente que des difficultés techniques supplémentaires.

Remarquons que les conditions (i) et (ii), ainsi que les conditions {iii) et
(iv) sont équivalentes pour des polyndémes M de degré non multiple de k.

Remarquons aussi que Texistence d’ume solution satisfaisant 4 la con-
dition (iii) assure lexistence de solutions satisfaisant aux autres conditions,
Nous démontrerons toutefois les quatre parties du théoréme, car Ia
démonstration fournit une évaluation asymptotique du nombre de solutions
de (E), nombre qui varie suivant les conditions exigées.

II. Notation. Nous reprenons les notations utilisées dans [4] et {5].

Soit H un polynéme non nul de F,[X], son degré sera noté d°H, le
nombre de ses diviseurs unitaires 4(H), le coefficient de son terme de plus
haut degré sgn(H); 'ensemble des polyndmes de degré strictement inférieur a
d°H, identifi¢ & Pensemble des classes de congruence inversibles modulo H,
sera noté %y, et le groupe multiplicatif des classes de congruence modulo H
sera noté %%, lordre de ce groupe sera noté @ (H). La fonction @ ainsi
définie a les mémes propriétés que la fonction d'Euler classique.

On désigne par % Pensemble des polynémes unitaires. Sur 4 on définit
la fonction de Mobius p par

1 si H=1,
pl)=< 0 si H est divisible par le carré d'un polynéme irréductible,
(—1Y si Hest produit de r polyndmes ircéductibles distinets.

L’ensemble des polyndmes irréductibles sera noté .#, lensemble des
polynémes de degré m sera noté D,,, l'ensemble des polyndmes de degré
strictement inférieur & m sera noté F,. On pose {, = D, n.7.

Si A et B sont des polyndmes, si H est un polyndme non nul, on noie
A|B la relation A divise B, AfB la relation 4 ne divise pas B, A
= B(mod H} la relation 4 est congru & B modulo H. Le plus-grand commun
diviseur unitaire de deux polyndémes non nuls 4 et B sera noté (4, B).
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Sur le corps F,(X) des fractions rationnelles, on définit une valuation v

par
v(A/B) = d°B—d°4

si A ot B sont des polyndmes non nuls. Le complété de F,(X) pour cette
valuation s’identifie au corps K des séries de Laurent formelles en 1/X,
a coefficients dans F,, la valuation v se prolongeant 4 K par

v(Y a,X*)= —Sup{reZ| a, # 0}.

seZ

A cette valunation v est associée la valeur absolue | |, définie par
sta#0, |0,=0.

Nous noterons simplement | | cette valeur absolue, bien que ce dernier
symbole seit aussi utilisé pour désigner la valeur absolue classique sur le
corps R des nombres réels ou sur le corps € des nombres complexes, mais il
y a peu de risque de confusion.

On désigne par # lidéal de valuation, et, pour tout entier j, par #;
lidéal

|al, = q—vm

{te K| v(t) > j}.

Les ensembles &, sont des sous-groupes compacts du groupe additif locale-
ment compact K. Désignons par dr la mesure de Haar sur K normalisée 4 1
sur .

Tout élément ue K sécrit de fagon unique

= [ul+{u},

ot fu] est un polyndme de F,[X] et {u} un élément de 2, {u} sera appelee
partic fractionnaire de wu.
Soit e un caractére non principal du groupe additif de F,. On définit un
caractére non principal E du groupe additif de K en posant '
E(Y a,X%)=ela-y).

seZ
1

Si ./ est un sous-ensemble de K contenant 0 I'ensemble des éléments non
nuls de « sera noté .o/°.

III. Sommes de caractéres. Les cinq propositions suivantes ont été
établies dans [5] ou se démontrent par des méthodes analogues.

Proposrrion HIL1. Pour tout entier j, #; a pour mesure g~/

ProposiTron II1.2. (1) Pour tout polynéme A, E{d)=1.

(ii) Pour tout polynéme H non nul, 5i A et B sont des polyndmes congrus
modulo H, E(A/H) = E(B/H). '

(i) Si ue??, E(uy=1.
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Prorosirion I1E3. Soient un entier j = 0, uekK et be’. Alors,

g JE(ub), si
0, si

V(u) > wj:

(ITL1) V) S

[ E(urydt :{

b+#;

ProrosiTioN 1114, Soient uc K et j un entier = 0. Alors on q
j - .
¢, si v({{uh>J
E(uB) = . ,
PR {0, s v({u) <J.

De cette proposition on déduit un corollaire trés souvent utilisé par la
suite, et qui pourrait efte aisément demontré de fagon directe.

CoroLLAIRE. Si G et H sont des polyndmes premiers entre eux,

G
E[=R]=0.
REZG’H (H )
De la proposition I11.4 on déduit aussi la “premiére formule de change-
ment de variable”. ‘
ProrosrrioN IILS. Soient un entier j 2 0, ue? et ac K tels que j = v(a)
= ~—v(u. Alors on a

(11L.4)

(H1.2)

(ITL3)

S E(auBy=la"' ¥  E(uB).
BEFJ' BEFJ! ~ w{a)

Donnons maintenant la “deuxiéme formule de changement de variable”.

ProrosiTion 1116, Soient des entiers j 2 0 et k=2 2, soient un polyndme
H tel que d°H < j et ue? tel que v(u) > (k—1)(j—1)+d°H. Alors on a
(111.5) Y E@H*BY)=|H|"' ) E(uB").

BEFj—dOH BEFj

Démonstration. On a

\H| 3, EuH'BY= }

BeF .. 0y

S E(uH*BY.

Re¥p BeF ;o g0py
Si v(w) > (k~1)(~1)+d°H, si BeF,_jon, si Re%y,
v(u([HB+R]"~H"B")) >1,

et
E(u[HB+R1") = E (uH*BY),
Done,
(ITL.6) |H) Z E(uH*B" = Z z E(u[HB+ R = Z E (uB").

BEFJ,_JOH Re¥yy BEFj—dOH BEFJ!

Terminons ce paragraphe par la “troisiéme formule de changement de
variable” et son corollaire.
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Proposirion I1L7. Soient des entiers m= 0 et k = 2. Soit uc P tel que
v(u) > (k—1)m. Alors, on a

(L1.7) Y E@BY) =g"'"0 ¥ E@bX™) T E@p).

BsD,, bsfg VeFgm
Démonstration. Cest la généralisation de la proposition TI1.8 de [4]
ou seul le cas k=2 est traité.
Si BeD,, il existe beF] et VeF,, uniques tels que
Bt = pmxkm oy,
b et ¥V sont donc tels que
E(uBY = E(ub*X*™E(uV).
D’autre part, il existe exactement g ™ polyndmes WeF,, tels que
d°(B* —b*X*™ W) < km—m,
et, pour de tels polyndmes
E(uV) = E(uW).
Enfin, si bEFf;, si YeF,,, il existe un et un seul polynéme B de degré m tel
que
, d°(B*—b*X*™— W) < km—m.
En effet, cette relation détermine le degré de B, qui doit etre égal & m, le
coefficient sgn(B), puis, par induction, tous les coefficients de B.

COROLLAIRE. Sous les mémes hypothéses,
(Img) 3 E(uBY

BeDy,

g"(g—1)  si v()>km+l,
0 si viw) < km,

qm Y, e(a® si ' viw) = km+1, et si ae F, est tel que
betg v(u—aX ") > v(u).
Démonstration. Cest une conséquence.de (II12) et de (IIL7).

IV. La méthode du cercle. Soit un entier k > 2, strictement inférieur & la
caractéristique du corps F,.

Soit un nombre réel h > 0 lui aussi fixé. (1l sera choisi plus loin en
fonction de k)

Soit un entier n tel que

av.1 n > l1khlog(n)/log(q).

Soit M un polyndme de degré me{kn, kn—1, ..., kn—k+1}. Soient, pour
ie{n, n+1}, £, f;* et g les applications de # daps C définies par



(Iv.2) L) = A); E (A",
(av.3) : f* = ”Z , E(rPY,
(TV.4) ’ g(t)y= Zmﬁ(:P).
~ Soient o
(IV.5) R(M) = [ 09 OB (- M) d,
(Iv.6) R¥(M)= ,i f* (g% (E(— Mpya.

Alors, d’aprés (IIL1), R;(M), respectivement R¥(M), est égal au nombre de
solutions de I'équation M = P;+P,+ A* od Py et P, sont des polyndmes
irréductibles de degré m, ol A est un polyndme de degré strictement inférieur
a i, respectivement, un polynéme irréductible de degré strictement inférieur 4 i.

Les intégrates R, (M) et R¥(M) nous donnent le nombre de solutions de
I'équation (E) satisfaisant aux conditions (i) ou (iii). Dans le cas ot d°M est
divisible par k, les intégrales R, (M) et R*,, (M) nous donnent le nombre de
solutions de (E) satisfaisant aux conditions (i) ou (iv).

Posons
(IV.7) s = [hlog (n)/log{g)],
- (IV8) N =ki{n—s+1).

On appelle fraction de Farey a Pordre N toute fraction rationnelle G/ telle
que '
(i) H est un polynéme unitaire de degré au plus N,
(i) Ge®y.
Si G/H est une fraction de Farey a Fordre N, la boule
Ugip = {te?| v(t—G/H) > d°H+ N}

est appelée arc de Farey de centre G/H.

. Lorsque G/H décrit Pensemble des fractions de Farey a Pordre N, les

arcs de Farey %y forment une partition de #. Clest le théoréme 4.3 de [5]
‘Sur les arcs de Farey %y tels que d°H < ks, on sait calculer Ji() et on

a-une bonne approximation de f;(t) et de g(r). Ces arcs sont dits majeurs.

Soit .o leur réunion, et &' la réunion des arcs restants. Si G/H est une

fraction de Farey & l'ordre N, soient

(av9) M) = | fil)g*()E(—Mnd,
. WG/H
IEn(M)= | fs*(t)gz(t)E(—Mr)dt-

Yo

(IV.10)
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Les sommes
[AOFOE(-MYdt= T Y Ige(M),
- Hedt Gt
OH<k  H
[*OFOE(-Mpdt = Y ¥ I%u(M)
of He¥  Ge¥t

dOH ks

donneront de bonnes approximations de R;(M) et R¥(M). Le calcul de ces
sommes fait apparaitre les premiers termes de séries singulitres S(M) et
©*(M) qui seront étudiées au paragraphe sujvant.

Lorsque ¢ est dans &/, on a seulement une majoration de f;(z) et de

fi*(t). La majoration de £;(1) se fait comme dans [8]. La majoration de f*(t)

nécessite la majoration de sommes doubles qui sera faite au paragraphe VL.
Dans tous les paragraphes suivants, les constantes impliquées par les
symboles < ne dépendront que de g et de k.

V. Les scries singuliéres. Dans ce paragraphe, M est un polyndme de
F,[X], fixé. Si G et H sont des polyndmes premiers entre eux, on pose

' G
v SG.H= ¥ E(ﬁA"),
AE‘G’H
G k
(V.2) $*(6.H) = T E[z4*)
Ae“ﬂ’}l
Si H est un polyndme non nul, on pose
G
(V3) CM,H) =¥ 5, H)E(—M-ﬁ),
Ge{éh
) G\
(V.4) C*(M,H)= ¥ S$*(G, H)E(—M-ﬁ).
GE@;}

Les propositions V.1 et V.2 se démontrent comme les théorémes 8.4 et 8.8 de
[1]. |
Prorosition V.1, Les fonctions H—C(M, H) et H—C*(M, H) sont
multiplicatives. :
ProrosiTion V.2, Si G et H sont des polyndmes premiers entre eux,

(V.5) 1S(G, H)| < |H|'~ .

ProrosiTioN V.3. Soient Pe.# et u(P), respectivement u*{P), le nombre
de solutions de la congruence :

P = M(mod P),
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respectivement, le nombre des solutions L# 0(mod P) de cette congruence.
Alors, on a

- (V.6) C(M, P)=(u(P)~1)|P,
v7) C*(M, P)=(u*(P)-1)|P).

Démonstration, Immédiate, avec (I11.3).

CoRrOLLAIRE. Si H est un polynéme non nul, sans facteur carré,
(V.8) IC(M, H) < (k—1)*"™|H],
(V.9) |C*(M, H)| < k™ H|,
ou w(H) est le nombre de facteurs irréductibles de H.

Prorosrrion V4. Pour tout polyndme H de degré d°H > 2, on a
(V.10) ®(H) > |H| (logd®H)™*,

Démonstration. Comme pour le théoréme 5.1, chapitre T de [6]. (Ici,
la constante impliquée par le symbole » ne dépend que de 4.

LeEMME. Pour tout réel 8 > 1, pour tout réel ¢ > 0, il existe une constante

a =a{q, 0, ¢), ne dépendant que de q, 0 et ¢, telle que, pour tout polynéme H
sans facteur carréd, on ait
(v.i1) 0= < a(q, 0, &) |HI".

Démonstration. Soient 8 > 1 et & > 0. Pour tout polynéme H,

o) (0) 0 0

—— =)< e | < —

<, L) < pﬂn@ (IPI‘)- pﬂ,q (;p,a)'
PlH PIH

40P <logoyelo
dOP <logh/alogg §0/closq

Prorosimon V.5. La série

#* (H)C (M, H)

(V.12 EM) =
;igw |H|®*(H)

est absolument convergente, De plus, pour tout entier t=2,

WHICM, HY
(v.13) —m T & g2,

e HEE

Il existe une constante a, = a,(q), ne dépendant que de q, telle que,
(V.14 S(M)za, >0

Démonstration. Soit He% tel que p*(H) =1 et d°H > ¢ 2 2. Alors,

avec (V.8), (V.10) et (V.11),

Sommes de puissances et dirréductibles dans Fy[X] 15

IC(M, H) w(H) | ) -2 0N 2 ~7/4 0 pry2
Trar <K= UP H (g d B < [H] 7/ logd B,
dou,
#? (H)|C (M, H)| _an -
LEICM By " (logh)® < 47",
i HIOE) 397 osh? <
dVH 21

De (V.13) on déduit immédiatement la premiére assertion.
La série ©(M) s'écrit comme produit eulérien absolument convergent

C{M, P
== E-(Hlf’f@’ P))

La proposition V.3 nous donne
ez [](1-272(P)= [[(1-272(P),
PP,?;I Pe¥

ce dernier produit est strictement positif, et ne dépend que de g.
Prorosrrion V.6. La série

2 *
(V.19) ey = y LHCM B

i P(H)
est absolument convergente. De plus, pour tout entier t > 2,

CEICHM, H)

V.16 <q
FL): B!
Enfin,

(V.17 S*(M)yza, >0.
~ Démonstration. Identique 4 celle de la proposition précédente.

VI. Majoration de sommes de caractéres. On pose
(VI.1) e=2"% et =273
On prolonge la fonction 4 en O en posant d(0) == 1, ce qui permet de
formuler les majorations de fagon plus concise.

LeMME. Soient des entiers r 20 et j> 0. Alors, on a
(V1.2) Y dAy <j g

Aek;

Démonstration. La relation 4(4B)< d(A)d(B), vraie pour tout
couple (A, B) de polyndmes, permet de démontrer (V1.2) par récurrence sur r.
Dans ce qui suit, G et H sont des polynOmes premiers entre eux.

Prorosirion VI,1. Pour tout entier j > 0, on a
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Démonstration. Comme pour le lemme 5 page 215 de [8], en
appliquant (k—1) fois 'inégalité de Schwarz, on obtient, en posant

G
5= E —A"),
A;'j (H

lSlZ"_l < qj(zkwl“k'*‘” Z B V(A; ... Ay~ 1),

(VL3) <j*%q’ Sup {[H|™®, ¢~ ¥, |Hlg~ "¢},

ou, pour tout polyndme A,

G
1, i —Ar| >,
V(A)={ ¥ v({H }) g

0, sinon.
On en deduit

ST < (g 12T D Ty ay

AsF,
avec
t=k-~DG—-1)+1.
On a
gAHl  si d°H <,
Y VA< { g si j<d®H<1,
Asfe |Hig™% si  t<d°H.

L'inégalité de Schwarz et la majoration (VL.2) nous donnent
lSlzk <(g— 1)2k-4qj(2’=— 2k+2)t22""2qr Sup {¢/|H|, ¢, ,qu'—j},
- 2%~ 2 -1 - -
1817 < 2?9 Sup {IHI 7, 7/, |HIg V).

ProrosiTion V1.2, Soient a et b des entiers strictement positifs, o une
partie de F,, & une partie de F,, et

Yy E(HA"B")

Asof Bedt

(VL4) St By =

Alors, on a
(VLS) |&(w7, &)

& (a+b)1/4rqa+b Sllp {|H|-r’ |qu—kr(n+b)’ Il’lf(q—m, q-rb)}.
Démonstration. Linégalité de Schwarz nous donne

ZE( A"B“) <Y Y Fan

BB Byed# Bye

| £ (s, B < g

Aed
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ou, pour B;eF,, B,eF,,
SBl’B2 Z E( Ak[Bk 2]).
AeF,
En utilisant k fois I'inégalité de Schwarz on obtient
19 (t, BT < g ¢ g g
EB16Fp BaeF}

En procédant encore comme pour le lemme 5 de [8], on obtient

v E(kIEAl A,,B")—.

|E¥v(£{, 351)'2""'1 g'q2k+1(a+b)—ka-2b Z

(A g, uApeFt |Bery,
En utilisant & nouveau k—2 fois linégalité de Schwarz, on obtient
' 22k—1 - w2tk—1_
| (o, 5B) < gl Rk Y . W(A .. 4B, .B.),
(Agsean, Ak)EFa

ou, pour tout polyndéme H, .
G

i — b

W(H)-—:{l’ si v({HA})> s

En posant t = k(a~1)+(k—1)(b—1)+1, on a
9 (o, Y 7F < (g )P 2ger a0 S ) ()P,
AeFy

Comme précédemment, avec la majoration (V1.2) on a

| (o, B

< g 22T (@ B2 TP g2 et gup (1] H], 7, |Hg TR D).
On obtient {Y1.5) en remarquant que les ensembles of et # jouent des réles
symétriques.

ProrosiTioN VL.3. Soient x, a et b des entiers strictement positifs, o/ un
ensemble de polynémes A tels que a<d®°4 <a+x, # un ensemble de
polynémes B tels que b < d°B < b+x. Soit :

G N
(VIL.6) F(A, B) = Z Z E (—E A"B").
Assd Bed@
dO(AB) <a+b4+x
Alors, on a

(V1.7) | T (o, &)

< x(a+b+x)1/4tqa+_b+xsup {|H|—r’ q—(a+b+x)r/2’ IHIq—kZ{u_+b+x)}-

2w Acln Arlthmétice XLIV.1 B

Uw
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Démonstration. Désignons par T lensemble des couples d’entiers
{a, By tels que a<a<at+x et b<f<atbtx—a.
' Partageons Pensemble T en ensembles élémentaires C;; définis de la
facon suivante: i est un entier de Pintervalle [1, log{x)/log(2)+1], j varie de 1
a2t

C3.3

Cia \
Cu

Cs.a, \

Cii=[8 at+x2[x[b, b+x/2A NZxZ.

Siiz2, s
i-2
j"l = Z dj.r2r= dj,re{os 1}!
r=0
est le développement de j—1 en base 2,
Cij= Loy a+x27 [ x[byy, by +x27TNZXZ,
ou,
' i-2 i-2
a;=a+ Z dj.rz—r—ls bi.j = b+ Z eJ.rzwr—I:
r=0 r=0
les coefficients d,, et ¢, étant liés par la relation
dj',.+ej,, = 1
De ce fait, lorsque j varie de 1 & 27!, on a
{* _ @ j+by +x2' T =g+ bt x.

Le plus grand des nombres a;;+x2"" est a+x—x2"X, le plus grand des
nombres b, ;+x2""est b+x—x27%, ot K = [log(x)/log(Z)]+1 Il 0’y a pas

icm
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d’entier dans les intervalles [a+x~x27%, a4 x[, [b+x~x2"%, b+x[. Les
ensembles C;; (1 <i< K, 1<j<27!) forment une partition de T, et, si on
pose

= T % 3 E(gan)

(’"B)Eci,j Aexd  Bed

dOd=adlp=p
Kk i1
T (A, B) = Z by 8
i=1 j=1

La proposition précédente permet de majorer chacune des sommes S
Compte tenu de I'égalité (+), on obtient

|Si.jJ & (a+b+x)lj4tqa+b+xsup(|Hl-—:, IH'qﬁh(a+b+x), q—r(n+b+x)j2)_

Iy a 2X—1 < 2x sommes S, ;.

ProrosITION VI4. Soient x, a, b et ¢ des entiers strictement positifs avec
b<c, o un ensemble de polynimes A tels que a < d°A <a+x et # un
ensemble de polynomes B tels que b < d°B < c+x. Soit

(VL8) U (A, H) = Z z E (EA"B").
‘ Acat Be H

: dO(4B) <a+e+x

Alors, on a :

(V19 (4, B) .
< x(a+c+x)l/4tqn+c+?csup {lH[—t, q—ta+c+x)t12’ |H|qur(“+c+'ﬂ},

Démonstration. On partage la somme % (s, #) en deux sommes

y ¥ E(%A"B") e 3 > E(%A"B")

At BeF_nd Aedt " Be
c<d0B<a+c+x—dla
R G
VIL. Majoration de la somme Y E{_—P*). On conserve les
FeFnF,

que Fon majore 4 T'aide des relations (VI.5) et (VL7).

hypothéses du paragraphe précédent. On suppose de plus que d°He[2kr, ka—
—2kr], les entiers a et r étant tels que

r>0, a>dkr.

On pose

(VIL1) s= Y E(%P"),
] Pef ik, _

(VIL2) B= [ P

Pef n¥
dOP-<q/2
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On désigne par & l'ensemble des diviseurs unitaires de B, par @' Yensemble
des polynémes De% dont tous les facteurs irréductibles sont de degré
strictement inférieur & 2r et par 2" le complémentaire de %’ dans 2. On
désigne par @,, respectivement 2, I'ensemble des De @ tels que u(D) =1,
respectivement, tels que u(D)= —1.

Si De% est tel que d°D < g, on pose

G
(VIL3) Sp = Z E(EA“D").
1}
AEFa-doD
Prorosition VILL. On a
(VIL4) IS— T w(D)Sp| < g,

DeZ
D <a

Démonstration. On a

G
5 — E(_Pk)‘ < q(a"f‘l)fz’
& “\m

a/2<d0P<a

5 (ir)- z o)

0/25d9P <a wm=1

et, avec (VI1.2),

Dautre part, lidentité de Mobius nous donne

G ' G G
v (Sl 3 woE(Svr)- 3wy Y E(ZU)
UeF, H UsF, De¥ H De# UeF,, H
©.B=1 “ pliv. B DiB it

d0p <a
et (VII4) se déduit alors de (VIL3).
' PropostTioN VIL2. Pour je{0, 1}, on a

(VILS) | Y Sp| < ratitege e,
DEQJ
aOp<r
Démonstration, Soit De%;nF,. Posons
' H =HjH, DY e G =GDY(H, DY.
Les polyndmes H' et G' sont premiers entre eux, et,
Sp= ¥ E(GAYH).
AEFBv—dO.D

‘Avec (VL3) il vient .
ISp| < 1-+(a—d°D)*4eqe~ 4P Sup (| H| =2, g~ ¢e=4D), | rja g~ kel dOD),

icm
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Erauire part,
kr < d°H ~kd®D < d°H' < d°H < ka—2kr,
donc
[Spl € atisegeter=a%p,
doi, (VILS).
ProrosiTion VIL3. Pour je{0, 1}, on a

(VIL6) >

Dedd;
r5d% <g~r

SD‘ < Cll +.l;‘1qa~2ktr'

Démonstration. On applique la proposition V14. Les inégalités
vérifices par a,r et d°H donnent (VIL6).

Proposrrion VII4. Soit, pour rour entier j=> 0, h(j) le nombre de
polynémes De @' tgls que d°D < j. Alors, on a

{(VILT
Démonstration. Posons

v=1-—(1/2r).

h(j) < ¢/~ (LN + 2arlopg) ~ 2,

Si Ded, D est sans facteur carré, et tous ses facteurs irréductibles sont de
degré strictement inférieur 4 2r. On a donc

k)< Y @Dy <e ]

. De@'nF; ] PeF 9, nF nW

(1+|P70),

2r—1

PR T (R S ED JURNY 4 I D M S
=

PeF g, nSF n¥ PeFy ¥ ol i

log (h()q™") <
qlr(l —u)

ooz (@) < 2rg/log(g).

log(h()g™ "} <
La majoration de h(j) s'en déduit.
ProposiTion VIL 5. Pour je{0, 1}, on a

(VILS) | >

D@’ nd;
a~r<dWD<a

-2 -
SD| < rqqutlogq) +a(l (1/2r))’

Démonstration. On a

IR

Ded’ n@; AeF ]
0

a—rXdVD<a

< T hla—d'4),

‘0
Ael]

G
E(—A"D")
DEQ'ZF\.@j H

a—r<d9p <a~-a%4
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d'on, avec (VIL7), .

! bé@znﬂj
| . a-r<dPD<a
Proposition VIL6. Pour je{0, 1}, on a
(VIL9) | Y Spl<a' Y+ (logayrg" .
De®' N
a—r<d®D <o

Démonstration. On pose
’ T= Z SD'

DEED"n@j
a~r<dOD%q

Snl < quq(logq}"zq(r—n)IZr Z IA|—~1.
Aer?

r

Alors,

G
T= E (—- A"D").
A;‘? DeQZr\QB 7 H

a—r<dOD<a=d04

Si Pe%”, D a un facteur irréductible unitaire P tel que d°P >2r, et D a
w(D) < a facteurs irréductibles unitaires. Si be{l, ..., a—1}, on pose
] i

G
=3 E (— A“D").
AEFO De2'' nB; H

a— r£d0D<a d04
w{D)=

Posons, pour AeF,,

6,)- ¥ ¥ E(%A“P“V“).
Pesfnl Ved
2r<dOP <af2 a— r<d0(PJf;’:a d04
Alors,
T, “1 Z ,(A)
bH_bAer,? R

La somme ©,(4) s'écrit comme différence @@ o

G epkpr
o(Cmr)

G

- U kpysk

OB = P;W V@Z E(HAP“V).
efn €P|j—1

Zr\tloP*‘»ﬂ!Z dO(V }<a~r
o(¥)=p=-1

ov- ¥ 3

Pef ¥ Ved|j— 1|
2r-ﬁd0!‘<n/2 dO(VP) <a doA
(V)=

icm
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. La proposition VL4 permet de majorer ces sommes. Si

~H/H, A9 et G =GAY(H, 4,
|@(1)| < a(a_dOA)1/4rqa—doA Sup {|Hiis, q—(a—d'OA)r’ [Hr|rq—kr (nﬂdoA)},

|@(2)f< a(a_r)l,m:qa—rsup {!H’lt, qw(a—r)t, [Hritq~kt(a—r)}‘

Les relations vérifiées par a, r, d°H et d°A nous donnent

|@(1)_@(2}| <& a1+1/4rqu—l:tr tAl—i,

a-1 1 1
T| < a1+1,'4t amkrr( _)( _)
o ; b§1 b A;‘flfll

Nous pouvons maintenant conclure.
Prorosimion VIL7. Soient des entiers

a > Sup {4kr, 4gr*f(logq)® + 2kr?}.

dou,

r>0 et

Si H est un polynome tel que d° He[2kr, ka—2kr], si G est un polyndme

premier 4 H,
G
E pk)
Pe!ZhFa (H

Démonstration. Immédiate avec (VII.4{VILE), (VIL8) et (VILI).
VIII. Evaluation de f; ().

ProrositioN VIILL. Soit ue? de valuation v(u) > (k—1)i. Alors,

(@) si v(w) > k(i—-1D)+1,fW=q
(B) si v(u) =kj—r, avec 1<j<ie 0<r <k, fi(w)=¢'
(y) si v(u)=ki+1, avec 0<j<i, si acFy est tel que
v(u—aX ") > v (),
fiw =g Y e(abd.

bEFq

1 +1[4t a— krr

(VIL10) <€ r(loga)a

Démonstration. (o) est immédiat. Pour avoir (B) et (y) on écrit

-1 -
fiw) =1+ Y Y E(ud",

r=0A4sbh,

et on applique le corollaire de la proposition II1.7.
Sivw)=ki—r, avec 1 <j<iet 0gr <k,

i—-1
S =1+ ‘;O(q—l)q’ =g/,
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=kj+1, avec 0<j <i, si aeF} est tel que v(u—aX""™) > kj+1,
i-1
S =1+ 3 (=g +q' Zoe(ﬂbk)-
r=0

F
beq

On remarque que, pour tout entier j> (k—1)i, si aekF], si ved,
f(v+aX"%) ne dépend que de a et de j. Posons

(VIIL1) fw+aX N = @, j).

Prorosimion VIIL2. Soit ¢ = G/H+u appartenant a larc de Farey ¥ gy
ou d°H <i. Alors, on a

(VIIL2) Sy = HI"'S(G, H)fi{u).

Démonstration. On a

G\ _ G "
f; (u + H) R;ﬂ Lep,.}j‘,oHE ([u + HJ [R+ LH] )

G G
f;(u+—~)= y E(——R") Y EMIHYE(u{[R+LH]*—IHY)).
H RE’@H LeF 49
Les relations {IV.1), (IV.7) et (IV.8) assurent que, si Re®y, si LeF;_,0p,
v(u{{R+LH]*— EH*}) > 1

si v{u)

et, par suite,
E(u{[R+LH]*- LH*})=1.

On conclut avec (V.1) et la “deuxieme formule de changement de variable”,

Prorosimon VIIL3. Soit G/H une fraction de Farey telle que ks < d°H,
Soit teUgy. Alors, on a

[fiB)] < it/4agi=ie,

Démonstration Pour ks < d°H < i, (VIIL2), (V.5) et la proposition

précédente nous donnent
@] < HI™ g s g,
Si i <d°H, les relations (IV.1), (IV.7) et (IV.8) assurent que

0= (-g)

La majoration (VL3) nous donne
[fi(th < ititegigheti=2,

' IX Approximation de g(t) sur les arcs majeurs. Les théorémes de
répartition des nombres premiers dans Jes progressions arithmétiques se
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généralisent aux polyndémes de F,[X]. On a les théorémes suivants,
conséquences immédiates de résultats établis dans {7].

THEOREME A. Soit, pour tout entier v >0, n(r) le nombre de polynémes
irréductibles unitaires de degré r de F,[X]. Alors,

-2 <rm<q.

TutorkME B. Soit, pour tout entier r >0, pour tout polyndme unitaire

H # 1, pour tout polyndme K premier 4 H, H(r;H,K) le nombre de

polynémes irréductibles de degré r de F,[X] congrus & K modulo H. Alors,

g g—1)

If(r; H, K}— o ()

<(g-1) (1 +d°Hyg".

Tugorime C. Soit, pour tout entier r > 0, pour tout polyndme unitaire H,
pour tout entier k > 0 tel que k+d° H = 1, pour tout polyndme K premier d H,
[1(: H, k, K) le nombre de polynomes irréductibles P de F,[X] de degré r,
congrus & K modulo H et tels que

d°(X*°PK — X*°KP) < d°P+d°K — k.
Alors,

r—k
& (H)

Ce dernier théoréme correspond & une partition des polyndmes
irréductibles suivant les différents restes modulo H, et les différents systémes
(,, ..., a,_,) possibles, pour les coefficients des k termes de plus haut degré.
Définissons d’une autre fagon une telle partition.

DermTION. Soit H un polyndme non nul. Les polynémes A et B sont
dits équivalents modulo Ry si

(1) A et B sont congrus modulo H,

(2) &°(A-B) < N. :

La proposition suivante donne un systéme de représentants des classes

[1¢; H, &, K)—— < (k+1+4°H)yg™.

modulo %y
PROPOSITION IX.1. Soit H un polyndme non nul de degré d°H < ks, soit
w = N—d°H, et, pour tout entier r > N, soit o/, Tensemble des polynomes

A=X"HB+R

ot B décrit D,_y, ott R décrit %y,
Alors, la réunion de 6y et des différents ensembles of, (r = N), constitue
un systéme de représentants des classes d’équivalence modulo Ry.
Démonstration. Remarquons que des polyndmes A et B de degrés
différents au moins égaux a N, sont distincts modulo #y et que des
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polyndmes A et B de degrés strictement inférieurs & N, congrus modulo H,
soni congrus modalo %j.
Soit un entier r > N. Les polyndmes de o/, sont de degré r. Soient

=X"HAB+R et A =X"HB+R
des polyndmes de «/,. S'ils sont équivalents modulc g, alors,
R=R e d°(A-A)<N,
d’ou,

IX"HB-X"HB| <q" et |[B~B|<l.

Chaque ensemble o/, contient au plus un reprcsentdnt de chaque classe
modulo %y, de plus,

‘ Card(##,) = (g—1)g"" " |H|.

Or, les polynémes de D, se répartissent en exactement (q— 1)¢"" " |H| classes
modulo #y, &, est donc un systéme complet de reprcsentants modulo 98y,
des polyndmes de degré r.

PropositioN IX.2. Soit t appartenant a Farc de Farey gy, Alors, si A et
A’ sont des polyndmes équivalents modulo Ry,
E(td) = E(t4").

Démonstration Immédiate.

Proposirion IX.3. Soit ¢ =u+G/H appartenant & Tarc majeur Wgy.
Alors,

(IX.1) g(t)— —E% G(v (W) < (g— 1){2ks + 1)gm 2+
o,
(q—-1)q"m, si v >m+l,
(IX.2) Gv(u) = { —q™/m, s viu) =m+1,
‘ 0, si vy m

Démonstration Utilisons le systéme de représentants des classes
modulo #y donné par la proposition IX.1. Si Aes,, notons provisoirement

P(m; H, 4) le nombre de polyndmes irréductibles de degré m, équivalents &
A modulo #y. Alors,

g)= 3 E(tP)= ¥

Pelyy, Aesd

Si A et H ne sont pas premiers entre eux, et si P est un polynéme

E(tAYP(m; H, A).
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irréductible congru & A modulo H, P divise H. Ceci ne peut se produire pour
des polyndmes P de degré m > k(n—1) > ks = d°H, d’ov,

gt = Y EQAP(m; H, 4),
“in s

Si les polynémes A et H sont premiers entre eux, le nombre P(m; H, A) est

le nombre [[(m; H, m—N, A) intervenant au théoréme C, d'ou,
N
g (t)— m(b(H < (g—1)(m—N+1-+d°H)g™ Vgm2,

(A H)ﬂ 1

et, par définition de 7, et des arcs majeurs,

W G
g(t)-—;l—gim > E(-I-_I—-R)E(uR) Y E@X*HB)

Erﬁ':'q BEDM_N

< (g —1)(Zks+ 1)g*esg™2,
Si Re%y, vuR)> 1 et E(uR) = 1. Comme pour le théoréme 3.1, chapitre
V1, de [6], on a

5 E(%R) = (A,

Re’ﬁ’}!
d’ou,
. GINI«‘(H) ks
] 7 (£) e —ommers EuX*HB)| < (g—1)(2ks+1 mi2,
0] g (1) m¢(H)nEn§:‘,*N ( )| < (g—1)( }a**q
On a

m+l—-N>m—N>—N=v{XH) > —v(u).

On applique la “premiére formule de changement de variable”. Il vient

Y E@X'HB)=|X*H' Y E(uB)
By, ..y Bel,
(g=~1g™", si v(w)>m+l,
m%-q"‘“‘”, si v(u) =m+1,
0, s vwsm

On pose
G(v(u))=f1— Y E(uB),

m BeDy,

d’oty, (IX.2); (IX.1) se dédnit alors de (i).
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COROLLAIRE. Sous les mémes hypothéses,

Ix.3) g (1)~ ;27((%62(\; W) < 2(g—1)*(2ks + g g*™*m ™1,

Démonstration. Immédiate avec le théoréme A, (IX.1) et (IX.2).

X. Estimation de fi*(¢). L’étude de f*(r) sur les arcs majeurs nécessite
une équivalence #; 5 donnant une partition de .# plus fine que celle donnée
par . '

DermnTioN. Soit A un pelynéme non nul. Les polynémes 4 et B seront
dits équivalents modulo &, y si

(1) A et B sont congrus modulo H,

(2) a4 <i—s et d’B<i—s, ou, d°A > i—s et d°(A—B) < ki—ks—
—(k—1)d°A.

ProrosiTion X.1. Soit H un polyndme non nul tel que d° H < ks. Soient,
pour tout entier reli—s, ..., i—1}, w(i,r) =k(i—-r—s)+r—d°H, et o/ (r)
Pensemble des polynémes A = X" HB+R, oii R décrit @y, ou B décrit
Dygvs-a-

Alors, la réunion de €y et des ensembles o4 (r) (i—s < r < i), constitue un
systéme de représentants des classes modulo & gy des polynémes de F;.

Démonstration Comme pour la proposition IX.1.

Prorosirion X.2. Soit t appartenant & Tarc majeur Ugy. Si A et B sont
des polynémes équivalents modulo &, g, on a

E(t4% = E(tBY.

Démonstration Immédiate.
Soit j un entier 2 2. On pose

! j—~1

(X.1) oj=(q~1) 3. a'/r.

. r=1

On note ; Papplication de 2, dans C définie par

v(u) > k(i—1)+1,
: o5, si vielki+2,..., ki+k}, avec j<i—1,
X2y wyiu= o+a( Y e(abM), si

O
be'l-‘q

'O'i, si

v{u) = kj+1, avec j <,
et si aeFy est tel que
y(u—aX ") > v ().

On remarque que si u=aX "+v, avec ack, et v(v) > v(w), ¥;(u) ne

dépend que de a et de v(x). On pose alors

(X.3) Vi) = oi(a, v(w). |

icm
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Prorosimion X.3. Si t = G/H-u appartient & Tarc majeur U, on a
(X4) [fi* (1) §* (G, H)B(H) ™ ", () < s>

Démonstration. On a

i-1
(@ L= S0 ou S(0)=7Y E@tPY)
r=1 Pel,

Si refi—s,..,i—1}, si Aes(r), notons P;(r; H, A) le nombre dt_:
polynémes Pel, équivalents & A modulo % y. Si reil, vy E—8—1}, si
Re%y, soit p{r; H, R) le nombre de polyndmes Pel, équivalents a R
modulo @, 5. Alors, pour re{i—s, ..., i—1},

S, = 3, E@dP(r;H, A,

At {r)
(Ad,H)=1

pour refl, ..., i—-s—1},

S, = 3 E(@RY:(r; H,R).
Re‘n&’}f
Sirefi—s, ..., i—1}, si Aes(r) est premier & H, le nombre P;(r; H, 4} est
egal au nombre [[(r; H, kr-+ks—ki, A) du théoréme C, si refl, ..., i—s—
~13, si Re®}, p(r; H, R) est égal au nombre II(r; H, R) du théoréme B.
En procédant comme pour la fonction g, on obtient, pour re {ims, ..., i—1},

S,H— ¥ E(%R") v

RE{‘;! ’ BEDk(r+s‘ i)

qkl'—ks*' (k- L)

E (u [R + X"’“")HB}") _?gp(_H)—_

S 2(q _ l)ksqk(r+2s—i)qrﬂh
Si Re%y, si BeDyyysmi»
Eu[R+ XW(i.r)HB]k) =FE (uX"W(i")HkB").
On applique la “deuxiéme formule de changement de variable™, 11 vient
S* (G, H) .
S, (f) — ==Y E(uBY)
® rd(H) BE),.

De la méme fagon, pour re{l+d°H, ..., i—s—1},

(ll) < 2(q— 1)ksqk(r+ Zsml)qrfz-

(i) S.(t)~ gc_!_:ﬂq: S¥(G, H)\ < (q__' 1) (ks + qusqr.’l’

réd(H)
et, pour refl, ..., d°H},

5,(0- W g, H)‘ < (=) (ks + g+ 4, (H),

() r® (H)
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olt 4,(H) désigne le nombre de diviseurs irréductibles de degré r de H
Notons que pour re{l,...,i—s—1}, on a

E E(uB" = Card(D,) =(g—1)q"

BeD,

On majore la somme des A,(H) par d°H. Les relations (i), (ii), (iii) et (iv), le
corollaire de la proposition IIL8, les relations (X.1) et (X.2} donnent alors le
résultat annonce.

ProrosiTioN X4. Sitesf', on a
(X.5) £ ()] < slog (f)yit * Lidegi~ iz,

Démonstration. Si res, il existe un arc de Farey U tel que
te Mgy et ks <d°H <N =k(n+1~53). Si AeF,, E(tA") = E(GAYH), dou,

G

o= ¥ E(—H—P").
PefnF;

Mais, ie{n, n+1}, n et s vérifient les conditions (IV.1) et (IV.7). On peut

donc appliquer la proposition VIL7 avec r = [f—%—l—],

ce qui nous donne le
résultat annoncé.

XI. Approximation de R,(M) et de R¥(M). Posons

(XL1} Ji(M) = ;[’ fi(t)g* (OE (— M1)dt,
(X1.2) JiM)= | £i()g* (DE (= M1)dt
&
_ (XL3) JH(M)= | fi*()g” DE(— Mi)dt,
. el
(XL4) ‘ J¥(M)= | f*(g* () E(—Mt)dt.
ol
ProrostTioNn XI1.1. On a les majorations
(XT.5) |J1 (M) < i”“’q"*"”*"'m_l,A
(XI.G) |J;(M)I « i1+1,‘4'rqi+m"(kts/2)m~ 1 .

Démonstration. D'aprés la proposition VIL3, si 1€,
i) < itteegt=se,
dou,
i(M)| < itl%egi=4 [ g2 (t)ldt g itt4eqi~hes iigz(t)l dt,
-

V(M) < iVegi~*esCard (1),

icm

(X1.5) se déduit alors du théoréme A.
De méme, daprés (X.5), si tes,

1% ()] < slog (iyit* Wegi=tksi2)

le méme procédé conduit a (XL6).
ProrosiTion X1.2. Soient

X1.7) K, (M) =(g—2)q"|M|m™~ 2,
(X1.8} K¥ (M) = (g—2)a,|M|m™?,

et, si k divise d°M, soient

(XL9) K, 1 (M) = ¢"|M|(¢* —2g +r(M))m 2,

(XL10) Ky (M) = ((61“2)%+q"(q—3+r(M)+é)n"l)lMlm*z,

ot r(M) est le nombre de solutions beF, de léquation
sgn(M) = |

Alors, si ie{n, n+1}, si G/H est le centre dun arc majeur,

2(H)S
1D (om0 K0 G B (-0 ) < 2o
2(HS*(G, H G .
(X113 If“f”(M)“K”M)ﬁ“(“%?T;}'}"_)E("Mﬁ) éms“zf'““‘" "2,

Démonstration. Soit t = G/H+u appartenant & larc majeur ¥gp.
Alors, avec (VIIL2) et (IX.3), on a

HS(G, H)
|H|®*(H)

2), (X.4) et (IX.3), on a
W (H)S* (G, H)

i (0g* (1)~ F@)G* (v ()| < 2(g—1)* (2ks + g+ C A fm,

avec (X.1), (X

it 0% O~ gy WG (v 1)
&y qZk.H— 2@(i/2)m" 2 +.% q“' 2kg-+{3Im/ 2} <35 qm‘+ 2m+(i1’2)m— 2.
Posons
() LM = [ fGh@PE(~Mid
vu) > N+dOH
(i) M= [ (G @)E(—Mu)du.

vy >N+dOH
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Alors, on a ’ Im Soit r(M) le nombre de ceF, tel que sgn(M) = ¢*. Alors,
m+n
#(H)S (G, H) 2 _4 ( 2
IE,G,H(M)—-L(-(J\J)WE(—ME) < gt Lyr1 (M) ==5-{ (g = 1) +— ((q Lr(M))—(g—r (M) ),
. 2 mn
P2 (H)S* (G, H) G\ . S5 srerns: T
IR‘G/H(M*Q(MWE(—ME) <-n;2-q3" Thnrifz, Loy (M) 5 (g% —2g+r(M)).
11 suffit d’établir les égalités L, Avec (X.2), on a
2
K(M)=L(M) et Kr(M)=Ii(M). I, (M) ..ﬁf_mllmiw 97§ E(—Mudu+t
On a vu que G(v(u)) est nul si m = v{u). D'autre part, si v(u) > m, v(u) > k(n—~ 1
—1)+1, d’aprés la proposition VIIL1 et la définition (X.2), + Zo [ o*(b, m+ )G (m+ 1)E(— M (u+bX ")) du,
hy=q" et Y, =0, g e
dou,
En remplagant G(v(u)) par sa valeur on obtient (4—1)% -1 gt N
a—1\? toa My =2 LImd oy ( ; Zoe(bc"))e(-—sgn(M)b),
L, (M) =¢q" ((—m“) [ E{—Mu)du+ ‘ m? beFg am® oy '
Pl +m m—1
q
+g"m? Y | E(—-M(u+bX”"’“1))du), By (M) == {(a— D0y +0, Zoe(—bsgn(M)))+
beFC » bey
g 71+m q
q !
gt m+n-1 ‘ += ¥ e(b{c —sgn(M))),
Ly(M) =1 @~m+zehmww@=ﬁ~ (a-17-1), " ser
beFy m? ceFy
‘ mt m—1
- L, (M) = —5-(4—2); B (M) =2 ((g— D204 1 ~0,+ 4" (MY (g— 1) — (g — L= r(M))),

et, de la méme fagon,

L (M) ——((q 2o, +4" (q—3+r(M)+~‘2;))_

(M) = —2. On a les minorations,
m+n+1 -2
Le cas i = n+1 ne nous intéresse que si m = d°M = kn. On a alors, avec la (XL.13) Ky (M) 2 (4— 24 ’
proposition VIILL, _ (X1.14) K¥(M) = (g—Dg-2)g" " *ntm e 2
__12 2m+n+1 X115 K* ) m-bn- 1n~tm 2.
Lyt (M) m(i__)mT.___ § E(—Mu)du+ ( ) - K (M) 2 (@2 _
It 1 PropoSITION X1.3. Pour tout polynéme M de degré d°Melkn—k, kn),
+ 3] @b, mA DG mt DE(~ M (u+bX ™) du. on & '
bel‘q Pt (X116) |Rn(M)"K,,(M)G(M)I < Kn(M)n1+(ll4l_?)“k0h’
En remplagant ¢(b, m+1) et G(m+1) par leurs valeurs, on obtient (X1.17) |R¥ (M) — K* (M)S* (M) < K:e(M)”:'H-(lid-r)*(k:hjz),
(g—1y%g™*+" grtrt pour tour polyndme M de degré kn,
Lys (M) = + e(b(c*—sgn .
h et g % b)) (KLI8)  [Ryps (M) K1 (M)S(M)] € Ky (Mt H0050 k08,

3 = Aeta Arithmetica XLIV.]
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(XL19)  [Riy 1 (M) =K}, s (M)S*(M)| <€ Ky o (M)n?T (97 Geti),

Démonstration. On applique la proposition précédente, Avec (X1.5)
t (V.13), il vient

IR (M) — Ki {M)E (M)

; s .
«KI(M)q—ks,’2+i1f4ng—ks+mm—1q,r_;';qx+3ks+(m/2) Z @(H),
Hedr
498 < ks

d’on, avec {(X1.7) et (XI.13),
IR(M)— K, (M)S(M)] < K, (M) [q“’“‘f%mﬂ“"q“*u %q”‘“"‘"‘”’],

(XL16) et (X1.18) se déduisent alors de (IV.1) et {IV.7).

On procéde de méme pour (XL17) et (XI.1%).

Cette démonstration achéve la démonstration du théoréme. 11 suffit de
choisir maintenant h suffisamment grand pour gue 3-(1/4t)—(kth/2) soit
=0, Cest & dire b= (3+2% 22241k Les nombres R, (M) et R¥(M) sont
alors asymptotiquement équivalents aux nombres K;(M)S{M) et
K*(M)E&* (M) qui sont strictement positifs.
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ACTA ARILTHMETLIUA

XLIV (1984)

On elliptic units and class number of a certain
dibedral extension of degree 2!

by

HemmMa Havasnr (Kumamoto)

0. Introduction. G. Gras and M.-N. Gras have introduced an effective
method to compute the class number of the real abelian number field,
utilizing cyclotomic units ([2]). K. Nakamula has introduced an effective
method to compute the class number of a certain non-galois number field,
utilizing its elliptic units ([6]). Nakamula also considered more general
problems concerning the class number formulas related to elliptic units, and
pointed out some essential issues ([7]). Our purpose is to establish the
similar algorithms to those in [2] for any abelian extension over an
imaginary quadratic number field, utilizing elliptic units instead of cyclotomic
units. In the present note, as the first step of our purpose, we shall treat the

" following special case.

Let I be an abelian extension of degree ! with an odd prime number !
over an imaginary quadratic number field K such that L is a dihedral
extension of degree 2/ over rational number field Q. For each number field
_, we denote by h._, E_ and p_ the class number of ., the unit group in _
and the torsion part of E_ respectively. Then the index formula of the
following form is well known (cf. [9]):

h
[EL: by "IZ[G]] = M“&:
hx

where G denotes the Galois group of Lover K, Z[G] the group ring of G
over the ring Z of rational integers, # an element of E, explicitly given by
using the values of the Dedekind n-function and M a constant explicitly
given depending on the choice of # (§ 1). Our problem treated here is how to
give an effective algorithm for the numerical determination of [E,: p 1.
In this note we shall show a procedure to solve this problem. Especially we
shall treat more precisely the case where I = 5. The reason why we treat the
case where | = 5 is only that the case where /== 3 has been partially treated
by Nakamula (I of [6]), though his treatment is slightly different from ouxs.

It is also possible and interesting to establish the similar arguments in
the treatment of the arithmetic of the maximal real subfield £2 of L. This



