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Eine Anwendung der Selbergschen Siebmethode
in algebraischen Zahlkiérpern

von

JireEN G. Hmz (Marburg)

1. Es sei f(@) cin irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten. Die 1969 von H.-E. Richert in [17] verallgemeinerte Selbergsche
Siebmethode liefert neben zahlreichen anderen Anwendungen auch ein
Resultat iiber die Verteilung von Fastprimzahlen unter den Funktions-
werten f(p) fiir Primzahlen p ([17], Theorem 7). Ein wesentliches Hilfs-
mittel bei den Abschitzungen ist der Primzahlsatz von Bombieri ([6],
Theorem 4).

Entsprechende Problemstellungen ergeben sich fir Polynome in
mehreren Unbestimniten. In einer Arbeit von G. Greaves ([8]) wird fir
ein irreduzibles Polynom f(@,y) s Z[z,y] vom Grade g unter den beil
diesen Fragestellungen iiblichen Voraussetzungen die untere Abschitzong

(1.1) > X 1zc il fiir ﬁzéo(f)

2. i log*z
Qf{py, pay <o+l
mit einer Konstanten € = ¢(f) > 0 bewiesen. Dabei bezeichnet 2(m)
die Anzahl der mit ihrer Vielfachheit gezéhlten Primteiler von m.

Die Herleitung eines Spezialfalles von (1.1} mit f{#, y) = 2m —2y hat
sehon M. B. Barbap. in [3], 8. 78, skizziert.

Zum Beweis von (L.1) werden wie bei Polynomen in einer Unbestimm-
ten die Ergebnisse von H.-BE. Richert in {17] herangezogen. An die Stelle
dos Primzahlsatzes von Bombieri tritt hier der Satz von Barban (2D
und, Davenport—Halberstam ([7]).

Ts isb ein Ziel dieser Arbeit, das Resultat von G. Greaves auf al-
gebraische Zahlkorper zu verallgemeinern. Dabei wird im wesentlichen
der Beweismethode aus [8] gefolgt. Die Uberlegungen im dortigen Ab-
schnitt 3 lassen zich vereinfachen, Ferner muf die Beziehung {8) modi-
fiziert werden (vergl. Lemma 2.1 unten), weil die < -Konstanten von 1
abhingen. Die Ausfithrungen in der vorliegenden Arbeit zum erweiterfen
Selbergschen Sichb in algebraischen Fahlksrpern bernhen aunf Unter-
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suchungen von W, Schaal in [20]. Der dortige Hauptsatz ist im Falle
I=(1) fir grofere Anwendungsbereiche herzuleiten. Eine geeignete
Verallgemeinerung des Safzes von Barban und Davenport-Halberstam
wurde in [12] bewiesen.

Im folgenden sei K ein algebraischer Zahlkzérper vom Grade n =y, -
+2r, (in der iiblichen Bezeichnung) und der Diskriminante & iiber dem
Kérper der rationalen Zahlen. Tir ein ganzes Ideal a in X bedeute Na seine
Norm. Die n Konjugierten einer Zabl & e K werden. mit &9, &k =1, ..., n,
bezeichnet; N¢ ;== £8 - £ gei die Norm von & Fine Zahl @ ¢ K he;Bt
total- posztw, falls ™ > 0 fiir k = 1,..., #, gilt; sie heillt Primeahl (oder
prim), wenn das ven ihv erzeugte Hauptideal (w) eln Primideal in K ist.

Fiir die reellen Zahlen P, > 1, ..., ¥, = 1 mit dem Produkt P : = P, ---

«-- P, gelte
-PF;:PL--;-rz fitr k= +1,..., 07,
Perner sel
(L2} R:={wek; o total-positive Primzahl, [o®| < P, k=1, ...,n}.

Das Hauptresultat der in der vorliegenden Arbeit durchgefithrten Un-
tersuchungen igt

_SATZ LY. Bs sei F(w,y)e K, y] ¢in von o und y abhdngiges irre-
duzibles Polynom vom Grade g =1 mit ganeen algebraischen Koeffizienten
und ohae festen Primidealieiler. Fiir einw Primideal p in K bezeichne L
die Anzald der gonzzahligen Lésungen mod p von F(a, f) = 0 mod p it
(a,p) = (B, p) =1 Hs gelie:

p—1y

(1.3) Lip) < (&

fir alle Primideale p in K it Np < g +1.
(a) Fir I 23 ergibt sich die obere Abschittzung:

- |
(1.4) N 2 1< B~ IHO(}Eﬁl‘:’gP)} .
meﬂl @’ =R ]'Ug P l lOg‘P
B, w’) prim

(b) Fitr P = Py(F, K} gilt:

A% 3
(1.5) DRI SN i g
;E{ w’'el 8 ’ ].Og‘!f)

D(Fl{a,0'))<g 41
Dabei ist

(1.6)

GO(Fa K} i= ( 5 )3 ” : _L(p}/(_Np _l)n?

1—-1/Np
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wobel w die Anzabl der Hinheitowurzeln, h die Klassenzahl und B den Re-
gulator vow K bezeichnen. Das unendliche Produkt diber alle Primideale p
in K ist honvergent und positiv. (o) bedeutet die Anzahl der mit ihrer
Vielfackheit gezdhlien Primidealteiler des Hauptideals (a). Die aufirelende
O-Konstante 1 (1.4} hingt vom Kirper K und vom Polynom F(z,y) ab.

Einige Spezialfille von Satz 1.1 werden im Verlauf der Arbelt dis-
kutiert. _

Dor durch die Bedingung (1.3) ausgeschlossene Extvemfall trité ein,
wenn ein Primideal p, in X existiert mit Fp, < g-+1 vnd L(p,) = (Np,—1)%
Dann gind alle ganzen Zahlen ¢, § € K mit (e, ps) = (8, p) = 1 Lidbsungen
der Kongrnenz #(a, §) = 0 mod p,.

Die untere Abschitzung (1.5) stellt die Verallgemeinerung von (1.1)
auf algebraische Zahlkérper dar. Man vergleiche hierzm aunch die Arbeit
von, H. Sarges ([19]), die Resultate von H.-E. Richert sus [17] auf Zahi-
kérper itbertrigt. Filr ein Polynom F(z) in einer Unbestimmten wird,
dort ein #hnliches Problem geldst, wobel allerdings in (1.5) nicht nur
Primzablen o & R, sondern belishige ganzzahlige fotal-positive Argumente
£ mit [E® <P, k=1,...,n, zugelassen sind.

Alle in dieger Arbeit aunftretenden Konsgtanten sind positiv und nur
vom Korper K und vom Polynom F(x, y) abhiingig, sofern nichts anderes
vermerkt isht. Kleine deutsche Buchstaben werden fiir ganze Tdeale in
K verwendet. Insbesonders bedeuten p,p,,... stebs Primideale in K.
Ferner sollen leere Summen den Wert 0 und leere Produkte den Wert 1
haben,

2. Es bezeichne Zz den Ring der ganzen Zahlen avs K. Im folgenden

sei
(2.1) (@, 9) = D X vy@y € Zxls,9]
Tfjféa

ein irreduzibles Polynom vom Grade g3>1 ohne festen Primidealteiler.
F(z,y) sei weder von z poch von y unabhiingig.

Als Grundlage fiir die Untersuchungen zur Selbergschen Biebmethode
bendtigh man eine Approximation fiir den Ausdruck

22

weR o'eR
F(m,m'}EDmDﬂq

g quadratfrei.

Bine geeignete asymptotische Abschitzung soll in diesem TFara-
graphen hergeleitet werden.

LeMMA 2.1. Hs seien ag, fo € Zg und p ein Primideal in K. Dann
existiort eine von a,, o wnd p unabhéngige naturliche Zahl m, = m, (¥, K),
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so daf gilt:

1 my; 2 1 < my.
fmod p amodp
Flay, fy=0modp Fa, ,Ba)wﬂmadp
Beweis. Man ordne F(o, y) in (2.1) nach Potenzen von y. Wegen
der Irreduzibilitit hat F{z, ) dann als Polynom in ¢ teilerfremde Koef-
fizienten f;(#) in K [#]. Durch Multiplikation mit einer geeigneten ganzen
rationalen Zahl m > 0 ergibf sich:

i +3g(~0)fg @), 8@} € Zg[x],

Ans m = 0 mod p folgt Np < m™ Es sei also m % 0 mod p; doann sind
filr kein o € Z; alle Koeffizienten von. F{a,y) durch p teilbar. Die Kon-
gruenz F{a,, y) =0 modp besitzt in diesemn Falle hichstens ¢ inkon-
gruente Lésungen f e Zy.
Analog erhélt man die Behauptung fiir den zweiten Ausdruck.
Nach einer Bemerkung von €. L. Siegel ([22], Hillssatz 6) existiers
eine fotal-positive Einheit 5 e K, so dal gilt:

m = 8, (B)fo (% t=0,...,4.

(2.2) e P By e Py < P =1, ., .
Dabel sind ¢, und ¢, nur vom Borper A abhiingige Konstanten. Man
setze:
ABI"
(2.3) _ f f dm’“ ,
T 2R log(ml " By

wobel w die Anzahl der Einheitswurzeln, & die Klassenzahl und E den
Regulator von K bedenten, Die Integration erfolgh iiber 2 < x, < PiF,
E=1,..,r+li=0 47, mibe =... = by =1y €y =... =€ =2.
Nach [12], Lemma 6, gilt:

w P 1
2.4 I=——_. 14+0(—— >2.
) AR logP{ + (logP)}’ b=
Ferner sei
(2.5) P60y := > 1, &clg.
mﬁ‘?iidq

Es .bezeiehnen’ #(g) die Mébiussche, @(q) die BEulersche Funktion fir °

Ideale und »(q) die Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von q. L(g)

sei die Anzahl der Losungen mod g von I'(a, §) = 0mod g mit (a,q)
= (f,q) = 1. '
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Ledmva 2.2. Fir ein ganges Ideal q in K mit uw(q) # 0 un@ Nq <
P=2, gilt:
L
§i= MM 1 —r229 L mpa),
well weR 7 (q)
Flw,w)=0modq
wobei
v{)
B(P;0) <m0 Y {H(P f,q)—i} +P(logpy ZOUITE
&modq 9"((]) l\[q
(& a)=1
P I |
] v(a) oe.
TN () E;%;q! (P3&,q)— ‘PCE)I
Ba)=1

Die auftretende <-Konstante hdngi wur vom Kérper K ab.
Beweis. Zunfichst erhiilt man:

(2.6) §= 33" 1+ 22 1+ 331

ocR  weR meﬂl o'eR ms?{ oeR
F{m o' j=0modq
T(m,w ):Omndq

F(co,m J=tmodn
Dabei bedeutet im folgenden der Stern am Summenzeichen, dal nur
iber zu q teilerfremde Zahlen bzw. Restklassen summiert wird, Mit
Lemma 2.1 und Hilfssatz 9 aus {18]—die dortige Bedingung (85) ist
aufgrund der Bemerkung (2.2) exfillt —ergibt sich fiiv p{q) %0 und

N P:
Z 1

(2.7) Z 2 1= Z

oef oER wedl fmodg

F(w?alg)zt)mod.q old Flo.f=tmoda o Epmndq . .
P : v (q) {omg)"
— (m "‘“’Zl Pllogpy 1010
'<< Nq ( D) “ « ( g ) Nq
: alg

Die letzte Abschiatzong pgilt wegen der Beziehung (9) auws [12]. Analog
kann man den dritten Term in (2.6) behandeln. Ferner ergibt sich mit (2.5):

* i 1 =7 L(q) -
(1)

+ > Daeeia e - M 0 -

ermodq fiodq
F(a, f)=0mod q

aell o'2R
Fla, 0" =0 mod q
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I * * [ I T
b (P; 0, 0) = — - +11P3 6, ) = — )
uJ;l‘q ﬂu;i;q 1 (T) ‘P(q)
F{e,fy=0mod g

Die Augdriicke 8; und &, lassen sich mit Lemma 2.1 wie folgt abschitzen:

| rla) '*J]] P: — _LI__‘.E,
Sl < @ DI 8, @)

Emodq

18] = 2 (P&, q)— —

gla)

vzzc
-

fmodg

o{q)

Zusammen mit {2.6), {2.7) und (2.4) folgt die Behauptung wegen Nqp~'(q)
< loglog3¥q.

Fiir das Restglied E(P; q) in Lemma 2.2 bendtigh man im folgenden
mur eine Abschifzung im Mittel. Dem Beweis dieses Resultates werden
drei Hilisséitze vorangestellt.

ILemara 2.3, Fs seien Q=2 und 1 N; dann gilt:

2 ;éq) ) <y (logQ)’
Ng<Q
Beweis, Der Beweis verlduft ebenso wie im rationalen Fall ([17],
Lemms 8) durch vollsténdige Imduktion nach 1.
LEMMA 2.4, Hs sei A eine beliebige positive reelle Bahl qmd P-(logP)™4
< Q< P; dann gilt:

2

N’ {HP-E —Mi-} <4z PQogP)

N{%Qeéq (Pi€,9) e 4.5FQ (ogP)
(&0)=1

Beweis. [12], Theorem 1.

TiemMara 2.0, Fs seien e N und P>
4 >0 gilt:

2. Biiy eine beliehige reelle Zahl

2 A el
O Z{H(P;s,q)m—;%} <Pogry * T F

£maodyg

No<P{logP)—4 ol
29)=

icm
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Die <«-Konstante hingt von I, A und K ab.
Beweis. Wegen (2.4} und

P
(2.8} IHP: &, q) € ﬂ +1 - ([181, Hilissatz 9)
erhilt man als triviale Abschitzung fiic Nq < P:
T | I lz e
P . gy — S
2, AR TN

émnodng

Hiermit ergibt sich moter Verwendung der Caunchy-Schwarzschen Un-
gleichung wnd Lemma 2.3:

: 3 I 3
2 {H(P;f,q)— —-—}

)
#0 &mod g ‘P(q)

NosElogPy—4
:‘.(q)zﬂ“ﬂ [ * I 212
<P TSR ) > H(P;E,q)—h—}
Nqu(IZgP)"'A (Na) lﬁmq ¢{(a)
ul * . T\
> (H(P;t,q)——)}
Nq«’P(IogP)—-‘i fmod q
-i

< P{log}?)lz’”{

\ —(z-—l)

< P(logP)

Die letzte Abschitzung folgt nach dem Satz von Barban tnd Daven-
port-Halberstam in algebraischen Zahlkorpern (Lemma 2.4).

Das Hauptresultat dieses Paragraphen wird im folgenden Satz zu-

samumengefalt.
Sarz 2.1, Es sei

_ 12 L0 .
(2.9) 22 L= i TR

weR  w/eR
Flo,oy=0moedq

Dann gibt es eine Zahl Ay = A4(m,) > 0, so daf Jir P =2 gill:
3 BS9REP;q) < Plogh)™
Nqu(logP)—A“

Die aufiretende <-Konstante hingt nur von m, und vom Korper K ab.
Beweig. Man wihle A,:= (3m,)*+7; dann folgt nach Lemma 2.5:

> (@) (Bmg)™" v IH(P; £,q)— -—-—1 < P*logPy~*
4 @) )
Ne=PlogF) "0 £ mod CI

2 — Acta Arithmetica XLI3
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Ferner ergibt sich mit Lemma 2.3 und Lemma 2.4 nach zweimaliger
Anwendung der Cauchy-—Schwarzschen Ungleichung:

#*(a) W W I
b, - (3‘”30)1(“) V(P18 q)l— ——
Z T |
woeriit o N4 o, 7(a)
. ' Tamle
<{2 “ﬁ\(q) (3my) “"“" { Moo Y aeis - — )l 2
Ng<P ‘ \qg__pﬂogpj"—‘{o fmeod q qﬁ(Q) I
< P(logP)™.

Behliefilich gilt wegen Lemma 2.3:

e
Nq=pP

#%(q) () "
D Ly Bme o) <

Somit folgt die Behanptung von Satz 2.1 aus Lemms 2.2,

3. Man setze fiir ein ganzes Ideal ¢ in K:

No-Liq)

{3.1) Fg): =
@ *(q)

Bekanntlich ist G(q) eine multiplikative Funkilon. Sie spielt bei den
Untersuchungen zur Selbergschen Siebmethode eine wichtige Rolle. Im
folgenden sollen die bendtigten Higenschaften von G(p) fiir ein Prnmdea;l
p in K hergeleitet werden.

Lmnia 3.1, Far ein Primideal p in K gilt:
Lip)<g-(Np—

Beweis. Man betrachte F(z, y) als Polynom in y mit Koetfizicnten,

{liif Polynome in 2 sind. Da F(e, y) keinen festen Primidealteiler besitzt,
eilt:

[
Plersy) = Dy oy

Simod p,

wobei die Koeoffizienten von Jolwy fir j =1, ..., 1 nicht durch p teilbar
gind. Jede Wongruenz mod p kann als Glemhhelt 1111 Korper ZK /o hetrachtet
werden. Fir ein Polynom ¢ mit Koeffizienten aus Zy sei g das Polynom,
welches durch Frseizen aller Koeffizienten von ¢ durch die zugehdrigen
Restklassen nod p cntsteh’s Es bezeichne i(z) den gmﬁten gemeinsamen
Teiler von fg By .eny fs, . Dann giit:

U”:‘J} :t(m)Fl(m:?)’): Fl(w?y) eZgfple, ¥1.

Selbergsche Siebmethode in algebraischen Zahlkorpern 231

Somit erhilt man:

. \?

Lip)< ) § 1+ E §
emodyp Smodp amodp ﬁmodp
Hay=0 (8p)=1 (a,p)y=1 Fyfa.f)=

g'(Np_“l)y

weil nach Konstruktion von F, fiir kein o € Zg alle Koeffizienten von

(e, y) durch p teilbar sind, und weil Gradt«LGla(lF =0GradF <g¢

gilt. :
Bemerkung. Aus Lemma 3.1 ergibt sich unmibttelbar, dafl die

Bedingung (1.3) fiir alle Primideale p mit Np > g-4+1 erfilllt ist.
Levms 3.2. Hs sei p ein Primideal in H; denn gili:

1
<@ <il—- :
o<ew < 1- )

Beweis. Fir Np < g-+1 folgh wegen (1.3): 0 < G{p) < ( - ;;)N D

Fiir ¥v > g+2 ergibt sich mit Lemma 3.1:

' _OéG(p)éNg_mleé(- )NP-_

g+1

Die weiteren Untersuchungen setzen ein genaues Studium der Funktion
L(p) vorans. Bs ist das Ziel der folgenden Uberlegungen, fir > 6= 2
die Ahschiitzung

G(p)—1

assNp<b

(3.2) log¥p <1

71 beweisen. Bei einer biniren, Form F(&,y) 1ibt sich L({p) durch die
Substitution o = fy modp auf die Anzahl der Lisungen y modp von
F(y, 1) = 0 mod p zuriickfithren. Unter Verwendung der Bezichung (3.6}
ans [19] ergibt sich dann (3.2). Fiir ein absolut-irreduzibles Polynom
F(z, y) erhilt man eine passende Abschitzung fir L{p) aus einer Arbeit
von A. Weil (vergl. [21], 8. 92). In dem wvorliegenden allgemeinen Fall
muf man dic Untersuchungen von G. Greaves in [8] geeignet modifi-
zieren, um (3.2) zu beweisen.
Es bezeichne Lo(p) die Anzahl der Lisungen modp von F(x,y)
= 0 meoed p. Dann gilt:

(3. 3) Lip) = Lp(p)+0(1}).

Nach [10], 8. 3562-355, gibt es in einem geeigneten Erweltelunm-
kirper K, von K eine Zerlegung in absolut- irreduzible Taktoren
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der Form

(3.4) ?’F(w,y)“"—‘F:L(ﬁ?,:f!)”'Fm(-'ﬂ,y) mif }’EZK) » #= 0,
k=1,..,m,

Filw,y):= Y o'y e Zy, [2, y],
1.9

wobei die Polynome F(z, ¥} besiiglich K konjugiert sind, und die hich-
sten Koeffizienten in y von ¥, (z,¥),..., F,{z,y) Polynome in z mit
denselben hdchster Koeffizienten aus Z sind. Ferner gilt:

m = {H,:K] (= Grad von K, iiber K).

Die Koeffizienten ¢ von F,(z,y) erzeugen durch Adjunktion zu K
den volien Kérper K, ([10], S. 354):
{3.5) Ko = E(...d§...) = K(8),

Leyya 3.3. Bs beweiohme E(p) fiir ein Primideal p in K die Anzahl
der verschiedenen Primidealfaktoren ersten Grades begl. K vom pin K,.
Dann. gilt:

be€lp, k=1,...,m.

LZo(p) = Np-B(p)+ O {(Np)'*}.

Beweis. Fiir Np < 1 ergibt sich die Behauptung wegen. H(p) < 1.
Es gel also Np > ¢ (¥, K), wobei sich die geniigend grofe Konstante ¢,
aus dem Beweisgang ergeben wird.

Im weiteren Verlauf des Beweises werden Primideale in Zyg, mit #
bezeichnet. Das Polynom § bzw. 7 entsteht aus dem Polynom ¢, indem
man alle Koeffizienten von ¢ durch die zugehdrigen Restklassen mod p
bzw. mod # ersetzt. Die Polynome F.(z, y) bleiben fiir Np == ¢, absolut-
irreduzibel ([21], 8. 193).

Hs sei p(a) e Z (o] das Minimalpolynom von 6, iiber K. Fiir Np
= 6 (p 1 Diskriminante von p (), p + Relativdiskriminante von K o Dach K)
sind die Primidealteiler 2y, ..., #, von p in Zg, eineindeutig den Taktoren
der Zerlegung

(3.6} P@) = Pu(@) - By(2)
in verschiedene irreduzible Polynome aus Zglp zugeordnet. Forner ist

der Grad von #2; iber K gleich dem Grad des entsprechenden Polynoms
Pi(x) ([1], Chapter 11). Somit folgh:

(3.7) B{p) ist die Anzahl der Polynome Ti(@) vom Grade 1.

Es sei # ein Primidealteiler von P in Zg. Da fir Elemente a, g e Z, die
EKongruenzen a = fmod p und ¢ = £ mod 2 gleichbedeutend sind, ist jede
Restklasse modp ganz in einer Restklasse mod 2 enthalten. Hiermit
ist eine Einbettung des Restklassenkoérpers Zg/p in den Restklassen-
korper Zg [# gegeben. _ . :

icm
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Man iiberlegt sich nun leicht, dafl fix Np = e, wegen {3.5) gilt:
(3.8) Zefp(er. o--) = Zxfp(By),
Es sei In (3.6)

Pla) = (&) -~ (2 —fig) Pea (@) - Bala),

E=1,...,m.

wobel g, ..., 4y paarweise verschiedene Zahlen ans Z, sind. Dann folgh
bel geeigneter Numerierung:

I

b =0, .. §E=.EE)

. ¥

(3.9) []5—0) = Pooile) € Zefp[al,
kﬂ:l‘

wobel

E=k<kh<..<k_g=m, L=K,3+1, 1=1,..,8—H.
Mit (3.8) ergibt sich:

Filo, v) e Zglplz,y], *=1,...,E.

Die Koeffizienten des zu Pg.;(v) gehdrigen Polynoms -

G (@, y) i =TFp (o, ) - Fo (o, 9)
sind als symmetrische Ansdriicke in den a‘_ yaeey Ek; wegen {3.8) und (3.9)
aus Zg/p. Bs sei
(3.10} 7 #0,
cine Zerlegung in Primpolynome aus Zg/p(z, ¥]- Dann folgt bei passender
Numerierung: _
(3.11) Hi(x,y) =0 F(2,9), <l
Ein weiteres Polynom H(a,y) mit F4+1<i<? kann picht absolut-
irreduzibel sein, denn songt erhdlt man mit (3.4):

?F(ﬂ;‘, y) = 'ﬁl(mi ) "'Et(way)r

i=1,..,B.

Fi@,y) = afile,y), eoelg, j=il)=EB+1.

Das ist aber wegen (3.8) ein Widerspruch zu (3.9) nnd. (3.6). Somit ergibt

gich: :

(3.12) E = E(p} ist die Angzahl der absolut-irreduziblen Fakboren
H,(z,y) in (3.10).

Nun gilt nach [21], S. 92, wegen (3.12):

1=Np+0 (}/ﬁ)y

amodp Amodp
it 0, fy=0mod §

(3.13) G=1,.., 5.
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Ferner folgt nach [5], 8. 13, und [213, S, 155:

-~y

(3.14) Z 1<1,

amodp fraodp
Hi(z.p)=0modp

i=B41,...,t

Um Lemmsa 3.3 vollstindig zZu beweisen, braucht jefzt nur noch die
Lisungsanzahl von

Hye, §) = Hyla, f) = 0mod p

fitr ¢ # j abgeschiitzt zo werden. Dabei kann man wegen (3.14) annehmen,
dal die Polynome A, und H a.bsolut irreduzibel sind. Wegen (3.11),
(3.4) und (3.5) gilt fur N:p

( ( :y) ( Jy)) =i
Somit folgt nach [16], Satz 101:

(3.15) 1<, 1<i<j<Bk.

ot priodp
. H=Hj{e.A=0 .
Inggesamt ergibt sich mit (3.10), (3.13), (3.14) uud (3.15) die Behauptung
von Lemma 3.3.
LemMuA 3.4, Fir 2> 2 gilf:

Y G(p) o
Z Fp o8NP =loge+0(1).

Np<z

Beweis. Nach (3.1), (3.3) und Temma 3.8 folgt:

(3.16) &(p) = Bp)+O((Fp)~H4).
Nun gilt wegen Lemma 3.3 ang [19]:
) e
) log Np = loge+ O(:_L). _

Np<=z

Bemerkung. Unter Verwendung der wohlbekannten Beziehung ([13],
8,117

2 {log Np)/Np = Iogz—l— 0(1)

Npge .
folgt aus Lemma 3.4 die Abschitzung (3.2). Durch partielle Summation
erhiilt man hieraus:
@(p)—1 < 1

(8.17) )
Np loga

2La<gh.
a<Np<b

icm
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Mit diesemr Resultat, Lemma 3.1 und Lemma 3.2 lassen sich ebenso wie
in [17], 8. 6, dic Konvergenz und die Positivitit des unendhchen Pro-
dukts in (1.6) beweisen. Hs ergibt sich:

-G L (1
1)y '1*0(10.@)’

(3.18) 2<agh, s>1.

asNp<h

Zum Abschlup dieses Paragraphen sollen drei asymptotische Bezie-
hungen bhewiesen werden, die man bel den Untersuchungen. zur Selberg—
gchen Siepmethede bendtigh.

LevMA 3.5. Es seien 2222 eine veelle Zahl und
w .. 1-G(p)/Np |
(319) W) ._NH (1—G(p)/Fp); Cpim U P

dann gilt:

e 1

o)
oy logz - logz ’

Dabei bezeichnen vy, die Eulersche Konstante und agx das Residuum
der Dedekindschen Zetafunktion in K.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus (3.18) mit s =1 wnd der
folgenden Beziehung (2.3) aus [20]:

1 1 e 1 —}—O( 1-)
H( b__N—p) T oax logz log2s |

Wiz =€,

Np<z

Fiir ein ganzes Ideal q in K mit p{q) % 0 setze man:

._ 6@ Ny
=, Q Np—G(p)

Wegen G(p) < Np (Lemma 3.2} ist T(q} wohldefiniert.

LEnmA 3.6, Fir 2<a< bgzlt
logh 1
ora * lrz)
loga loga

Beweis. Unter Verwendung der Bezichung ([13], 8. 152)-

loch 1
L lo o8 +O( )

j\?’? T loga . loga

(3.20)

D) Tip) =log

as<Np<b

a<Np<b
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folgh ams (3.17):

logh
(8.21) Gy, 10" +0(11 )
el ch FL] oga oga
Nun gilt:
N o= 3 AR L) __G@)_}
p) = — +0 - .
a@%ﬂ:b a<Np<h 'hp lm:Z;;x :L\fp(l\Tp *G(D))

Wegen Lemma 3.1 und Lemma 3.2 ergibt sich die Behauptung.
Levya 3.7, Fir 22 2 gilt:

1
DT = ax g

Na=sg

logz+0(1).

Dabei sind ag und €y wie in Lemma 3.5 definiert.

Beweis. Die Beweismethode benutzt Uberlegungen aus [4], S. 147,
wo ein dhnliches Problem im Xorper der rationalen Zahlen behandelt
wird.

Fiir 8 > 1 crgibt sich:

G‘ G‘ 3y —1
(3.22) Zpﬂ(q)T(q)(NQ)'s“ = H{”” (N(;J))s (l— l\"(;)) }
a ® ’

Nun gilt wegen (3.16):

G(p) (1_ G(p) )‘1 P It)

14+ =
) Np Ty

-+ O ((Np)~*~1),

1 \EW B
(1 ) —1— 20 o).

T (P (¥p)

Somit ist das unendliche Produkt

11 e e I (R )E“”}

fiir ¢ > 1/2 absolut komvergent. Ferner gilt nach Definition von E(p)

fir s > 1:
1 —E(p) s b,
() =m0 25
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wobel {x, (s} die Dedekindsehe Zetafunktion in K, bezeichnet, und bk
k=1

fiir & > 1/2 absolut konvergiert. Es folgt:
N @ TN ™ = L9} D &k s> 1,
q k=1

mif einer fir s> 1/2 absolub konvergenfen Reihe.

Wegen 3 1=ag2+0( ™) ([L4], Seta 210), erhilt man:

(=31
o
Y NS = ST
(3.28) D wa) T () Fq = agyz D 7540 ).
Nz k=1

SchlieBlich ist

gy O k™ = lim (1) 3 (@) T(0) ¥g
k=1 g

oa Nq<tz

= Bim (s—1) 3 w(@)T(0)(Fo)™*+

g1t

= ag lim_{ZHs) ) p2(@) T (a) (Na) ™"+ = agfCo.
=17 q

Dabei gilt die letzte Beziehung wegen (3.22), {8.18) wnd Lemma 32
Die Behauptung von Lemma 3.7 ergibt sich aus {3.23) durch partielle
Summation, '

4. Tn diesem Abschnitt wird eine Brweitermng der Selbergschen
Siebmethode in algebraischen Zahlkorpern angegeben. Die Aunsfiilhrungen
berchen auf Untersuchungen von W. Schaal in [20] iber das lineare
Selbergsche Sieb. Um den dortigen Hauptsatz auf die in dieser Arbeit
betrachteten Probleme anwenden zu képnen, muf man thn fiir f == (1)
geeignet verallgemeinern. Diese Verallgemeinerang findet man fir den
Karper der rationalen Zahlen in [9], Kapitel 6-8. Hier soll der etwas
abweichenden Beweismethode aus [20] gefolgh werden.

Frumichst ordne man wie in [207, &, 272, die Primideale p in Zx nach
der GroBe ihrer Norm an, d.h. p; komme vor p;, falls ¥p; < Ny, gilt.
Primideale gleicher Norm werden beliebig, aber fest angeordnmet. Ferner
gel py 1= (1) '

Tiir eine ganze rationale Zahl {20 sel

. .
(4.1) vy=[]p 121 V(O :=1

F==l
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Man betrachte fiir ein ganzes Ideal g in K die Folgen:

Y= {Flo,o); 0,0 eR}, ¥ :i={ec¥; §=0modq}.
Es sel

(4.2) A%, 1) =

el (57D =1, (g 7@ =1.

Diege AnzahHunktion soll i folgenden nach oben und unten abgeschitzt
werden.
" ‘Dureh vollstindige Tnduktion nach 13 0 erhdlt man fir (q, V(1)) =1
die Identitdt: '
!
(4.3) A, 1) = Uyl — 3 AUy, 5-1).
=1

SchlieBlich bedeuten fiir ganze Ideale ¢ und b ans K:

(4.4) S, hi= Y T(@, 1320,s>1;

No<z

o

G(p) ™ 8,/ Wb, )
4.5 A= uld 1— 1=0,1 .
(4.5) bn(qg( A sl S 1> 1
Es ergibt sich nnmittelbar:
{4.6) h=1, A4 =0 fir Ndp>t.

Leyia 4.1, Fir 12 0 gili:
(8) bl <1, folls b|V(l);
-m)zkmmzmwm

s L<Na<t
sy T LsNast

vy YD
ale
- Beweis. Zu (a): Zunichst erhilt man mit (4.4):

80,0 =3 3 T = D T(a)8(t/Na,1).
ajd

H
. 417 a vl

Fir »] V() folgh mit (3.20) wegen u(b) % 0:

1 : _ 1 G\
_N'b!?’);l’(a) "'Sh('j'fs:l)n(l——'lv—_p") .

b
Daraus ergibt sich die Behauptung (a) mach (4.5).

&mu>&(
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Zu (b): Es sei 1< Na<t; dann folgh mit (4.5), (3.20) wnd (4.4):

o, 60 _ p@Tie)
i = g O PRI D 1@
bIP () bP() N/ ¥(ab)
alb (b,0)=1 (qqgﬁ)ﬁl
_ s(@)T{e) < _ ple)Tie)
“Swmhégﬂﬁgmm“Sﬁm'
5,

Sarz 4.1, Hs sei p(q) #0 und (q, V() =1, 1> 0. Dann gili fir
t~> 1 mit den Bezeichnungen ous Salz 2.1:

Gy TP -
AW DL ——-r + E 3°) | R (P; gl
(g 1) Ng 8,(,1 = (5 oq
aP(

Beweig. Zunichst ist wegen {4.6):

M%maZ{EQ%:Z%Aﬁmm.

fell,  DlE b P (f)
Toarm o e

D_a;r‘zmg félgt mit (2.9) und (3.1) wegen (g, V(1)) = 1

Gl ., .. G{{byy D]}
wn) Al <—g-1 bZ S TN
AP )
fe21;2 : .
D Yoyl R a1, 02D = Bty
;17 ()

Ci=1,2

In der Summe X, kann man alle Glieder mit @ ([Dy, Dsl) ="0 wegla.as_en.
Wegen der Multiplikativitit von &(q) ist da,m_l G (p) # 0 fiir alle Prim-
idealteiler von b, oder b,. Somjt erhiilt man in 2y:

G{loy, ba]) _ G(0)G(b) N by b) |
N[bg, 2] Ni,-Nb, G((bn hz))
Weiter gilt wegen (3.20) in ;:

N by, 02 _ (1+ 1 ): SRS
G{(dy, 03)) p! &, T

pl(b]_lhﬂ
Insgesamt ergibt sich mit (4.6) fir das Hauptgled in (4.7):
G(q) G(b) }2 ‘

r1 2
TNy e T G, o
AV e
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Der Strich am Swmmenzeichen bedeutet, dal nur tber Ideale g mit
G(q) # 0 summiert wird. Nach Lemma 4.1 und (4.4) gilt weiter:

g _ Gl@ I
T Ng Sy,

. Fiir das Restglied X, in {4.7) erhilt man mit (4.6) und Lemma 4.1:

Z,< ) IR(P;qlby, b2l
bAF()
Nop<it
i=1,2

Wegen V 1\<\3"(“), w(a) =0, folgt weiter:

< D) 3OIR(P;aq)l.
Na<t? )
a2}
Damit ist Satz 4.1 vollstindig bewiesen.

Als Anwendung von Satz 4.1 ergibt sich der erste Teil des in der
Einleitung formulierten Satzes. Fiir ein ganzes rationales Polynom in
einer Unbestimmten findet man ein entsprechendes Resulbat im Koérper
der rationalen Zahlen in [9], Theorem 5.9.

Sarz 4.2. Bs sei F(w,y) € Zg[w, y] ein von @ und y abhdngiges irre-
Guzibles Polynom ohme festen Primidealteiler. Ferner sei die Bedingung (1.3}
erfilit. Damm gilt mit den Bezeichnungen aus Satr 1.1:

r loglogP
<2 S 0808 > 3.
;“;1 w(F, K) 7= {1+0( et )}, P=3

Flo,0’)prim

Beweis. Man kanu P > Py = P,(F, K) wihlen, wobei sich P, aus
dem Beweisgang ergeben wird. Es sei Iy = [,(#) filr £ = 2 diejenige ganze
rationale Zahl 2 0, fitr welche gilt:

(4.8)
Dann folgt mit Satz 4.1:

Npy, <t < Npyoy.

IE
A L) < '
(%, Iy) s T

(£.9) 22 (0) 3@ | R(P; a)].

Nusgi?

Nun ist wegen (4.8) und Lemmna 3.7:

Zp )T(a) = ag 05 logt+0(1),

icm
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wobel #

2 Rh
wy' 1|

Man setze t? := P(logP)~“; dann ergibt sich:

i 2 loglogP }
logt  logP {HO( logP )
Homit erhilt man nach (4.9) mit (2.4), (3.1), {1.6) und Sabz 2.1:

joglogP )}
logP Jf’

s
ag = (21)°

([11], S. 156).

(4.10) A, 1) < 2,(F, K) PAP{LLO(

Nun gilt wegen (4.8):

2 2 1<4

weh o'eR
F{w,w") prim

AW, D)+ 2

Nen|<t ach msiR
(o) F(@,0")=ay

Aus o, = 3 yyete’? (v, o eR) folgh wegen (1.2):
i4j<g

o] < k=1,...,n.

(£.11) (g +1Ymax |?§;9)]Pg < 6 (F, E)Pf,
1,05

Weiter pgilt:

DPIETID LIS PR

wer a'sR osR meR w'eR

F{eo, 0" )= a0y Flo,y)—oy=0
. g )
Es sel Bz, y) = S‘fj(w 3. Ans Flo,y)—o, = 0 folgh dann fi(w) = o,
und fy{w) = mfg( ) =90. Da F(o,y) nach Voraussetzung von ¥

abhingig ist, konnen nicht alle Polynome f;(z), 1 <<i<y, Vex‘schwlnden

Somit ergibt sich:
331 €2g§m1 <P.

wsR a'eR
Flow)=aw; .

Insgesamt erhilt man mit (8) aus [12] wegen 1< P
D7 1< A, 1)+ 0P (log P

weR o'eR
F{w,w") prim

Nun folgt die Behanptung von Satz 4.2 aus (4.10).

KoroLLAR 41. Es sei y, €y mil (-y(,,\” p) =1 und i < Py,
Np=2
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P.>0, k=1,...,n Damwn gilt fir P =P, - PBe 3

o 3
A} Vidi ( w ) (1__ i “) o
Z 2 s (2x)* \2"AR H (Fp—1)

e @peR Piro

yp=w1twat oy .
1 P loglogP )}
. 1+0{———1}-
Xﬂ (1+ (Np—l)s) log? | ( log?
70

Dis oufiretende O-Konstante hingt nwr vom Korper K ab.
Beweis. Man betrachte Flx,y) = vo—&—y. Dann ist my Wl in
Lemma 2.1. Ferner gilt: )

ve = 0 mod 3,
ve 7 0 mod p.

Np-1, dfalls
I = {.pr.‘z, falls

Somit folgt: '
&(p) = L+ O((¥p)7Y).

YWeiter ergibt sich:

1 1
sexcn=[]1- (Np—l)ﬂ)ﬂ(l"” o)

bivg

SchlieBlich gilt in (4.11):

o) < P +2P, € Py B =1,

Sowit it die in Satz 4.2 aultretende O-Kongtante in dem vmhegenden
Spezialfall nur vom Korper K abhingig.
Bemerkung. Die Abschétzung in Korollar 41 14t sich fiir Py
= W8, k=1,..,% in etwa mit Safz 10.1 ans [15] vergleichen. Dort
wird fiir eine total—positive Zahl y, € By mit (ye, [] p) = 1 die folgende
Bezichung bewiesen: Np=2

N\’ — T : o
DIPIPREEEN '/’d'(flm)n(l (Np—l)z)x

wyER woER wyeR
Yo=1t01+ wq+ iy

[ 1 ol N0 log log | Wyl
X 1+ 4]

L (T (Np—lf) log* Nyl ( log" o] )
: (1]

wobel 0 < ¢, << 1/2% eine absclute Konstante ist.

Korortis® 4.2. Hs sei y e b mit v, =0 wnd [] plye. Dann gill
Np=2
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fiir P =3
Vidl w \* 1 1
<2 *2(9'1 )J](1+V )H(l""—"—m—z)x
wiedl woeh (&m) 21hR Plive. Np-—-1 70 (-NP —1)

Pg=aytiat oy

P ]1 loglogP
" 1og’P | logP J| -

Die folgenden Uberlegungen werden analog den in [207] angegebenen
durchgefithrt. Dabel sind die dortigen Untersuchungen so zo meodifi-
zieren, daft sie zur Losung der in der vorliegenden Arbeit aufiretenden
Probleme verwendet werden konnen. Man betrachte ¥ = (1) in [20]
und crsetze dort die Ausdriicke

1 1 G{q}

(@) bzw. e durch  T(q) bzw. w:ﬂn
n’ G (ps)

Bi(g) durch T (l):= (1 o, )

i==]

M, durch 9,

1
4+ 0 |- 1=
(1001\79: )} =1

weil es hochstens n versciuedene Primideale mif gleichel Norm gibt.

Die analytischen Hilfsfunktionen f;(u), Fi(u), A(u), A(w) avs [20],
8. 269-272, kinnen unverandert ubernommen werden. Insbesondere ist
A(w) fiir > 0 eine gegen 1 monoton fallende und A(w), A(u) =6 fir
0'< 1< 2, eine gegen 1 monoton wachsende I‘unktmn '

Die Beweise der Resultate (2.21), Lemma 2. 5, (2.29), (2.31), (2.44),
(2.45), (4.1) wnd (4.4) aus [20] ibertragen sich auf die entsprechenden
Beziehungen in der vorliegenden Arbeit, denn die bendtigten Hilfsmittel
sind im Paragrephen 3 hereifgestellt worden. '

LEAMMA 4.2, Fs seien [ e N und q ein ganzes Ideal in K mit u(q) =0
und {q, V(1)) = 1. Man setze P*:= P|Ng,

Nach Lemma 3.5 gilk:

4.02 WL (T 0y ——— e - 1
(12) = by 1021\131{

Ry:= ) 3BR(P; )],
Na<,)
a|V(l)

My 1= max (L, P*(log P*)~*0).
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Dann gilt fir Np, < P*:

(4.13) N
Ga) . log P* (loglog3P*y )] B
AU, 1)< -ﬁq—l"ﬂ'](l) {1+F0 (longz 0 Tog P” [ +B;
Glq) - { (loglog3P*y?
(10 AW ) <—g P {1+o (W R,
i N < logP*
Jar Npy < exp {_loglog3P* |’
« Glq) 1)
(£15) A, < ] w1<z){1+ 0 (W)I’ +R
- | V6, [ logP* )ml.
Jar Mo QXP\ 3YVa, \loglog3P*| |

Bemerkung. Alle drei Abschitzungen in Lemma 4.2 sind auch
fiir P*> 1, I =0 erfiillt, denn nach (4.2) und (2.9) gilt:
Fq)
AUy, 0) = W, = —E\TTI +R(P;q).
Beweis zu Lemma 4.2, Hs sel 2<<P*gP,, wobel sich P:
= Py(¥F, K) aus dem Beweisgang ergeben wird. Dann folgt fiir Np, < P
nach (2.9) und (4.12):

A0, n< iy = 29 pw awo g R ¢

Ny
Gla) .,
= R(P; q)+0{Tq1-Wlm}-
Daber ergeben sich alle drei Behauptungen fitr P* < P,. Im folgenden
kann also P* > P, angenommen werden. Nach Satz 4.1 gilt fiir ¢> L:

1
BD ) i -
Nyg

A0l < TAGIAOUI

3O B(P; ag)l.

Nasgi®

o ¥ (D)
Man sebze:
1 = P*(logP*) o,

Um Lemma 4.2 vollstdndig zu beweisen, mul man nur den Ausdruck
(W (1) 8 (2, ))™'in den angegebenen Bereichen gecignet abschiltzen. Diese

icm
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Rechnungen verlaufen jedoch analog wie in [20], 8. 295-287, so daB hier
auf die Angfilhrong verzichtet werden kanpm,

Sarz 4.3. Bs seien Le N und g ein ganzes Tdeal in K mit pu(q) # 0
wid {g, V(1)) = 1. Ferner seien

.P*:=—I\:?>17 ‘:L\Tp‘.{:__P*‘,
Byt 3 3'\B(Pjag), I := max(1, P*(logP*)~24),
a

Dann gilt far §=0,1,... mit von J unabhdngiger Konstanie

O = ¢ (8, H):
(416) A(,, 1)

< ‘%m_g)— w0 {1 +F; ( lifgi?; ) (caloii;g—';)i;lﬂﬂﬂj } i
(417) A, 1) |

G Tl - S

Bemerkung. Satz 4.3 gilt wegen (2.9) nnd der Bemerkung in {207,
8. 302, auch fiir 1 = 0, '

Beweis zu Batz 4.3. Man setze u:=logP*/log¥p, = 1, wobei im
folgenden P> P, angenommen werden kanmn.

Es sel zunichst 1< u<2; dann folgt (4.17) wegen Silw) =1 fiir
1= w< 2. Ferner erhiilt man nach Satz 4.1 mit ¢* = P*(logP*)~24e.

Gla) .
AW, D < -}»V-?rwl(z) AN +R,.

Nun gilt wegen %< 2 nach (4.4) wnd Lemms 3.7:

St ) = 3 T = 3 w(@)T(a) = ag 0 logt+0(1).
ahl';’ﬁt) Ne<t .

Folglich ergibt sich mit (4.12} wegen Fi{u) — 26 ~1 fir 1<u <2
und §>=1:

log N, | loglog3P* }

~1 —1 ] i

WS (4, 1y = 26 logP* [1+0 log B*

loglog3P*
logP?

{4.18)
=1+Fj-(u)—f—0( ), izl

3 — Acta Arithmetica XLI,3
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Somit gilt (4.16) fir j>1 wnd 1< u<2 Fiwr j =0 und u>1 folgt
(4.16) nach (4.13).
Tm weiteren Verlanf des Beweises sel v > 23 dann gilt:

(4£.19 Np, < PHixp, fir  1<i<gl.

Mit (4.3), (2.9) und (2.24) aus [20] folgt wegen (q, V(1)) = 1:

H
(4.20) AU, 1) = iﬁrqlsz(ﬂqPi, i—1) = —JlI"W LD —

i=1
!

G
- 3 Lty -1 DR -k R s o).

" 1 * 1/a
1. Fall: Bs sei ¥p; < .:exp{ Vs ( ogP *) }
5V ax loglog3P
Man ?')estimme {y mit Np, < 2y < Npy,y;; dann ergibt sich fir k<,
mit den Uberlegungen ans [20], S. 303 wegen (4.15) und (4£.19):

I .
w2y M gy H@EED g
( ) ; lA- (Q{qpi! 4 l) NQ'NP; I WI (?' 1)}
&
<> Y sowe w0l GIEm@0er
T e ;;i PRAEL
s FiEi-—-1
@ .
< T 3 R(P; a) —:—0{ @ 1w 0y og Pl
o4 g I
1< NaszP*{logP*) 0
alF(&)

Somit folgt (4.17) fiir alle j = 0, 1, ... aus (4£.20) und (4.21), falls Np, < o,
ist.
*
2, Fall: Bsgel o, < NpyL 0y 1= Oxp(i '—ﬁ?‘ .
2 loglog3P
Man wéhle I, mit ¥p, <@ < Np o5 dann gilt:

log (P*/Np,)

logNp._, <
B S Toglog(3P7 1 Npy)

fir  i<l.

Man erhilt fiir ' < I, mit den Uberlegungen aus [20], 8. 304, wegen (4.14):

Selbergsche Sicbmethode in algebrafschen Zahlkorpern 247
FOGEP) 2 o ol
(4.22) ,;{V{A(‘K@ . —1)__WL -1,
2
= Z 2 3°O\R(P; agpy)| +
Tg<tsl! Nug% flogpry >0
01’|V(1:-1)
() . (loglog3P*)* logNp, }
0 rw/( .
+ { Ng ) logP* logas

Falls @, < Np, < @, ist, folgt also (£.17) fir alle j = 0,1, ... aus (£20),
(4£.21) und. (4.22).

3. Fall: Bs sei o, < Np; und § = 0; dann gilt (4.16) wegen (4£13).
Zu (4.21) und (4.22) kommt jetzt nach (4.20) noch der folgende Term
hinzu, dessen Abschitzung sich wie in [20], 8. 305, ergibt:

G
2 [4 (U i —1) — GAEP) (i 1)}

- Ng- Ny,
h<i<i
G(a) (e5loglog BP*)¥*+% }
L— I ) .
T PV g+
+ 2 SO RE
Il<i<1
ﬂ[V(i—l)

Damit ish Satz 4.3 fir den Spezialfall § == 0 bewiesen. Der allgemeine
Fall j = 0 ergibt sich durch vollstindige Induktion nach j. Die Uberle-
gungen verlaufen wie in {20], S. 305-306, so daf hier aut dl(‘. Rechmmgen
wverzichtet werden kann.

KOROLLAR 4.3. Ks seien q ein ganzes Ideal in K und 2> 2 eine reelle
Zahl mit s < P*:= P[Nq. Man selze:

A, 2) = ]{a e Uy {a, Viz)) = 1]], V{e): np,

Np<z

Ryi= 3 3[R(Pjaq), M = max(L, P*(logP*) ).

Nag M
al F{g)

Dann gilt fir {q, V(2)) =1, plg) #0:

A, 7)< G(C’) Wz ){ ( ?fgi )+0_((loglog_31’*)“")} 4Ry,

q) logP*y ——
200,95 2L 2w (o FET) 0 (Aoetopsr) ) ~B.
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Beweis. (Wie in [20], 8. 306-307).
Bemerkung. Die in Korcllar 4.3 angegebenen Resultate gelten auch

fir den Fall 1 < P* < 2 mit z € (P*), ¢, > 0, wobei die O-Konstante

in der oberen Abschiitzung fiir A(qu,z) zusiitzlich von ¢, abhingt. Die

untere Abschéitzung folgt fir 1 < P* < # wegen A(u) = 0, falls 0 < u < 1.

Andererseits ergibt sich fiir 1 < P* < 2 und logz < <,, logP* mit Satz 4.1

und (4.18) wegen A{u) = 2w, 0 <u<l:

A q,~)<—,\§g’ EW( ){wﬂ o8 (1+0(1°g1°g31) ))}+Ro

logP* logP*
@) " flogP* loglogSP*

5. Im folgenden soll nach der Methode von F.-E. Richert 17y
mit Hilfe von Korollar 4.3 die untere Absehitzung (1.5) in Satz 1.1 bewie-
sen werden. Zunichst sind fiir die A_nwendung des Kuhnschen Sehrittes
einige Voriberlegungen notwendig.

Leyma 51, Fir 2<a<b <P gelt:

Y 3N 1<Platps.

as Np<b well w'eR 2
Flo,e)=0medp

Beweis. Nach einem Lemma von Rademacher ([23], S. 74) existiert
eine Basis 7, .,.,n, des Ideals p mit der Eigenschaft:
{5.1) Nogl €« Np, 1=1,...,n
Es sel 0.B.d'A. n; % 0 mod p2

Nach [22], Hilissatz 6, kann man ferner annehmen:

(5.2) [, < o] € (Nmyfin, & =1,.
Wegen (2.2) folgt nun:

@ Yy a- ¥ ¥y oy oy

weR w'eR amod (7)) o’ mod {y)
Flo,)=0 mod pz 1) 1 wefl weft

maau(-:l) w'==a’(my)
Fin~iom—lo)=0mod p?
Hlerbe1 entstehe § aus R, falls in (1.2) P, durch P, ersetzt wird. Es scicn
In (5.3) ‘
, ©=a+mf, o =d+mf.
Man kann nach [23], 8. 74, die Zahlen o, &' go whhlen, daB gilt:
(5.4) ¥ € |Nm['n, |0'®)] € 1Nz E=1,..,n
Nun folgt:

. — - ’ - ~1 oy — oF - ~1 ¢
(5.8) Py, o) =Py a, 7 ) -1 17‘1157(77 Ya, 7 e) -+

+ﬂ_1ﬂ1ﬁ 2y (13 a, n7la’) mod p2;
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Mit (2.2), (5.2) und (5.4) ergibt sich fir Fp< P und 2 =1, ..., n:
(&) (k) P \Un P \Un
3 ()] < fa . 1" 1 il S

INﬂll
Ebenso:

1n
18 < (;%) y k=1,...,n.

oF
1. Fali: o (n e, 57 e’y 7 0 mod p.
Zn vorgegebenen a, ', gibt es dann wegen 5w, 3 0 mod p?
ginau cin g modp mit:

eF ,
T T R L @77 )y s e, )
= 0 mod p2.

Es sei {m;) = pa. Im vorliegenden Fall liefern ¢ und o in (5.3) wegen,
(6.5), (5.6), (2.8) und (5.1} einen Beitrag der Ordnung

P P 1 P \‘1
) 3 3 gl e 3 3

amod, () o' mod () fmodp & modp
Fla,y=0 mod p F(&,4=0modp

-i—l) Ly(p}.

P
¢ ——
<Np Np?

2. Fall: ‘i—F {(#'a, 57 ") £ 0 meod p; analog.
ay
or
&y
Da F{e,y) ein irreduzibles Polynom ist, existieren nach [16], Satz
101, Polynome @, G4, H, H, avs Zg[x, v], so dad gilt;

7
G {x, y)ﬁ_;c F(z,y) = flz),

or . - 1,
3. Pall: P (57 ra, n e} = (" a, n 7 a’) = 0 mod p.

Glw, y)F (2, y)+

Hiw, §)F(a,9)+H, (@, 1) %F(m, y) = gly),

wobei die Polynome f{@) e Zz[»] und g{y) € Z¢[y] nicht identiseh ver-
gchwinden. Somit erhiilt man fiir den zugehdrigen Aunsdrnck in (5.3)
wegen {5.6) und (2.8) die Abschiizung

P‘Zy1<

f(u:-zu (T-') c(a) ﬂ (v)
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Hiermit erhilt man nach (5.9) und (5.106):
(511 (U, v, v, 8) = IPWir) X

Tnsgesamt ergibt sich wegen Ly(p) < Np:
N S‘ 2 L<P D (Fp)t+P > 1< PatPh.

< N o ' a5 ’ < V- { !’_J_T
TN L ¥ Np<b asNP<b x{x(fi)—s (1— lfg‘zp) G,é,”) 41(1°g{13 'W))_of(loglog;w)”)l.
Samz 5.1, Ps seien - ag=Np<by 08% / AP loga, j
(5.1 <<y  @yi=PH, by 1= P Man petze fir a,< @ << byt
- ] ;\;’ 1
(5.8) 0<s €1, Dia):— Vi fgbp)ﬁéﬂ_
| u log Np l aoé\'f:q 0g0y | AP
O(W,u, 0,8 = 2 1—s¢ y 1 ) D 1 . 5 .
< ! = 5 logP || ann folgh mit (3.21), Lemma 3.4 wnd (5.7):
(a,Flag)=1 pla loga loga 2
iThe Doy =1lo —_+— 0 ({logP)!
Dann gilt: u (@) =logg -~ ot T ((log®)™").
QU u, v, 8) > W (ay) {l(_z_)_s f 11(,0 (% _ %))(1_ "t_) di Dureh partielle Summation ergibt sich mit den Uberlegungen aus [17],
1 ] t 3. 11: .
o F, K, u, ) 51 ( logl\*;*) &) A (lng(P;’Np))
T (loglog3PY } - logd, | X9 loga,
Beweis. Die Behauptung ergibt  siech unmittelbar fir P< P, - g fr 1 w4t -1
= Py(F, K, u,v). Bs gei also im folgenden P > P,. Zundehgt erhilt mamn: = J A 5T 1——] - - 0f{logP)7Y}
(5.9) Q¥ u, 0,8 =AU, a5)—= 2 (1_ Ifglgp)A(g[P, ). Somit folgt die Behauptang nach (5.11).
agENp <l 080 SATZ 5.2. Bs sei F(z,y) c Lo, y] ein von x und y abhingiges irve-
Nun gilt nach Korollar 4.3, Satz 2.1, (2.4) und Lemma 3.5: duzibles Polynom vom Grade g1 ahne festen P)‘im.idmlteiler. Ferner set
y o die Bedingung (1.3) erfitllt. Dann gilt mit den Bezeiohnungen aus Satz 1.1
(3.10) AW, a) > I*W (a,){4(0/2) — O ({loglog 3P) ™ WZ(MSW'R(P @)l fir P = Po(F, K): 0
A g 2 NI 13—“11’9(-5' /g pama— _
= I*W {a,){A({z2) — O (loglog 3P)~")} . £ log* D"
Ferner folgt wegen (F?a(:fpn(::;ur.')()rﬁ?%)lﬂ
legaoT < 2 — (=6}, &< Np < by, Beweis. Man wihle in Satz 5.1 fiir «, v und s die in [17], B. 12, bzw.
log(P/Np) ~ olu—2) [9], S. 254, angegebenen Werte: ‘
nach Korollar 4.3, (3.21) tnd Satz 2.1: o245, 7o 1 P ( gid }og(w’u))> v
loz & y oo ! T g AT e 3 log3 9 -
¥ (1ﬂ o b*’)A(ax,,, WPV > (1— _mng) &) . o :
gty B aoéﬁlda logd, | Ap Dann folgt naeh [9], 3. 2355:
log (P Np) . - NE: 11 wly dt _ e logd
e RTEL - ot s | Alel— = =W1— =)= — X
1( ga. |t O UoglogsP) )}+ Z .P_}J 3 R(P;ap)| Hg)—s f 5T 7177 6 Togs
ag=Np<by Noes4— togpy 40 . -
o Piag Somit ergibt sich aus Satz 5.1 wegen (2.4) und Lemma 3.0:
R logNp\ G{p) log{P [Np) 2 P oflog® .
(\::IEWR_ j v (1_ y -] p oy —1 5] . an >~ " p e ( 1 rP-—.‘ .
(2o} %Qﬁ{ba Togh, ) Ny 4 Toza, + 0((loglog3P)77} {. (512)  QWsw,7,8) > 5 ol By K) — o@D |Togs ){(loglog3P)™7)
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Diese Ungleichung lafit sich analog den in [9], 8. 255-256, durchge-
fithrten Uberlegungen wie folgt answerten:

Die in Q(,u,v,s) gezéihlten a ¥ besitzen wegen (a, V(ay)) =1
keine Primidealteiler p mit ¥p < a,. Fir alle Primidealteiler p|e mit
Np = by = P folgt:

u log ¥p <

2 logP
, V(P = 1):

RS 5\! (1“%{%{\; )}

ae¥l aeﬁl aD.{Aud}g
ple

Somit erhdlt man (X7 bedeatet: (a

G, u, v, 8) <

Ha)y<o+1 D{m) =042
Ayl -
< Xk T
ael] apsNp<hy ol
D)+l a=0modp?

N [1_ 0 % logNg|
+ﬁ1 S\EE) =5 e I
fle)zg+2

Nun gilt wegen (£.11) und log{vju) < log4:
4: »
Tog | Na| < log (¢ P) < (g—]— M) logP.
log3

Es folgt nach Lemma 3.1, {5.7) und der Wahl von s:

QU w0, 9) < D 1+ 2 s{g-+2—Q(a)} + O {P*(logP)™*}

asl
Re)=yrl 9(m)>a+7
< D' 140{P(logP)™).
aed
L(a)=gi1

Zusammen 1nit (5.12) ergibt sich hiersus die Behauptung von Satz 5.2.
KOROLLAR 5.1 Hs sei yyeZg mit (vy, ” p) =1 und |»¥ < Py,

P,>0, k=1, PQ(K)-'

2}31

weR w'eR
D(po —o—o )2

Vid| ( w \ 1 1 P
1 e
(2m)T2 zka.R) Q ( (Np—l)z)g (1+ (.Np—l)"') log*P "

Bewels. Man betrachte F(z,y) = y,—o—%. In Lemma 5.1 izt die
anftretende <-Konstante nur vom Korper K abhiingig, denn es gilh

. Dann gilt filr P

2

icm
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wegen (2.8
vovy =
1 P 1 —— +Pb.
£ 2.! s <= Y‘ ( e T ) Sz
asNp<b weiR wel agﬁvd’;

yp—o-o'=0modp”
Tie im Beweis zu Korollar 4.1 iiberlegt man sich leich$, daB P, von y,
unabhiingig gewihlt werden kanm.

KOROLLAR 5.2. s sei yo € Zg mit (yo, [] p)=
_'p—.
Danar’ gibi es total-posilive Primzahlen o, o’ e K, so daf gilt:

Yo = w+ o +& mit QUE K2

(£ st total-positiv, falls y, total-positiv ist).
Beweis. Man wiihle in Korollar 5.1:

1 und Ny, = Ny(K).

P, ]y(")], E=1,...,%.

KOROLIAR 5.3. Es sei yy e Zg mit yo = 0 and [] piy,. Dann gilt fir
ANp=2
= Pyly,. K):

220

weR a'eR
D(mo’ +yg)<d

2 Vil [ w 1 ' 1 ) P
2% Gy (zlm) H (1+ Np— 1)H (1 (Np—1)* ) TogsP "

Pl¥p ptvg

KOoROLLAR 5.4. Ks sei geN; danm gilt fiar P = Pylg, K):

21 Z 1> oF, K) lof:P

el myeh
B{af+ o 1) <g+1

Beweis. Nach [21], 8. 11, stellt F(z,y) = «”+y"—1 ein absolut-
irreduzibles Polynom dar. Ferner ist die Bedingung (1.3) erfullt.
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The equation ax™-+by™ = cx*+ dy"
by

T. N. SporeEY (Bombay, India)

1. For non-zero integers o, b, k and non-negative integers m, @, ¥
with max(z, ) > 1, Tijdeman [12] proved that the equation

(1) ax™ + by™ =k

implies that m is bounded by an effectively computable number depending
only on &, b and % In §3, we shall generalize this as follows:

THEOREM 1. Let a £ 0, b 5 0, ¢ and d be indegers. Suppose that @, 4
are distinct positive integers and m, 2 with n < m are non-negative integers.
Then there exists an effectively computable number N >0 depending only
or ; b, ¢ and d such that the equalion

(2) o ax™ -4 by™ = ex™ - dy™
with
(3) ax™ £ e

implies that m << N.

If (1) holds for m = m, and for m = #,, then (2)is valid with ¢ = a,
d = b, m =m,, m = m,. Theorem 1, therefore, implies the following
regult. ' : :

CorornaAry, Lel @ 52 0, b 5= 0 and & be integers. Suppose that » and ¥y
arve distinct positive integers. Then there exisis an effectively eomputable
number Ny > 0 depending only on a and b such that the eguation (1} has
at most one solution in non-negative integers m with m>= N,.

The interest of the corollary lies in the fact that N, is independent
not only of z and y but also of k. Compare this with the theorem of Tijde-
man [12] mentioned above. Compare also with Eubota {3} See also
Parnami and Shorey [3].

Combining Theorem 1 and Theorem B (see §2) of Schinzel [9], we
have: - '



