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ACTA ARITHMETICA
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Minoration de la discrépance d’une suite quelconque sur T
par

RoBerT BRiran (Marseille, France)

§ L Introduction. Etant donné une suite % = (u,), sur le tore T
identifié & [0, 1[, ¥ = [a, f[ un intervalle du tore et # un nombre positif,
notons A(k,»,%) le nombre des entiers n inférieurs & @ pour lesquels
%, appartient & Pintervalle k. L’éeart correspondant est la quantité définie
par '

Bk, o, u) = Ak, 2, u)—xl{k)

o1 I(k) désigne 1a longueur de l'intervalle k.
Les discrépances D(x,u) et D*(w, ) A Vorigine sont définies par

Diw,u) = sup [B(k, @, w)l, D*z,u) = sup|B([0, af, o, u).
Eefo,1f Q<a<l
Nous définisgons de méme la digcrépance en 2 relativement & un
intexvalle I du tore en posant

Dz, u) = sap [B{k, z, u)|.
k=T

Dans ces définitions % est toujours supposé de la forme [o, f[, par
contre noug pouvons choigir I indifféremment de cette forme ou fermé;
nous le préciserons seulement si ¢’est nécessaire.

Pour I =T, D;(, u) est la dizcrépance habituelle D(z, u). En parti-
culier Ia suite # est équirépartie sur I si pour tout intervalle J contenu
dans I, A(J, N, «)/N tend vers I{J) lorsque Ventier ¥ augmente indéfini-
ment. -

Pour une suite donné, 5%l n’y a pas ambiguité, les quantités A (&, @, ),
E(k, z, w), D*(z, u), D;(z, u) seront notées respectivement A (k, ), B(&, 2),
D(@), D*(z), Di().

Nous nous intéressons ici au eomportement asymptotique de la
discrépance.

En réponse & une question posée par van der Corput [9] sur Pexistence
de suites dont la discrépance  Porigine D*(N) soit bornée, Madame
van Aardenne-Ehrenfest [8] 2 montré en 1949 qu'il existe une constante
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universelle ¢, et wne infinité d’entiers N vérifiant

C,loglog N
DNy = Lal08108 R
logloglog N
Tne dizaine d’années plus tard K. F. Roth [6] & montré que pour
tout entier s = 1 il existe une constante € (s), ne dépendant que de s, telle
que pour toute suite de T* on aib
D*(N) 2 O(s) (log Ny
pour une infinité d’entiers N, la discrépance D*(N) dans T*° étant définie
de manidre analogue, avee des pavés s’appuyant sur Porigine; pour s = 1
ce résultat fut amélioré par W. M. Schmidt [6] avec la minoration
D¥(N)=10"%logN
gatisfaite poar une infinité d’entiers N¥. En d’auntres termes, pour toute
guite du tore
DYy )
limsu
SUPN Yoo ©
Cette minoration est la meilleure en ce qul concerne ie logarithme et
il exigte mne constante universelle positive €, la plug grande possible
telle que pour toute suifie de T on ait
lims DY) =
VRN I e
P logN =
Dans [3] L. Kuipers et H. Niederreiter ont montré gue
0% = (66log4)™! = 0,010...

En simplifiant le lemme principal de Schmidt, P, Liardet [4], R. Tijde-
man et G. Wagner [7] ont récemment obfenu pour ¢* un minorant voisin
de 0,05. Dang [1] nous avons ébabli la minoration

—2

*

C* = (12log4)~! = 0,060...

En ce qui concerne Uestimation supérieure de €%, H. Faure [2] o démon-
iré en construisant une suite explicite que
. 1919
g [,
3454log12 ‘
Notons que D*(N) < D(N) < 2D*(X); en particulier il existe aussi
une constante universelle positive ¢ vérifiant pour toute suite » du wore

DN, u)
msupy ———— log ¥ =

= 0,223.5.

e} la plus grande avee cettc-pr cpr;éte,

icm
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L'objet de cet article est d’obtenir une minoration de € égale au
double de celle déja obtenne ponr (%, ce qui compte fepu d'un résultat
de H. Faure [2] donne I'encadrement 0,120... < ¢ < 0,380..

Plug précisément nous démontrons ici le résultat smvant

TrEREOREME. Pour tout intervalle I ef toute suite u du tore, on a

Dy (N, u) a2

lim gup y —Lom __ams
N e W /Ti? 4{a—1)loga

= 0,1203...

La démonstration du théoréme repose sur deux grands lemmes. Le
premier, analogne au lemme principal de Schmidt est établi dans le para-
graphe II. Le second lemme comporte deux minorations; en admettant
la premiére, nous établissons la seconde et le théordme dans le paragraphe
I0I. Le dernier paragraphe est consacré & la démongtration de Ia premiére
minoration du lemme 2.

§ II. Premier grand lemme. Solent % == (u,), une suite donnée, K un
intervalle du tore et % un intervalle contenu dans K. Rappelons gue pour
tout nombre positit @,
= sup |B(k, o).

koK

Dg(2)

Pour tout intervalle [, b[ contenu dans K mous avons

H([a, b, &) = B([0, B[, #) — B{[0, a, o).

Par Suite

SHPE([O al, ®) — me(IO al, z).

B([a, b[, #} <
Nous en déduisons que

Dy (%) = supE([0, af, »

_ME([Or a[, m)

acK ask i
Solent N un entier positif fixé et Ty le tore R/NZ.

Dans ce paragraphe nous appelons aussi DBz la fonction de période
N qui coincide sur [0, N[ avee celle déjd introduite; en d'autres termes
nous la définissons sur Ty. 8i I = [a, f[ et J = Is, 1] sont des intervalles
respectifs de T et Ty, A{L, J) désigne le nombre d’cnbiers » dans J pour
lesquels u, appartient & I. L'écart correspondant est ¥ (I,d) = A, J)—
~U(I)T(J). Boient L et L’ deux intervalles contenus dans K, o et y deux
points de T,. Considérons la quantité h{L, L, #,¥), analogue & celle
déjd introdmite par W. Schmidt, et égale an maximum des quatre quanti-
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tés sunivantes:
inf B{[0, a[; Tz, y1) —sup B([0, af, Jz, 1),
ael, : . asls’

inf B([0; af, J», ¥1) —SUI?E([O, al, Iz, y1),

ack’

il:gE([o; al, Ty, m])WSELI’)E([O, al, Iy, =),
i?fEE([O: al, 1y, m])—i“II?E([O, al, Jy, 7).

8i L et L' sont: fixés, nous définissons ainsi sur Ty x T une fonction
(2, 9) - h{L, L', %, y} symétrique en = et 4.
LeEMME 1. Pow‘;tout xz e y dans Ty nous avons
Dy (2} + De(y) 2 #{D(@) + Dy (y) + Dy (@) + D ()} + A (L, Iy a, ).
Démonstration. Supposons par exemple que

h(L, L’: €, y) = iniE([Os af, 1z, y])_selg)E([Os al, 1z, ¥1);

Alors pour tont (I, ') dans L x L' nous avons
B0, I, Je, y]) —E(O0, V[, Jz, 1) = R{L, L', w, y).
Cest-a-dire
1 B0, I, 9)—E(0,I[, x) - BE([0, V[, )+ B([0, I'[, %)
>h(L’ L’J m? y)’

Soit &> 0; il existe des nombres s, &, &;, ¢, dans Pintervalle 10,e[,
des nombres a, ¢, b, & dans L, des nombres o', ¢', b, d' dans L' tels que

Dy () = B([0, al, @) — B([0, o[, @) + &,
Dyly) = B([0, b[, ) —E([0, dl, 1) + =,
Dy (@) = B([0, @[, 8)— B([0, ¢'[, 2) +,,
Dy {y) = B0, ¥'[, 3)— B([0, &', ) +&,-

En sommant membre 4 membre ces égalités et les deux minorations
données par (1) pour (I, I') = (a, b') et (I, V) = (&, ¢'), on obticnt

2D, (2)+ 2D (y) + Le

2 Dy () + Dy (y) + Dpel@) + Dz (y) -+ 20(L, Iy 1, ).
Notons par exemple que si

h(L, L', 2, y) = EE([Os afy Ty, $])HS161§?E([0, e[, Ty, #1),
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alors pour tout (I,1) dans I x L' nous avons

2) E([0,I[, z}—B([0, [, y) —E (0, V[, )+ E(i0, I'[, %)
Zh(L, Iy 2, 9),

* et i1 suffit de prendre dans (2), (1) = (¢, &") et (I, ) = (b, a") pour

obtenir la minoration

9D () +2Dg (y) + 45
2 Dy (@) + Dy () + Dy (@) + Dp () + 20 (Ly L 2, ).

8i I est contenu dang K, alors D (%) < Dg(x); par suite on a toujours
2Dy (@) +2Dx (y) 2 Dy (@) + D, () + Dy (#) + D (¥) -

Posons (L, I', 2, 4) = sup{0, h(L, L', z, )} .

Le lemme 1 reste vrai avec la fonction &, définie sur Ty x Ty, posi-
tive, symétrique en x, y.

a2
. = ——————. Etan}

§ 1. Second grand lemme. Posons A 51:?4 (a—Tjloza
domné un intervalle I du tore, nous vouloms montrer gue pour toute
gnite ¥ DOUS AVODA
DY

limsup Tog ¥

Tie vésultat est banal si Ia suite # nlest pas équirépartie sur I; en
effet dans ce cag la suite D;(N)/N ne eonverge pas vers 0. Le résultat
précédent est encore vrai si I'ensemble des cntiers N vérifiant Dy (V)
> Alog N n’est pas fini, Nous supposons done gue pour la suite « il existe
un entier M, tel que pour tout N = M, on ait

Dy (V) < AlogN.

Si K est un intervalle du tore ¢t N un entier positif, nous posons
1 ¥
M(E,N) = Iff D) de.
L]

a—2

Leyvye 2. Soient a > 2, & e]o ; Z(a———-iﬂ[’ plg un nombre rationnel

de Dintervalle 10, 1[ sous sa forme irréductible ot T un entier positif.

Posons N, = [a] la partie entidre de a® et s0it K = [a, Bl un tntervalle
condeny dans I, de longuewr I{I)|a* avec 0 i< pt—1.

Posons L = [a, a--{E)ja[ et L' = [f—1(E)/a, L.
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Alors il emiste t, 16l que pour tout £ = 1, on ait:

L 1 : e-2_
@ ME, N> ML, N)+ML, N} + ta_n

.. . | a—2 log ¥,
HI, N)== — .
(i) (£, &) > q {-4(@—1) s} loga
IH. 1. Démonsgtration dulemme 2 (ii). Nous supposons la mino-
ration (i) du lemme 2 satisfaite pour toub £ {,. Par suite pour ¢ = 0,
c’est-a-dire en prenant K = I nous avons '

6—2

1
ML, Ny Z o AM(L, N+ ML ,N:)}+m -

Comme I(L) = I{L'}) = [(I)/e, nous pouveons & nouveau appliquer
le lemme 2 (i) en prenant pour K respectivement I et L’ et itérer ce proces-
sus de descente fant que la longueur de P'intervalle reste supérieure i
(D) /a®*. Nous obtenons aw total (1--2 224 ... 4+2%"1) minorations et
par substitntions suceessives cela conduit 4 la minoration

M, N a-2
(I, t)??t{m —5}.

log ¥, .
Comme ¢ = , nous en déduisons:
qloga

M, V) 22{ a—2 _s}logl\ff.
g 4(a—1) loga
H. 2. Démonstration du théoréme. D’aprés le lemme 2 (ii) pour
o—2 :
tout nombre & e]O , M{ il existe £, tel que pour tout =i, on ait

Ny
1 p[ a—2 log v,
= [ Pz dmzu{ — L
Ntnf 2(B)80 2 N\ a—1) s} Toga

Il existe dome @ = [0, N,], pour lequel

Dr(w),?g{ a2 —s}lOgNt.
g 4{a—1) loga

Boit n lentier immédistement inférienr 4 2, alors:

Dr(n) > Dy(w) 1.
Lientier » appartient & I'intervalle [0, N,] et

pf a—2 llogI\T, p[ a—2 logn
Dym) =2 _ _ 2_{ h} n_
@1  loga (\ta—1) "*Toga T

Minoration de lo disorépance d'ume suils gquelcongue sur T 191

Oeci prouve que Pensemble des entiers n vérifiant

p{ a—2 }log'n
e -

> - 1
Dyln)=> g l4(a—1) loga

n’est pas fini, done gue

. D (m) p{ a2 [
= - .
limsup, Togn = ¢ \4(a—1) elluga

Daprés les choix possibles de p/g et e nous obtenons

Yim st Dy(n) S a—2
HEURy logn ~ 4(a—1)loga’

Cette dernitre minoration étant vraie pour & > 2, il en résulle que:
.DI(’R') a—2

]imsupn—mmlog” p- == (,1203...

= Ti? 4{a—1)loga

§ IV. Démonstration de la minoration (i) du lemme 2. Cest la partie
1a plus technigque; DoOuUS proeédons en piusieurs étapes.

IV.1. Minorations d’intégrales. Soient X, L, L' trois intervalles
du tore T, L et I/ étant contenus dans K, Soit ¥ mn entier positif; envisa-
geons une partition de T, par une famille finie (I,), d'intervalles et par
une famille finie de couples Qintervates (J,, Ky, telle que pour toqt
B, Jg et K, goient de méme longueur, tous., ces intervalles pquvant_ avoir
des extrémités cominunes; done -cebte partition et celles envisagbes wlhé-
rienrement sont & congidérer aux extrémités prés, qui forment un ensembile
négligeable pour les ealeuls d’intégrales. )

ProrogITION 1. On a:

M(E, N);%{M(L,NHM(L’,N)H

1 . 13
RS TIM'(L,L,w,Zma—m)dm-i-
2N oy

+LZ f BT, Iy o, 21y — o) 0.
’ 2§ B JﬁUK‘B .
ot m, est le milieu de I, et 1y U point par rapport a;uguel les intervalles J 5 ¢t
K, sont symélriques Sur Ty ' ‘
Démongtration. En prenant ¥y = Zmu—_:r; dans la minoration
donnée par le lemme 1 avee 1a fonction h¥ et en intégrant chaque terme,

nous obtenons .:
IJ:DK(M)dw > % {I! Dp()de+ f[ Dy (@) dw} +

'1'}2- f‘k+(L7 L, o, S, — @) Ao
4
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Avee un couple (J,, K;) nous avons une minoration analogue et une
sommation sur les indiceg « et § donne le résultat, Dany les troig proposi-
tions qui suivenf notons [e, [ Vintervalle K, soit a > 2 et posons

L =[a,a+l(K}/af, L =[f—UEK)la,p],
T = [a+UE) a, —-1(K)/af.

Bi c’est nécessaire nong identifions le tore Ty avee [0, N,
PROPOSIITON 2. Sotent v unm entier dans Ty tel que u, € T, ¢f [, ¢] un

wntervalle de Ty, ceniré en ».
87 6—b <L 1K), alors

f RHL, L', 2, 2v—a)de = (e —b) — (¢ —b)? l(f)
b

P

PROPOSITION 3. Soit [b, ¢] un intervalle de Ty tel que pour tout entier
v de [, ¢] le point u, soit hors de I ; sott m le milieu de [b, ¢]. On a:

; _2
fh+(L,L', @, 2m &) do > “z—a LE) (6—b)e.
b

ProrostrIoN 4. Soient [b, ¢] e [d, e] deus intervalles de Ty, disjoints
et de méme longueur, m le miliew de [e, d] et b le nombre de points v, dans T
pour lesquels v € [¢, d]. On a:

1 .
z f R (L, L'y @, 9m—a)de 3 LK) (6 — b + (¢ — b) [h— (e —b) L (K)].
{B.cluid,el .

Démonstration de la proposition 2. Soient ze[b,»] ot ¥
= 2y —ao. Nous avons:

WAL, L0, y) = h(L, L', 2, 9)

=
= ilgE({O; al, I, y])“S?E([O, al, 1z, ¥]).

de.

Soit & > 0; il existe a dans I et a’ dans I’ tels que
0 < i‘el%)E([Of al, Yo, ) —HE([0, af, Jo, 1) < e,
0 < B([0, a', Ju, y])—llifE([O, af, Jo, y]) < e.
&L
Par suite '

Bt (I, 2,9 = E([O: a'l, o, y])_E([OE al, Jo, ¥]) —2s.
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(Pest-b-dire
WAL, I 2, y) = Ble, o', e, v]) — 26
= Alla, o[, 12, y1) — (y — o) (a' —a) — 2,
WL, L'y 0, y) 3 L—(y—2)1(E) — 28 — 1—2 |y —a| LK) — 2.
Done pour tout # dang [b, »] nous avons
WD, I @, 2v—a) > 1—2 [y —alI(K).

8i » appartient & [, ¢] nous posons encore ¥ = 2y —o et en utilisant
la symétrie de h*, un calcul analogue donne la méme minoration, si bien
que pour tout x dans [, ¢] nous avons

ML, U, 0,2 —2)21-2p—o|l(K).

Par intégration nous obtenons la proposition 2.

Démongtration de la proposition 3. Soient xe[d, m] et ¥y
= 2m —&; ‘

B (I’; L,e,y) = h(L, L'y 2, %)
> inf ([0, ¥[, J2, y1) —sup B([0, ¥'[, 1z, y1).
el ylel’

Soit &> 0; il existe » dans L et g’ dans L' tels que
0 < B0, uf, Jo, y])—iDL:FE([O, vl T, y]) < &y
. e
< sup B([0, y'[, Jo, y])*E([O) wls e,y <e.

wel”

0

Par suite _
WL, Iy 2, ) = “25_E{[1“:_1ur[1 Iz, 90).
| D’aprés 'hypothése de la proposition 3 nous avons
By, W', o, 91} = —(y—a) (e’ —p),

d’ou: o .
(L, I, w,y) 2 —2e+(y—o) (g’ —p) > —2e+{y—2)l(T)
(a—2)

o

1K),

= — 2+ (y—u)

¢’est-a-dire S s
WL, L' @, 2m—a) ,>f-(—;—~) |m —|L(K).

Cette minoration reste encore vraie pour @ dans [m, ¢]; nous en

déduisons la propogition 3 par une intégration sur [, €]. R
La derniére proposition se démontre comme les denx précéden!;es;
notons que les propositions 2 et 4 ne dépendent pas de o el quela dermére

impligue la seconde,
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IV.2, Démonstration du lemme 2 (i) dans un cas particulier.
Les hypothéses sont celles du lemme 2; rappelons qu’il existe un entier
M, an-deld duguel on a

D (W) AlogHN.

Soit ¢ mn entier assez grand pour gue N; dépasse ;. Noug cherchons
une partition du tore T'y,, & laquelle il soit possible d’assoeicr par la pro-
position 1 une minoration de la forme

M(E,N) > ${M(L, §) -+ ML, N+ 90,

ol 0 est & choisir Ia plus grande possible. Le nombre de termes de la suite
w, avant le rang N,, qui appartiennent & Pintervalle 7' est 4(T, Ny).
Boit A un nombre positif; supposons que les A (T, N,) entiers qui indexent
les A (T, N,) points précédents sont isolés par la longuenr A; cela signifie
que si on centre en chacun de ces enfiers » un intervalle de longueur 3,
les A(T, N,) intervalles ainsi obtenus sur Ty, sont tons disjoints; c'est en
particulier le cas g1 1 << 1. _
Pour tout intervalle J contenu dang I posons

AT, M)

£ (N) = ¥

— ().

log¥
Par suite mouns avons |e;(N)] QA—%_«. Ceci prouve en particulier

que la convergence vers 0 de g; () est uniforme en J. Reprenons les nota-
tions K, L, I/ du lemme 2, et soit 16, o[ un intervalle de TNt, de longuneur
A, centré sur 1'un des entiers » précédents. La proposition 2 fournit Ia
minoration ’

e
2
f WL, L, 5, e ) A > A %1(1{).
[}

Notons 6, 1m minorant dé la gquantité

1
E" + :
ox, lfh (L, I, &, 2m,—=)dz

[

qui intervient dans la proposition 1 lorsqu’on prend pour (I,), la famille
des A(T, N} intervalles précédents de longuenr A. Nous avons:

AN, A, 2 —2
8, = _21_\T‘_!_[},_EI(K)] = 5[1—E I(K)][(aa )E(K)—MT(N:)]-
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La partie du tore Ty, utilisée pour ces intégrations a pour mesure
1-4A(T, N,). La mesure de la partie restante est

N;—2AA(T, Ny) = Ny,— A[ep (N) +UT)IN,

Aa--2)

=N, [1 — LK) — Aep (N;)].

Envisageons ,,1a” partition de T v, formée par les A (T, N) intervalles
précédents et par des intervalles [b;, ¢;] les plus grands possibles, tels gque
pour tous les entiers » de 1b;, ¢,[, les points w, soient hors de K. Par consé-
quent il n’intervient pas dans ce cas de couples d’intervalles dans la parti-
tion de TNt. Soit », le nombre des infervalles 15,, ¢,[. Cherchons un mino-
rant f#, correspondant & ces intervalles. Soient my; le milien de 1b;, 6 et
A; 83 longueur. Lia propogition 3 donne:

o

-2
f KT, T 0, 2my— o) de > “—23— RUK),

b
oo €1 PR "o
th"'(L,L’,mﬂmi-—sn)dm; - I(K)Zli.
=1 bi . @ L L33
Par ailleurs

Sa-wfi-

=1

2a—2
Jfa—) z(K)—zs,(N,)] :

La somme des carrés cst minimale quand tous les. 4; sont égaux,
done

ST N; [1ﬂ Ala—2)

2
Nes 1(20)— 2ea ()
oy Yy a
et par snite:
1 o ¢
mz’b W (D, I, @, 2my— i) A
—9 A(a—2 1
> 2 z(K)ﬂ[l--—m_(“ ) I(K)—AsT(N,)].
4a Y a

11 résulte de la définition méme des intervalies [&;, ¢;] que leur nombre
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v, n'excéde pas A(K, N,); nous pouvons done choisir

_e—2 N, _ AMe—2) _ }2
6y = i A7) {1 —— YK)— dep (N} .
A(K,N) _ &g (V) .
Comme NI(E) =1 UK nous obtenons:
a2 1 2(a—2) R
0, = i ) A [1— P Z(K)—ZET(N,)] .
I(K}

Posons 6(N,) = 6,4+ @,. L'intervalle X dépend de ¢ dans la mesure ol
8% longuenr est 1(I) /a* avec Pexposant 4 compris entre 0 et pi —1. Ftudions
6(¥,) asymptotiquement; nous avons:

al(I) al(I)
art = (W, +1)1a/q’

HE) >

ex(N}) < A (Nri"l)pm log N,
WEY — a(D)\ W, Ni-pie”

Dot Hm —-8K(N‘) = lim e (M) =

0.
e ] z(-K) t—wtae Z(E)
Mais les quantités
A 2 '
3[1—51(10] (F) o Aeg(W)

tendent anssi vers 0 avec 1/, ce qui nous conduit & introduire la qua.ntit.é
guivante:

o) = 2 am 42 [1—§I(K)] plaiify Ae-d zur)]z,

a dn

qui est un trindme du second degré en A(K) = o.

Ce trindme présente un maximum égal & (e—2)/4(a—1) pour v
= a/2{a--1). Par suite Dintervalle X d&tant donné, choisissons 4 =
a2(a—1)1(K) et évaluons la différence §(¥,)—6'(N,) pour cette valeur
de A+ :

| ‘ —2
6N — 0" = 4&”1) [1_ .4(:—1)] o2 (Vi) +

icm
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a—2 a—2 P
S =k N
ta |7 ey | \TTepmyiag Y+
a—2 1

* s [T -
4o 1+ ex(N)UE) \[ 2(a—1) | | UE)

a [ a—2 ] GT(Nt)}
—_ 1 — .
a—1 2(a-1) ] HEK)

Oe calcul montre que |6(N,)— 6'(N,)| est majorée par une quantité
p,(N;) qui ne dépend que de a et N, et non de T et K.

De plus lim g {N,) = 0.

Ny--hoo

Soit & > 0; il existe ¢, ne dépendant que de ¢, tel que pour tout ¢ > t,

on ait

a—2
O(N) = OV (N) g e —— g,
(Ny) = 0'(N}) e La—1) &

Fixons & présent un entier ¢ supérieur  t,, puis choisissons un inter-
valle K contenu dans I, de longueur I(I)/a* avee 0<i<pt—1. Si les
AT, N,) entlers envisagés précédemment sont isolds par la digtance
critique 1 = a/2{e —1)1{K}, nous avons la minoration

J ' ' 6—2
{M(L, N)-+HM (L, Nt)}‘l‘m’ —e.

(K, Ny) =

o | =

Pour achever la démongtration du lemme 2 (i), il faut abandonner
Phypothése d'isolement des A(T, N,) entiers par Ia distance critigne
a[2{a—1)}1{K), mais nous verrons que cefte situation est minimale.

IV.3. Démonstration du lemme 2 (i} dans le cag général

(a) Définition d’un intervalle J. A un nombre &> 0 donné
nous agyocions Pentier ¢, défini au paragraphe précédent et nous consi-
dérong un. entier ¢ = f,. L’intervalle K ébtant choisi conformément amx
hypothéses du lemme 2, les A (T, N,) entiers relatifs anx points de T se
répartissent en groupes de points non isolés par af2(e-—-1)I(K). Pour les
groupes se réduisant b un seul point isolé, nous cenfrons en celni-ci un
intervalle de longueur «/2(a—1)I(K) et la contribution correspondante

a : a ]
L{a—1)I(E) [1_ 4(a—1)z(K)]'.S°m b un
entier comprig entre 1 et A(T, N}), & envisageons un ensemble d’entiers
correspondant i des points de 7', non isolés par a/2(e—1)I(K) et formé

pour la minoration de 0 est

7 — Acta Arithmetica XLI, 2
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exactement de % dléments. Solent », < vy < ... <, ces entiers. Ceci
impligue que les distances #;,, —¥; sont toutes nférievres & a/2(a—1)1(K)
et de plus, quand on porte la distance a/4(a—1}{H) de part et d’autre des
entiers extrémes », ef v, on ne rencontre pas d’entiers relatifs anx points
de T. Notons J Pintervalle

& 42
]”1_ i T Ta—m [

(b) Partition de J en intervalles (I.), et couples d’intervalles
(g, Hplg. Solent 0, <0 < Lo <mpy < 6/2(6 —1)1(K) les distances ordon-
nées des intervalles (v, #;.,}. Par commodité posons #, = a2 (e—1)I(X),
k
alors I(J) = 2 #;; exhibons wune partition de J formée de:

=1

k intervalles de lengueur .,
(k—1) paires d’intervalles de longmeur (#,—n,)/2,

(k—p--1) paires d’intervalles de longueur (n,~n,_;)/2,

une paire d’intervalles de longneur (ng—un, ;)/2.

SUpposons %y << #y < ... < My, < M, et construisons la partition
par éfapes:

lére dtape. En chacun des »; on centre un intervalle de longueur 3
cela défermine % intervalles tous disjoints sauf denx qui ont une extrémité

commune et dout nous prenons la réunion ce qui donne (k—1) intervalles
fermés I}” dont la somme des longueurs est kn,.

2éme étape. Agrandissons chacun des Ig” en portent de part et d’autres
la longueur #(m,—ny). Ce qui fait au total {k—1) paires d’intervalles
de longueur 3(n,—n,). Les (5—1) intervalles I{" sont agrandis en (k—1)
intervalles I; tous disjoints sauf deux qui ont une extrémits COMmMUNeE,
ce qui détermine au total (k—2) intervalles fermés I disjoints dont
la somme des longueurs est km, + (k—1) (5, —#,).

p-tme étape. 81 on a (5—p-+1) intervalles fermés disjoints I(}’“”
dont la- somme des longueurs est my+(k—1)(ny—n)+ ... +(k—p-+
+2)(0y_y —y,); COMME ON 2 SUPPOSE By < Ny < ... < Pog_ g < Ty << e
.o <My <My, mous pouvons agrandir les (k—p+1) intervalles IP-D
en (k—p-+1) intervalles I;»" en portant de chaque c6té la longueur
(B, — ). Les I}""” sont encore tous disjoints, sauf deux qui ont une

extrémité commune, ce qui fait (k—gp) intervalles fermés disjoints dont
la somme des longueurs est

kg4 (b —1) (g —ny )+ ... +{k—p+1) (g —n,_;)
=By +het .. S0y F{E—p+Lin,.
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Llopération s’aché&ve aprés k étapes. Les & intervalles de la premiére éta-
pe et leg paires d'intervalles introduites dans les étapes suivantes réalisent
une partition de J.

Bi nous avons les inégalités larges oy << A< ... 9y, <C 0y, opé-
ration précédente est encore possible et comporte éventuellement moins
d’étapes; par exemple 81 9, ; = n, on passe directement de la (p —1)éme
étape & la (p+1)éme. De cas I¢ plus simple est celul ot 2, = 4, = ...

. = My, < %y, La partition de J est alors formée de & intervalles de
longueur %, centrés sur les entiers, et d'une paire d’intervalles de longuenr
1 (e —my). o

(c) Minoration associée & cette partition de J. Notons (I,),
les % infervalles de longueur =, et (J;, K;), Jes paires d'intervalles qui
interviennent dans la partition de J. Cherchons un minorant de la guan-
tité

1
—— WAL, L', 2, 2m,—z)dz
o EIf (L, I/ o, o+

a

1 -~
— RH(L, L, ®, 2n,—x)do.
T, E | D, I, 2, 20y —a)
Il JﬁUE’ﬁ

1 résulte de la proposition 2 que

1 R o [ mal(E)
‘EZJ" (L,L,m,2mn—x)dm>2Nt[l— |-

a

Soit [b;, ¢;], [d;, ;] un couple d’infervalles de longuenr f(n,—n,_,}
intervenant dans la partition de J; soient m, le miliew de [¢;, d,} eb h; 1o
nombre de points w, de 7 pour lesquels » appartient & [¢;, d,].

11 résulte de la propesition 4 que:

A WL, I, @, omy— )
N,
logeq] Uz, 0] _
1K) (Mg — Mg 1) g
2- TN_“:(ﬂp“np—])Z_}_\-p—z"N'f"M [h{_(gil_bf)z(K)]‘

Aux (k—p-+1) paires d’intervalles de longueur }(n,—#,_;) correspond
le minorant .

k—p+1 .
WK (n,—M,_q) .
(mp+1) Syt R B e e bHID],
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’ k=141
Nous avons par ailleurs > h; =k et
i=1
k—p+1 .
D (e—b) = gt et e ny b (B—p L) 0y,
t=1

Le mincrant relatif & ces paires d’intervalles est done

I(K) ® (%p_np—l)
ix, (PRl (Y +_W

X [h—UE) fmy -yt ..

et le minorant associé & la partition de J est

(F—p+1)

X

gy + (B —p 1)} ]

Tm 1K) "
21&[ mog |t 2 (k= 1)1, ~1,_, )1+

k
Z Py ﬂ =Y (e —VE) -+ mat oo 0 (B —p + 1)}

Ce minorant dépend seulement des longueurs ny, ., ..
del’ordre des entiers v, »,, ...,
sany ’n’k—l)‘

Remarquons que si' 9, = o, = ...

.3 Mgy €5 non
7. Nous pouvons done le noter g, (n,, 1, ..

=gy = Ny, = a/2{a—-1)I{K),

kg 1 75 L (H)
P T

Oy Tray cany My ) =

résulfat gu’on obtient amssi directement.
(d) Une propriété des fonctions g,
4{2(a—1)I(K) est notée 1 dans ce qui suit.

ProrosITIoN 5. Soit k wun entier supériewr ow dgal & 2. i 0 n,y
LMy K ees K Ay A, alors

La distance critique

PPy Mgy ovny By_y) 2 Epldy 4, ..., 2).

La démonstration se fait par i"écurrenea sur k. Pour & = 2 cela résulte
simplement de égalité

YK
—nl) =5

Soit k vn entier strictement supérieur i 2; étant donné un engemble de &
entiers ¥y, ¥y, ..., 7, non isolés par la dlsta.nce critique 4, la contribution
de ces % enhers 88 (M, Bay oouy 9y y). Tl existe un mdlce j entre 1 et

" Palny) (,1“_41!1)2_‘

icm
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% —1 tel que la distance entre v, et #, soit exactement #;. Si nous éloignons
suftisamment l'entier », des (5—1) autres entiers »;, jusqu’a ce qu’il soit
isolé par la distance A, la contribution du nouveau systdme de % entiers
ainsi obtenu est

i AK)
2N, [1_ 3 ] F@Ppy (g By, . Pog_gy Mypny aery Ppy)-
Etablissons la minoration
Py Pay onny Npey)
A LK) '
E“Eji[l— 5 ] F 1 (Pay eeny Byys Piogs oeny Bpg)y

ce qui permet de démontrer la proposition 5 par une simple réeurrence.
Envisageons la différence

0; = @M,y By ooy M) —

A AUEK) :
ZN,_ [l“” 5 F Py (Moap eeey Mgy Byhyy «oey Tg) e

Un caleul élémentaire montre gune pour tout j =1,2,...,%k—1, on a
HE)
8 = ig (A—mny)2.

Il suffit pour cela d’expliciter les somma.tmns qui interviennent dans
lés expressions de

‘Pk(nla Hay eeny '”’I.e—l) et Pr—1 (nls ey ﬂj—l H ﬂ'j+17 MRS 'n'ic—l)'

Comme la contribution des % entiers ne dépend pas de leur ordre mais seu-
lement des distances #,, %5, ..., Ny, il suffit pour ébablir 1o proposition
UE) .
_Z_-I—\-’:: (?»—'nj)
arbitraire de j entre 1 et k—1, par exemple pour les valeurs extrémes
j=1Lletj = k—1 qui facilitent quelque peu le calcul.
(e) Démonstration dn lemme 2 (i). Siles A(T, N,} entiers vy, vy, ...
vy Va(r,xpy Telatifs aux points de T ne sont pas sépavés par une distance
Az a{2(a—1)I(X), envisageons un groupe de k entiers parmi les précédents,
non isolés par &/2{a—1)I(K). La contribution de ces % points pour Ia mino-
ration de 8 est au moins égale & ce gqu’elle serait s’ils étajent isolés par
a{2(a—1)l(K) d'apres (d) et la partie du tore Ty, utilisée pour les intégra-
tions & pour mesure %y -+ i, -+ ... 1+ A< kA et cecl est vrai pour toub
entier & compris enire I et A(T, N,

5 de montrer I’égalité &; = pour une valeur particuliére
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La contribution pour la minoration de 0 ne provenant pas des AT, N)
entiers est au moins égale & ce qu'elle serait si ces entiers éfaient isolés,
PUISQUE Ty -+ g+ ..o +0p_y+ 4 < kA TE en résulte que sif dépasse 'entier
t, détini précédemment, alors:

1 , a—2
M(E, ¥)> o (ML, ¥)+-MT Nj+ o —
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An application of Hilbert’s irreducibility theorem to
diophantine equations

by

A, SCHINZEL (Warszawsa)

This paper is a sequel to [3]. That was a study of polynomials F with
the property that for every integer t* (or for some integer ™ from every
arithmetic progression) the equation F{w,y,t") = 0 is solvable for inte-
gers &, ¥. It has been proved that under suitable conditions on A this
property implies the solvability of F(x, y,t) = 0 for &, ¥ in @[¢]. It has
been shown also by an exarmple that the regult failg if ¢ is replaced by
a two-dimengional vector {. In the pregent paper I show how to modify
the asgertion so that it remains true for vector ¢ of any dimension. The
principal tool is the classical Hilbert's irredueibility theorem in a slightly
refined form given in [2].

I shall prove the following theorems.

TEEOREM 1. Let F e@fu, v, t], M @[t t], T = {31y ...y T,0. Suppose
that for every v arithmetic progressions Py, ..., P, there exist inlegers 73, ..., Tr
and polynomials o, y € Q[t] such that v e P, (1< s < r) and

Fle@), ", 8 = M(<", tyy{d).
Thew there ewist polynomials X e Q(2)[1), ¥ € Q(=)[t] satisfying
F(X(t),_r, t) = Mz, 1) X (t).

TEEOREM 2. Let F < Q[w, 1, £] be of degree af most four in w, M € Q [z, {].
Suppose that for every r-+1 arithmetic progressions Py, ..., P,,, there ewist
INTEGErs Ty, ..oy Try 1, @, ¥ such that 7 e P; (1< i< 7), t* e P,y and

Bz, %, 1) = M (", t")y.
Then there exist polynomials X, ¥ € Q(r)[t] satisfying
F(X (), 7, 1) = Mz, 1) X ().
The proof of Theorem 1 is based on the two following lemmata.

LeMMA 1. Let M e § [z, t] be squarefree with respect to t, I € @[z, =, t]
have the leading coefficient with respect to x prime to M. There ewist ¢ non-zero



