Sur un probléme posé par M. Paul Turan

par

8. Ucmnvama (Sappore, Japon)

1. Introduetion. Nous nous occuperons dans cette note dune pro-

priété constructive de 'ensemble Z(m, n) de tous les systomes de n nom-
bres complexes (zy,2,,...,7,) satisfaisant & la condition
(1.1) Smil = Smia = ... = Sy =0,
ol §, = 2|-+2+...+4,, m étant un nombre entier non négatif. I ost
évident que P’ensemble Z (m, n) contient toujours un gystéme non trivial,
c’est-a-dire autre que (0, 0,...,0). Pour # = 1 la condition, (1.1) devient
évidemment vide et Z(m, 1) se compose de tous les nombres complexes
(z;) sans exception.

Il n'est pas difficile de voir que tout systéme de Z (0,n) et de Z(1,n)
se compose respectivement des racines de 1’équation

da =0
et des racines de I’équation

a’ﬂ

(3 i n—1 | —_
z+1! k4 —1...+»TJ_.O,

.

a étant un nombre complexe queleconque [1, 2]. Une formule géndrale
caractérisant Dengemble Z(m,n) pour m 21 a été dennée dans [87];
voir aussi, pour m = 2, [1] ou [2]. i

Soit maintenant B(m,n) le nombre des systémes fondameniauar
de Vensemble Z(m, n), & partir desquels les autres systémes de Z ('m, n)
peuvent &tre obtenus par dilatation ou contraction avee rotation par rap-
port & Dlorigine du plan des nombres complexes. La détermination du
nombre B(m, n) en général, qui fera Pobjet principal de la présente note,

résoudra un probldme posé récemment par M. P. Turdn dans une de ses
lettres 4 Dauteur.
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Par définition on voit aisément que* - e
B(0,n) =1,  B(1l,n) =1

et on peut montrer par un caleul direct [4] que

B(2, n) ;{g]+1., B(3,n) = [ﬂfﬂéﬁ] 11,

Le nombre B(m, n) sera déterminé dans le cas général par une for-
mule récurrente.

TmiorkEME 1, On «

’ U o™ ®) (mta—1)!
(1.2) _/}, a-(d)B(—d——,-(i)_-mm!_» ,
djf(m,n)

o a(l) =1 et a(l) = [T(A—p)jl (I >1).
ol
En particulier, si (m,n) = 1, on aura

. (m—4n—1)! -
B(m,: n) = TR B(n,m), | o

done, si nous admettons que B(m, 0) = 1, le ‘théoréme suivant est ume
conséquence immédiate du Théoréme 1: :

THEOREME 2. On o toujours
(1.3) B(m, n) = B(n,m). A

La relation (1.3) affirme qu’il y a une corregspondance fnivoque
entre les systémes fondamentaux de ’ensemble Z(m, n) et ceux'de Ven-

‘semble Z(n, m), mais on ne sait rien de la structure explicite de cette

correspondance. Cire

2. Considérations préliminaires. Nous allons démontrer d’abord
denx lemmes préparatoires,

Levme 1, Soit ¢ un nombre positif et sofent a,, oy, ..., ay des nombres
positifs quelconques. Alors, le systéme dégquations ’

n
D=0 (k=0,1,...,n-1)
el
admel une gseule solution (@, @y, ..., 2p) = (0, 0,...,0)
Démonstration. La proposition "étant triviale pour n = 1, 'on
procéde par induction sur n. Supposons que le lemme soit vrg,i Po‘ur tous
les n = m~1. Or, il existait une solution non trivigle (ay,%:.y a;m)..du
systéme m :
Za,.‘v;"k =0 (k=0,1,,..,m—1),
f=1
Acta Arithmetioa IV. 16
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on pourrait évidemment supposer que

Ty lg... By 7 0 € ” (w;—uwy) 7 0;
i+

mais c’est impossible, puisque 'on doit avoir d’auntre part

xf 5 . T

€41 £+1 C--1 -
& x: . - .

Lo m = N By ) [ [ Geym) = 0,
............... ‘ ] .
mrl'»1 m—1 .L‘;’ w1 . '”ml w—1 '

ce qui compléte la preuve par induction,
Pour un systéme (2, ...,2,) de Z{m, n) soit le polyndme

"
sy s @) = [ [ (@--2).
j=1
Soient ensuite (21,...,2,) et (ey,...,2,) deux gystémes non triviaux
quelconques de Z(m,n). Nous dirons que ces systémes (z,...,2,) et
’ ’ - o n
(21, ---, %) sont équivalents dans Z(m, »), ¢'il existe un nombre complexe
A # 0 tel que '

f(w5zly vy Zn) :f(milzlla '-"}*z';m)~

Il est clair que le nombre B(m, n) des systémes fondamentaux de Z{m, n)
.est égal aun nombre des systémes non triviaux, mutnellement inéquiva-
lents dans Z(m, »). ' ’

Considérons maintenant le eas spécial de (m,n) > 1. Soit I > 1 un
commun diviseur de m et n. On vérifie tout de suite que, si (w,, ..., W)
est un systéme non trivial de Z(m/l, n/l), alors les n nombres

v . ) "
o' ([ =1,2,.0,0 b=1,2,..., 0/l

forment in wystéme non trivial de Z (mym) olt y (J=1,2,...,0) sont
les I-émes racines de 1'unité et w}” est 1’une fixe des I-mes racines de 2y
(1< k<) On dit quun systéme non trivial (R1y 0oy ) de Z(m,n)
équivalent au systéme (wyuif; §=1,...,0, k=1,..., nfl) est attachdé
an systéme (wy, ..., wyy) de Z(mfl, nfl). Ces considérations sont évidem-
ment une extension de celles de J. Surdnyi relatives au cas ol min ([2],
p.358). “

LeMME 2. Soent (21, ..., 2,) €t (2, ..., 2,) deum systémes mon iriviar
de Z(m, n) respectivement aftachés & un systéme (wy; k = 1,...,n/l) de
Z,(/m/l,n/l) et & un sysitme (wy; k =1,...,n/l') de Z{ml, nJl'y ot 1 et
U sont des communs diviseurs de m et n tels que IV, Pour que ces sysét-
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MES (21, .eey 2n) 6 (24, ..., 20) solent équivalents dans Z(m,n), il faut ét
il suffit les systémes de Z(mfl, n/l):

(Wyy ooy wap) el (ij;ﬂl/l’; f=1,..,U k=1,..,%fl)
sotent équivalents dabzs Z(mfl, nfl), 0% w; (j =1, .:., U'[l) sont les I'[l-émes
racines de Pumité. :

Démonstration. On notera qu’il existe deux nombres non nuls
A et A tels que

b

F s af ]

(@3 hry ey b2) = [ [ (@ —awy),
k=1
nfl’

¥ ‘ot ' 1 '

Jlao; A2y ey Kag) == (0" —wp) .
k=1

La conclugion de notre lemme résulte immédiatement de ces identités.

3. Démonstration du Théoréme 1. On vérifie par un calcul direct
que la relation (1.2) est valable lorsque m = 0 ou n = 1; done, on supposers
dans ce qui va suivre que m =1 et n > 2. :

Congidérons le systéme d’équations
(3.1) Pty ooy ) =0 (x=1,2,...,n-1),
ol B, (2, ..., %) = & +...--25. D’aprés la terminologie de [5], on entendra
par rayon de solution du systéme (3.1) la totalité des solutions {Azl, .
Azn} proportionnelles & une solution non triviale fixe {z;,...,%,}. Il est
aisé de voir qu’il existe senlement un nombre fini de rayons de solutions
de (3.1). En effet; si n = 2, Passertion est triviale. Pour n > 3, si le sys-
téme @’équations (3.1) admettait une infinité de rayons de solutions,
il existerait un facteur commun non constant g(2;,...,2,) des formes
Py ey n) (x=1,2,..,n-1), ce qui entrainerait en particulier
que

9(21y 82y 0y cony Q)|+ bt ob g(21, 25, 0, o0y O)]" 04252,
¢(21, 22, 0, ..., 0) étant un polynéme non constant en z, et z,. Maig on
voit facilement que c’est impossible.

Il est encore facile de vérifier que le rang de la matrice

Oz,-

x=1,2,,,,n—1; F=12,...0

est égal 4 n—1 pour toutes les solutions non triviales {zl, vooy 2} duBYS-
téme (8.1). 1l en résulte que la multiplicité d’un rayon de solution de (3.1)
est égale & 1, quel que soit le rayon de solution. Ainsi, on a démontré,
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en appliquant le, théoréme de Bézout [5], que le nombre des rayons
de solutions mutuellement distinets du systéme (3.1) est exactement
(m+1)(m+2)...(m+n—1).

Soiti (2, ..., 2,) un systéme non trivial de Z (m,n): il est clair qu’un
systéme non tnvml (21, -+-y %) de Z(m,n) donne en général plusieurs
rayons de solutions {z,,(l),..., z,,(n)} ‘de (3.1), ot @ est une permutation sur
1,2,...,n Nous dirons que le systéme (2, ..., 2,) admet une permuta-
tion z lorsquion 2

{zla ) zn} = {zn(1)7 vy zn('lb)} .

Nous allons déterminer toutes les permutations possibles,
par un systéme non trivial (2, ..., 2,) de Z(m,n).

admiges

Etant donnée une permutation = sur 1,2, ..., %, on dit que = est de
type (i, lay ---, Ly 81 Pon a une décomposition compléte de = en cycles
. ordres I, (K =1,2,...,8):

T = Oy TOg wv's Ty
e
Oun a toujours ' = n.
k=1
Supposons donné un systéme non trivial (2,...,2,) de Z(m,n)

admettant une permutation non identique wsur1,...,» detype {lyy ..oy lg)e
Il existe alors un nombre A 5= 0, 1 tel que

2 =Ay (=1,2,...,mn),

d’ou Z'k =1 (k=1,...,s), ¥ par suite A = 1, I désignant le plus grand
commun diviseur des nombres entiers I, ..., l;: ici on doit avoir 1 >1
et l\n Donc, on peut gupposer sans nuire & la généralité que Ion a

dengge = Mzgp-1) 41 (.5(’9 =141 <7 < B( 70)
PO =140, 8, Oh af ( =1,...,n) sont des nombresy entiers tels
que 0 <oy < <11 eb B(0) =0, ﬁ(k):ll-i—ln-}—...—kl,a (1<k<s). I

en résulte que

8

Ty ek
N Ay, =0
Toa=l

(8:2) . -

pour tous les » tels que Im+x (1 < » < n—1).
Le nombre des équations contenues dans (3.2) est égal &

[—1 sio lm,

o ['m{-{;n—.—l] im]_ l
’ - S v ~l N

— i Tim.
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Il $’ensuit que le systéme d’équations (3.2) peut admettre des solutions
non triviales, si et seulement si ljm et §, =1 (k = 1,2,...,5). Cest une
conséquence directe du Lemme 1: en effet, on a toujours s <C nfl et, 8%l
existe un indice & (1 <%k < s) tel que I >1, on aura

8
sl < lec =,
k=1

On a ainsi démontré que, si un systéme non trivial (z,...,
admettait une permutation non identique = sur 1,2,.
cessairement de type <1, 1, .

n
dolt s < T —1.

z,) de Z (m, n)
.., n, w serait né-
, I, 1 étant un commun diviseur >1 de m
et n et urn tel systéme (2, ...,zn) gerait un systéme attaché & Pun des
systémes de Z(m/l, n/l). Inversement, si (2, ..., 2,) est un systéme non
trivial de Z(m, n) attaché & I'un des systémes de Z(m/l, n/l), ot | est
un commun diviseur de m et n, il est aisé de voir que (2, ..., 2,) admet
une permutation = de type <I,1,..., .

Or, nous allons déterminer le nombre des contributions deb systumes
non triviaux de Z(m, n) ati nombre des rayons de solutions mutuellement
digtinctes du systéme (3.1). .

8i(m,n) =1, on aura

n!B(m, n) = (m+1)(m+2)...(m-+n—1)
(m—+n—1)!

B(m,n) = p Py

)
car il n’y a aucun des systémes non triviaux de Z(m, n) qui n'admette
que la permutation identique.

Dans le cas ol (m, n) >1, soit | un commun diviseur > 1 de m et
n et soit N;le nombre des systémes non triviaux de Z(m, n) qui admettent
une permutation sur 1,...,n, exactement de type (I, 1,...,1>. En vertu
du Lemme 2, on peut vérifier sans peine que

) moon
wi= 3 wan( )
a (m,ﬂ,)z,"‘

Cela établi, on a enfin

n!
nt (B(-m, n)— E Nl) + Zi% Ny = (m+1)...(m~+n—1),

e A
d'olt Pon obtient, en observant que B{m,n) = > N,
1| () .
1 m—+n—1)!
N'Zw, = (min—1)l
l mln!

1 (m,m)
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Comme on le voit immédiatement, cebte derniére relation est équivalente
4 la formule (1.2). Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
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