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(5.3), (6.2) and (6.3) give

12 log? '\~
max | (a )[ > TMPexp | — e
1<esT VloglogT

Remark 2. Note that the Theorem gives some lower estimaties
in the theory of Farey fractions. Let »™, 1 { » < A(n), denote the »th

Farey fraction for the number n, A(n) = Zq» )y 80 = 1™ —p] A(n).

Then we have
AN _ ]
Bither Y |88 = O(VN) 4s false, or
p=1

1 1
= N”zexp( ——e
TC

(for N sufficiently large) is true.
" For the proof it suffices to apply the inequality

o (n)
M ()] < 2n D)

v=1

[0 (see [1], p.1697)
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Quadratische Formen und Modulfunktionen
VYOI

M. Ticarer (Marbwg-Lahn)

Einleitung

Zu den #ltesten Themen der analytischen Zahlentheorie gehirt
die Frage nach der Anzahl der Darstellungen von natiirlichen Zahlen
durch definite quadratische Formen und speziell die Behandlung dieser
Frage mit Hilfe von Modulfunktionen. Ungeachtet der langen Geschichte,
die dieses Thema gehabt hat, verdankt man die am weitesten reichenden
Entdeckungen tiber die Zusammenhinge von Modulfunktionen -und de-
finiten quadratischen Formen den Arbeiten von E. Hecke der Jahre
1937-1941, anf deren zusammenfassende Darstellung [9] wir hier mehrfach
Bezug nehmen miigsen. Hecke zeigte, dafl sich die fraglichen Darstellungs-
anzahlen aus den Koeffizienten gewisser Darstellungen der seit langem
wohlbekannten Modularkorrespondenzen berechnen lassen. Durch diese
Tatsache wird die Theorie der quadratischen Formen mit der Algebra
der algebraischen Funktionenkérper verbunden, was unter den Hinden
Heckes und seiner Schiiler zu zahlreichen schénen Anwendungen fihrte.

In den vergangenen 3 Jahren habe ich die Spuren der genannten
Darstellungen der Modularkorrespondenzen unter gewissen! vereinfachen-
den Voraussetzungen bestimmt. Mit dieser Kenntnis hat man jetzt ein
sicher arbeitendes Verfahren in der Hand, die Anzahl der Darstel-
lungen einer Zahl durch eine definite quadratische Form formelméiBig
zu Dberechnen, falls die Form nicht allzu kompliziert ist. Bs wire aber
ein Trrtum zu glauben, daf hiermit das angeschnittene Problem dem
endgiiltigen AbschluB nahe gebracht worden wire. Ich weise in §4
vielmehr auf 7 offene Probleme hin, die teilweise recht umfangreich
sind, und deren Bearbeitung mit den heutigen Hilfsmitteln méglich
erscheint.

Der Zweek dieser Abhandlung ist es, die Ergebnisse fritherer Arbeiten
zusammenzotragen, sie zu erliutern und zu ergéinzen. Auf eine ausfiibr-
liche Wiederholung der Beweise darf verzichtet werden. In § 1 bringen
wir nur einen neuen und allgemeiner giiltigen Beweis fiir die Existenz
des Normalintegraden 3. Gattung.
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§1. Die Modulformen
1. Bs sei I eine natiirliche Zahl. Mit Iy (F) bezeichnet man die Modul-
gruppe der Stufe F, d.h. die Gruppe der linearen Substitutionen
ab
¢ d

at4b
%ar—kd’

Iy(I besitzt in der oberen Halbebene lm(7)
bereich mit

(2)

¢

(1) =1, asba—l—{;:w:(lz()modl.

> 0 einen Fundamental-

= M (t, B!
h m? p(t, 11
parabolischen Spitzen, wo (f, Ft™') den groften gemeinsamen Teiler und
@ die Eulersche Funktion bezeichnet; ¢ durchlduft die positiven Teiler
von F. Der Fundamentalbereich besitzt ferner elliptische Kcken der
Ordnungen 2 und 3 in den Anzahlen

0, wenn 4|F, 0, wenn 9177,

3 €, = — 4 —3

(3) e ” (1 + (————)), sonst, n (] + ( )), sonst,
DIF p : T p

wo p alle Primteiler von F durchléuft. Endlich igt der hyperbolische
TFlicheninhalt-

(4) p=4nl [[(14p~
piF
Aus (2)-(4) bekommt man bekanntlich das Geschlecht aly '

) g=14 00 (1___)*‘13(1_1)_

dr 2 2 R/ 2 3
Es sei nun y(a) ein Charakter mit dem Fiihrer F, der die Werte 1
und. —1 annimmt. Die Substitutionen (1) mit x(a) = 1 bilden dann eine
Untergruppe I'y(F) vom Index 2 in I'y(F) mit den (2)-(h) entsprechenden
Anzahlen

(2" B = 2h,
) e; = Anzahl der Losungen von u*--1 == 0 mod ' mit x (@) =1,
&5 = 26,
(4) ¢ = 2u,
p , 7 1\ e 1
5 =14 o= 21 ) = 21—,
) §=1tg =3 2( z) 2(1 3)
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2. Die bei [ '(,(Tf’) und I'y(F) invarianten Modulfunktionen bilden zwei
Korper K(F), (1’) deren zweiter eine Erweiterung 2. Grades des erste-
ren ist. Neben den invarianten Funktionen interessieren hier besonders
die durch die Funktionalgleichungen

@ ( Tt b) (er-d)y™

(0) ¢t +d,

a b

#(w)g (), (c d) eI (1)
gekennzeichneten Modulformen des Grades —n. Fiir gerades o sind die
formalen Ausdriicke ¢(r)ds"* Differentiale des Grades n des Korpers
K () baw., K'(F), je nachdem y(a) = 1 fiir alle @ ist oder nicht. Jeder
dieser Modulformen ¢(7) ist bekanntlich ein Divisor D zugeordnet: ist
u eine lokale 'Unifoxmi.siucnde und U ibr Primdivisor, so ist D genausooft
durch U teilbar wie ¢(z)(dz/du)"*. Der Divisor D gehort der in-ten Po-
tenz der kanonischen Klabse W an. Es interessieren im Folgenden vornehm-
lich die iiberall in = holomorphen Modulformen, welche iiberdies in den
parabolischen Spitzen verschwinden. Wir nennen sie die Modulformen 1.
Gattung des Grades —n. Tm Falle n = 2 sind die entsprechenden Differen-
tiale ¢(7)dv die Integranden 1. Gattung. iir » > 2 enthélt indessen
der zugehorige Divisor die Primdivisoren der parabolischen Spitzen in
einer Potenz = 1—4n. Die Anzahlen G, hzw. @, der linear unabhiingi-
gen Modulformen 1. Gattung des Grades —n berechnet man leicht mittels
des Riemann-Rochschen Satzes ([6], 8. 272):

(M)

4 =2,
, ) ) -2 n—2 -2 n—2 n—2
G, = (n—1)(g—1)-I-h B ey 5 - 1 +e b - 3 ’

n>2, n = 0mod2,

(7')

¢, n =2,

, N2 n—2 n—2 fn—2 [a—2

Gy, == 3 (= 1) (g 1) |-l 5 -} ey 5 T 65 5 |3 )

n >2, n=0mod2.

Die Anzahl derjenigen ¢ (r) 1. Gattung, welche (6) mit einem Charakter
x{@) # 1 erfiillen, ist also Gp—G,.
Modulformen eines ungeraden Grades # konnen nach (6) nur fiir .

“einen Charakter mit der Rigenschaft y(—1) = —1 existieren, was wir
80 ausdriicken wollen:
(8) G, =0, n:=1mod2.
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Diesen Modulformen igt in gleicher Weise ein Divisor des Korpers K'(F)
zugeordnet, welcher der Klasse V™ angehort, wo V die dadurch eindeutig
gekennzeichnete Divisorenklasse ist, dafB ibr Quadrat V2 = W die kano-
nische Klagse ist. K'(F) enthilt also eine solche Klasse V, K(I') dagegen
nieht. Die Anzahl @, der linear unabbiéingigen Modulformen 1. Gaftung
cines ungeraden Grades —n < —2 148t sich in gleicher Weise mittely
des Riemann-Rochschen Satzes bestimmen und ist

w oz 1T mod2.,

’ -3 | K B
(8) @ = (n—1){g'—1)+h " ~t~ez['3]+es[~3], n > 2,

2 4
3. Es folgt jetzt ein Bericht iiber die in [6] entwickelte Theorie der
verallgemeinerten Abelschen Integrale. Fs sei fortan stets » > 1. T
eine Modulform g(r) des Grades —n wird das Integral
17 ,
D7) = —— f(7:~—0)”"2¢(rr)da+6)(r)

—2)!
(n—2)! 2

(9

gebildet. Die untere Integrationsgrenze 7, und ebenso die ,,Intergrations-
konstante” ©(r), ein Polynom vom Grade n—2, sind dabei willkilich.
Wir nennen (9) ein (verallgemeinertes) Abelsches Integral 1., 2., oder 3.
Gattung, je nachdem es tiberall holomorph, meromorph, oder mit loga-
rithmischen Singularititen behaftet ist. Sinngemif bezeichmen wir die
Integranden ¢(7) als Modulformen 1., 2., oder 3. Gattung. Die Modulfor-
men 2. Gattung diirfen im Endlichen nur Pole mit den Hauptbeilen
Cn(T—T9) "+ Cn +1(r—ro)_"”l+. .. haben; in den parabolischen Spitzen sind
beliebige Pole gestattet. Integrale 1. und 2. Gattung sind vom Inte-
grationswege unabhingig. -

Um das Verhalten von Abelschen Integralen bei Medulsubstitutio-
nen bequemer beschreiben zu konnen, fithren wir allgemein die Bezeich-

nung
) a b\|* av b ev-l-d \"
q)('[)o . =@ e e
¢ d ov -+ \lY ad —be.

ein. By gilt fiir alle el (4):
(w I)) v )
A eal = X

mit einem Polynom £,(r) vom Grade »--2, der zu & ge,h(')rjgun Periode
von @(r), welches der Funktionalgleichung

(12) 0 (1) = 2, () [ea (1) Dy (1) == 0

geniigt. Addiert man zu @ (7) in (9) ein weiteres Polynom @, (v), so addiert
gich zu Q,(r):

Oy (7)o le]" ™ ~7(e) 0, (v) = O, (v)o([e]" "~ g ([ 1T"7*).

(10)

1) BE)ele? = 1D+ L,(0),  7(e) =
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Durch p(v) - p () [e]"* wird im Modul M™? der Polynome (n—2)-ten
Grades von 7 eine Darstellung der Modulgruppe definiert. Die Funktional-
gleichung (12) besagt nun: die Perioden 2,(r) der Abelschen Integrale
(9) sind 1-Cocyeclen der Gruppe I'y(F) in dem Modul M™% Und zwar
ist jeder Modulform 1. oder 2. Gattung wegen der Willkiir der Integm-
tionskonstanten @ (z) eine Coliomologieklasse zugeordnet.

4. Die Modulformen des nicht negativen Grades n—2, d. h. die Lo-
sungen der Funktionalgleichung @(v)o[e]** = &(v) konnen nach (11)
aly speziello Abelsche Integrale mit den Perioden 0 aufgefasst werden.
Leitet man (11) mit einem Dbeliebigen Polynom £2,(r) vom Grade n—2

-1
genau (n—1)-mal ab, so erweist sich ¢(z) = (—j?) @(z) als eine Modul-

form des Grades —n. Dieses gilt speziell fir die (n—1)-fachen Ableitun-
gen der Modulformen (n—2)-ten Grades, welche wir integrable Modul-
formen nennen wollen. Mit dieser Bezeichnung gilt der folgende Satz:

Di¢ Restklassen der Modulformen 1. und 2. Gattung des Grades
—n modulo den integrablen Modulformen auf der einen Seite und die 1-Co-
homologicklassen von I'y(F) in M™* auf der anderen enisprechen sich in bei-
den Richtungen eindentsy.

Der Beweis wurde fiir gerades » durch Abzihlung der Rangzahlen
der Restklassen von Modulformen und der 1-Cohomologieklagsen gefiihrt;
er 1Bt sich vermutlich auf den Fall eines ungeraden » iibertragen. Anderer-
geity konnte man eine Funktion @(z), welche (11) mit einem vorgege-
benen Periodensystem Q,(r) erfiillt, auch direkt mit Hilfe von gewissen,
den Poincaréschen nachgebildeten Reihen konstruieren (s. hierzu Nr. 6).
Dieses Verfahren ist auch fiir ungerades # durchfithrbar. Der genannte
Satz wird allerdings im Folgenden keine Rolle spielen.

5. Fiir zwei Modulformen ¢(z), (z) 1. oder 2. Gattung vom Grade
—n fihrt man ein Skalarprodukt durch

(13) I(p, ) — Sumame der Residuen von &(z)y(7)

ein, wo ®(r) das Tntegral (9) von p(r) ist. Man zeigt leicht, daB I{(p,y)
von der willkiitlichen Integrationskonstanten von @(r) nicht abhingt,
und daf

(14) I, y) = (=1 T (y, 9)

gilt. I(p, ) verschwindet, wenn ¢ und y beide von 1. Gattung sind,
oder wenn ¢ oder y integrable ist.

Man kaun ferner I(p, ) als eine bilineare Relation in den Koeffi-
zienten. der Perioden Q,(r), (v) von @, y fir alle ¢ aus einem Erzeugen-
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densystem der Gruppe [,(F) ausdriicken. Doch werden wir hiervon
keinen Gebrauch machen.

6. Bei der nun folgenden Konstruktion des Normaliniegranden 3.
Gattung weichen wir von [6] ab, da die dortigen Uberlegungen nicht
auf den Fall eines ungeraden = iibertragbar scheinen. Bin &dhnliches
Konstruktionsverfahren wie wir hier fithrt H. Petersson in [16] durch.
Der Normalintegrand 3. Gattung ist eine Funktion K (v, o) in zwei Varia-
blen mit den folgenden REigenschaften:

1) Fiir » > 2 ist K (v, o) eine Modulform des Grades —n in 7; fiir
n =2 gilt dieses fiir K (v, 0)—K(7,0,) mit einer belicbigen Kongtan-

ten o,.
72 —1 a'ﬂ«-——l
2) W}C(Z‘, G) == (—1)%—5;”:?]—1(?(6’ ’Z).

3) K(v,0) = f~-~1—+K’ (7, 0) mit einer in 7 und ¢ iiberall holomor-
oO—7T

phen Funktion K'(z, o).
4) Fiir jede Modulform ¢(o) 1. Gattung ist die Residuensumme von
K (z, o)p(o) beziiglich ¢ in jedem Fundamentalbereich gleich ¢(r).

'n 12%

wo die ¢;(z) eine Basis der Modulformen 1, Gattung bilden wnd die ¥;(r)
Integrale 2. Gattung mit

5) K(z,0) = o) +-Ky(z, o)

1 fir i=%

(15) y ]
0 fir 4%k

n%w:{

sind, und wo K,(r, o) eine Modulform (n—2)-ten Grades in ¢ ist.

Wir fithren den Beweis unter der Voraussetzung » > 2, da der Fall
n = 2 schon in [6] behandelt wurde.

Man bildet zun#chst die formale Reiho

@b ,
&= ((, (l) eIy ()

welche aber nicht gleichmibig konvergiert. Sind ¢, d mit ¢ = 0 modF,
(d, F) = 1 gegeben, so kann man a, b auf unendlich viele Weisen so bestim-
men, dafl ad—be = 1 ist. Es gibt genau eine Losung a,, b, dieser diophan-
tischen Gleichung mit [by| < |3dl, |by—1| < |3d|. Alle iibrigen sind
damm @ = ag-+me, b =by+md mit m =0, £1, 4-2,... Fabt man in
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(16) die Glieder mit entgegengesetzt gleichen m zagammen, 5o entsteht
die fiir n > 3 absolut konvergente Reihe

g7 -+by
< 1 - cr+d (d)
6) K D X
(16°) Koz, ) 24 agrtb, 7 Z s, V|t ap
ea | 010 4 mzl (0710 ) p?
cr--d )

Um zu zeigen, daB K, (v, o) cine Modulform in z igh, muB man einen
Kunstgriff von Hecke anwenden, Man bildet fiir ein reelles t > 0 die Reihe

%(4)

16" .
( ) 1 (0T+d)n’

K (z, 051) = \7 1
) gt +-b,
M—0 || ——r
cr-d

é_l (aor-{-bo
cr+d

welele fiir  und o in einem beschrinkten Gebiet absolut und gleichmiBig
konvergiert. Bei Ausitbung von Substitutionen aus I'y(F) auf v verhalt
sie sich wie eine Modulform vom Grade —n. Bei Anniherung von ¢ an 0
geht K, (v, o;1) stetig in die Funktion (16') iiber. Damit ist nachgewie-
sen, daB K,(v, o) die Bigenschaften 1) und 3) hat.

Eine elementare Rechnung, bei der dieser Kunstgriff noch einmal
Anwendung findet, zeigt ferner, daB

+m—o0

. ao--b
1 K|~
(an [‘1(7’ co-+d

Mﬁw mmww=%mﬂ,e=@ﬂ

e d,
mit der Abkiirzung y(e) = y(d) fiir jedes eely(F) holomorph in = und ein
Polynom (n—2)-ten Grades in o ist. Daher ist die (n—1)-te Ableitung
nach o von I, (v, o) auch in o eine Modulform des Grades —n. Die Diffe-
renz

ist iiberall holomorph und daher durch eine Basis ¢;(v) der Modulformen 1.
Gattung darstellbar:

M(r,0) = ) tupi(v)qu(o).-
Die Funktion
%2, CirPs T)qjla( )

hat dann neben 1) und 3) anch die Rigenschaft 2).

K (v, o) ist wegen (17) hinsichtlich der Variablen o ein Integral 2.
Gattung. Daher ist die in 4) genannte Residuensumme eindeutig erklirt
und hat den dort behaupteten Wert zufolge 3).

Dabei ist offenbar ¢y, == — (—1)"ey.

(18) K(r, o) = K
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Wegen (17) erfilllt 2,(r, o) die Gleichungen (12); ferner verifiziert
man leicht '

(19) O(v,0) =0 firalle ¢ = (1' b).

0 1

Wegen (12) und (19) hingt 2,(z, o) nur von der zweiten Zeile von & ab,

gsodaB man schreiben kann:
Q,(v, 0) = “Q(n,d)('ﬁ ).
Man bilde jetzt die Reihe

N Hea (o)
e

o
(20) (co )i

Lz, 0) ==
e=0wmod F'

welche fiir #, > 2 absolut und gleichméfig fiir alle ¢ in einem beschriink-

ten Bereich konvergierf. Unter Benutzung von (12) verifiziert man leicht,

daff fiir alle eel(F)

Lz, 0)e[e];™™" = y(e) Li(7, 0) - 2,7, 0)p (o)

gilt mit der Eisensteinreihe

x(d)

et d)'n. RS

\1

e=0mod I

y(o) =

die nicht identisch Null ist, wenn man n+n, als gerade voraussetzt. Also
ist
L(z, o)

Ky, ) = =

. a . . .
eine Funktion, welche denselben Funktionalgleichungen (17) geniigt .

wie K{z, o).
(n—2)-ten Grades in o.
Wir halten

(21) Iz, 0) = Ky(7, o) Ky(v, o)

fest. K2>ist konstruktionsgem&B cine Modulform 1. (iattung in 73 wir
stellen sie durch eine Bagis dar

(22) Ko(v, 0) = (=1)"" Y y(x) V(o)
1

H{lt gewissen Funktionen ¥;(s), von denen wir schon soviel aussagen
konnen, daB es Integrale 2. Gattung sind. Fir eine beliebige der Modul-
fo}'men @;(0) ist nun die Residuensumme in ¢ von K (7, o) (o) wegen der
Bigenschaft 3) einerseits gleich ¢;(v). Andererseits ist die Residuensumme
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von K,(v, o)p;(0) nach Nr.5 gleich 0, und die Residuensumme von
K,(t, 0)p;(c) wegen (14) gleich

gil0) = N gu(e) L(ga, va)-
Das ergibt die Eigenschaft 5).

7. Obwohl es fir die spiteren Anwendungen nicht mehr bendtigh
wird, mochte ich noch der Vollstindigkeit halber skizzieren, wie man
von der Existenz des Normalintegranden 3. Gattung aus den Riemann-
-Rochschen Satz nebst einer Erweiterung erhalten kann, die A. Weil den
inhomogenen Riemann-Rochsehen Satz nannte [21], s. hierzu auch Peters-
son [16]. Zuniichst erkennt man, daf jede Modulform ¢(7) in eindeu-
tiger Weise in der Form

70— 2
(23) () = 9y (v) F+q(7)+ ‘}; (('u K (v, o3) 4. ..+ €in (;)GT-‘T Kz, 'fi))
geschrieben werden kann, wo ¢q(v) eine Form 1. Gattung und ¢ (z) eine
integrable Form ist. Aus (23) kann man aber den Riemannschen Teil des
Riemann-Rochschen Satzes fast unmittelbar entnehmen, und zwar fiir
jedes m.

Der inhomogene Satz von Riemann-Roch kann so ausgesproechen
werden: eine im Sinne der Metrik (13) auf allen Modulformen 1. Gattung
senkrechte Modulform 1. oder 2. Gattung ist die Summe einer integra-
blen Modulform und einer Modulform 1. Gattung. Zum Beweise benutzen |
wir das Symbol 9"/d¢" auch fiir negative r, wo es die r-fache unbestimmte
Integration mit geeigneten Integrationskonstanten bedeute. Aus der
Symmetrieeigenschaft 2) folgt nun mit einer integrablen Modulform x in z:

au av~n+1 a‘n—l
~5;,K(T, 0‘) = (—1)WWK(U, T)
vj -l
= <~1)“4§J (E;——F‘ cpi(a)) wl@)+x(0, )3

was in (23) eingesetzt sofort die Behauptung ergibt.

Endlich folgt hieraus: die zu einer Basis p;(v) der Modulformen 1.
Gattung ,komplementiren” Modulformen ;(7) 2. Gattung bilden zu-
sammen mit den ersteren eines Basis des Moduls der Restklassen der
Modulformen 1. und 2. Gattung modulo den integrablen Modulformen.

§ 2. Die Modularkorrespondenzen

1. Die Modularkorrespondenzen T, fiir natiirliche Zahlen m stellen
sich als lineare Operatoren ,RZ(Tm) im Raume der Modulformen 1. Gattung
vom Grade —n dar. Die in gleicher Weise zu definierende Darstellung

Acta Arithmetica IV. . 15
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der T, im Raume aller Modulformen. 1. und 2. Gattung wird nicht divekt;
vorkommen. Unter Benutzung der Abkiirzung (10) wird gesetzt:

&4 P(0) T = By (L) (7) = ) z(u)p(x)o [(“' ")]

0
R wr+o\[u\"?
= Z x(u)frl(-*———)(f) ).
w w

summiert tiber ein System von natiirlichen Zahlen w, @, w mit
(25) (u, Fy =1,

>0, ww=m, 00w,

Hecke fiigt rechts in (24) noch den Faktor ™! hinzu, wag fiir die An-
wendung auf Koeffizientenprobleme von Modulformen bequem ist. Wir
miissen hier im Unterschied zn Hecke zwischen ciner Korrespondenz 7'
im klagsischen Sinne (an den ich gerade in diesem Zummmenh':mg in [7]
erinnerte) und einer Darstellung R (7). unterscheiden.

Wenn m = 2 eine zur Stufe 7 teilerfremde Quadratzaht ist, so enthiilt:
Ty, den Summanden 7, die Einheitskorrespondenz:

(26) Ty =1y,

wo T:2 dadurch definiert ist, daB in (25) das Tripel 4 = w = r, v = 0 avgzu-
Jasgen igt. T:z und 7, fiir m = ¢2 fithren big auf endlich viele Augnahmen
jeden Punkt der Riemannschen Fliche von K () in einen verschiedenen
iiber; kurz, sie besitzen nur endlich viele Fixpunkte. Dieser Umstand
wird im Folgenden eine wichtige Rolle spielen.

T kann auch als linearer Operator im Raume der Abelschien Tufegrale

durch
N2
o0 = 3 200 (5 fj,)] +6/(x)

fsrklé‘u't werden, wobei @(7) eine willkiirliche ,,Integrationskonstante”
ist. Bs zeigh sich, daB die Anwendung von 7, und die Integralbildung
(9) vertauschbare Operationen sind. Das fiihrt endlich zu einer Dmstellmlg
von 1.’,,,, im Raume der Cohomologieklassen von I'y(F) in M"™2, welche sich
aly die Summe von 2 mit R}(T,,) iquivalenten Dargtellungen erweist
([6], S.288; [7], 8. 201). '

) Wichtig fiir das Folgende sind begonders die Formeln von Tecke,
in denen p eine Primzahl bedeutet:

lrml. Tmz = T""L'mz’
min(sy,8)
D' 10D Tysirap—1a,

o=0

(mli mz) == ]-7

@7

ITpEl. o P t F,

. p—
Tpor* Tpop = Tysytsy

pIF.
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2. Die algebraischen Grundlagen des Berechnung der Spuren von
Ry (Ty), an die ich im folgenden kurz erinnere, finden sich in [6]. Diese
Spur ist offenbar

(28) SPRE () = (—10""" X T{gi0 Ty 1)
7

wo @i(z) eine Basis der Modulformen 1. Gattung und y;(z) die hierzu
. komplementire” Basis der Modulformen 2. Gattung ist, wie sie in dem
Normalintegranden K (r,¢) 3. Gattung auftreten. Man wendet nun
T, = T, (%) hinsichtlich der Variablen v auch auf den Summanden K;(z, o)
von K(z, o) an und setzt danach o == 7. Wenn man die Voraussetzung
maeht, daB 7, nur endlich viele Fixpunkte hat, so entsteht auf diese
Weise wegen der Rigenschaft 5) eine Modulform des Grades —2 in 7.
Deren Regiduensumme ist bekanntlich 0. Nunmehyr folgt aus (28)

(29) S])(R’;(Tm)) = Summe der Residuen von [K(r, 6)° T (T) 15z

sofern. T, nur endlich viele Fixpunkte hat, d.h. nach Nr.1, wenn m nicht
das Quadrat einer zur Stufe teilerfremden Zahl ist. In diesem Ausnahme-
falle zerlegt man T, gemiB (26) und berechnet die Spur von 15, nach
(29). Die Spur von R} (7)) muf sein:

G, fiir
@—G, fiir

£ =1,
4 ?I:i] ’
d. h. je nachdem der Charakter y(a) der Hauptcharakter ist oder nicht.

Die Pole von [K(r, 6)°Tp(t)],. sind die Fixpunkte der Korrespondenz,
némlich die Punkte z,, fiir die ein ¢el'o(F) mib

(30) Sp(Ry(T.) = l

: fu v .
VT = £Tg; ¥ = (O w) gemif (25)

exigtiert. Hierzu gehoren auch die parabolischen Spitzen. Die Fixpunkite
werden nach den arithmetischen Invarianten der Matrix &'y, nimlich
jhrer Spur s und dem Fihrer f der durch sie iiber dem Ring der ganzen
Rationalen Zahlen erzeugten Ordnung, klassifiziert. Es ist nun entschei-
dend, die Anzahl der verschiedenen Fixpunkte mit gleichen Invarianten s,
7 zu berechnen, und dieses gelingt durch Anwendung der Arithmetik
der Quaternionen-Algebren; s.[4] und [5]. Frither (durch Kronecker,
Hurwitz uv. a.) wurde diese Aufgabe mit Hilfe der Theorie der bindren
guadratischen Formen behandelt. Im Hinblick auf mogliche Erweite-
rungen (8. §4, Nr. 6) ist die Benutzung der Algebrentheorie vorzuziehen.

In der Berechnung der Spur von Ry (Ty) habe ich mich auf den Ea,ll
einer quadratfreien Stufe F beschrinkt, der kaum grofere Schwierig-
keiten zeigh als der Fall I = 1. Sobald Primzahlen die Stufe jedocki<in

\
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einer Potenz h >>1 teilen, wichst die Kompliziertheit der BErgebnisse
mit h, wie Untersuchungen von F. Sohn [20] zeigen.

Obgleich die Untersuchungen in [5], [6] nur fiir Modulformen vom
Hauptcharakter y = 1 durchgefithrt wurden, gebe ich in Nr 3. die Resul-
tate allgemeiner an. Was an tieferen Uberlegungen zur Brzielung dieser
grofleren Allgemeinheit notwendig war, ist alles in der Xongtruktion
des Normalintegranden 3. Gattung enthalten.

3. BEs wird fortan vorausgesetzt, daf die Stufe # das. Produkt von »
verschiedenen Primzahlen ist. Der Charakter y sei reell, er nimmit dann
nur die Werte £1 an. Der genaue Fiihrer von g heille I, or ist ein Teiler

von F. Fiir 4 # 1 ist
a
31 - al
(31) 7(@) [”](7,)
x

In der Spurformel werden die folgenden Abkiirzungen bhenutzi:

(32) % = Anzahl der Primteiler von F.
‘ A) 1, wenn Ap~? =0 oder 1 mod4,
33 —e=1(4
33) {1’[ l(;), das Legendresymbol, songt.
Es sei
(34) w2—28x4-m = 0 mod
16sbar. Man setzt
(35) alsymy =27 3 y(@),

amod I
die Summe erstreckt iiber ein volles Losungssytem von (34) modF. Man
hat hier y(z) = 0 zu nehmen fiir (#, F) > 1, insbesondere auch dann,
wenn F nicht der genaue Fiihrer von 4 ist. Dies gilt sinngemiB im Falle
des Hauptcharacters y = 1. Fiir 82 < 4m sei

(36)  o(s, m) = §(s+Vs2—dm), o"(s,m) = }(s—Vs?—dm).

Wenn 4 = 0 oder 1 mod4, so gibt es genau eine Ordnung der Digkrimi-
nante 4 in dem quadratischen Zahlkérper k(¥ 4). By sei

(37) h(4) = Idealklassenzahl, ¢( 4) = halbe Binheitenanzahl dieser Ordnung.

Ebensogut kénnte man h(4) als die Anzahl der primitiven Klassen qua-
dratischer Formen mit der Diskriminante A bezeichnen.

In der folgenden Spurformel durchlaufen nun s und f alle ganzen
Zahlen mit

(38). —2Vm<s<2¥m, 0<f<Vm, (—dm)f~=0oder =1modd.
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Ferner durchléuft ¢ alle Teiler von F, und fiir jedes ¢ durchléuft u, alle
Teiler von m mit den Eigenschaften
(39) (1, 1)
Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich nun die Spurformel:

(40)

wim, 0 <ug<Vm, = (mu, Fi™') = 1.

Sp (R

m) =

- ?nl_n/;[”—— 17 (1+[ F o)y }) %(s, m)Mﬁ) %

2
sf LA dm)f~ )

208 m)'—g (5 myt Z Y*x H (%z)a ]7 (W’Wlfl)e Wl
—— — 13 T
ofs, m’)_g ) M) P p|Ft—1 P

g ll’ :

o () m) - 80 ) (m>],

wo e =0 fir y =1 und ¢ =1 fix y £ 1,

* n—1 -1
_.2ux(,u)u___(.u_) fir m=u2, (u, F)=1,
(40a) ol (m) = ‘ 2
sonst,
qurn~2und7_1 y
(s wenn m = p
(40b)  py(m) [0 fir n > 2 oderx?él] ];[P )
wo
W = %(n(,&p”ﬂ“‘-;_p’”p)_]_np p)[] 1+p+.. _H,hp),
DIF P+ F
— "’L=~47Z=1,’m=u2,(u,F =1,
(40¢) (m) =
sonst,
f‘}r 121} m =u? (u, F) =1,
(40d) oy (m) = GnHGn fir g1 ! :
0 gonst,

wo G, Gy, durch (7), (7'), (8), (8') gegeben sind. In (40b) hat man fiir
2pr~14-p' in den Féllen h, = 0 und 1 einzusetzen: 1 und p. (40b) bedeutet
die halb genommene Summe der beiden Grade der Korrespondenz Lo
Bin Spezialfall (F = 1) dieser Spurformel findet sich bei A. Selberg ([19],
S. 88).
’ § 3. Quadratische Formen
1. Bs sei Q(z) = }Yqumiwy, eine definite quadratische Form mit

ganzen rationalen Koeffizienten gy und 3q;. Unter der Stufe von Q(fa)
versteht man die kleinste natiirliche Zahl ¥ der Art, daB die Matrix
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F(gy)~" Koeffizienten der gleichen Beschaffenheit hat. Die Variablen-
zahl soll stets als gerade vorausgesetzt und mit 2n bezeichnet werden.
Die Zahl D = —(1)"|¢y| heiBt die Diskriminante von @ (x); sic ist stets
=0 oder 1 mod4. i :

Die Thetafunktion

(41) Hr) = E i@
T

ist eine Modulform desVGraJdes —# zur Gruppe I'y(F):

" b — ;
e

% () ist ein Charakter mit dem Fihrer F, = F'.

Ist R(») eine homogene Laplacesche Kugelfunktion r-ten Grades
in den #;, und ist § eine lineare Substitution, welche der Gleichung 878 =
= Q = (ga) geniigt, 5o ist

(43) (p(r) = 2 _R(Sm) 2R ()

eine Modulform von gleicher Stufe und Charakter, aber vom Grade —(n--),
8. [18]. Die Reihen (43) mit ungeradem r verschwinden identisch.

(42)

2. Wir wenden uns hier spesziell den quaterniren quadratischen
Formen Q(z) mit quadratischer Diskriminante zv. Diese sind Normen
von Idealen aus Quaternionen-Algebren. In diesem Abschnitt soll kurz
an die Grundziige der Arithmetik dieser Algebren erinnert werden (s. [4],
7], [17)). N

BEs sei A eine definite Quaternionen-Algebra und 7% ihre Diskriminante.
F', ist dann das Produkt einer ungeraden Anzahl verschiedener Primzahlen.
Wir betrachten im Folgenden solche ganz speziellen Ordnungen I in 4,
deren p-adische Erweiterungen I, maximale Ordnungen fiir fast alle P
sind; nur fiir eine endliche Menge von Primzahlen p, welche nicht in By
aufgbehen, sei I, isomorph mit der Ordnung aller zweireihigen Matrizon
a
(0 d) mit p-adisch ganzen Koeffizienten und mit ¢ == mod p. Das Pro-
dukt aller dieser Ausnahmeprimzahlen nennen wir Iy und setzen ondlich
F=7F,.

Sei I eine solche Ordnung. Man gebe fiir jede Primazahl p einen Nicht-

nu]ltellejr Hyp s.A,, vor, welcher bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen
sogar eine Einheit von I, sein soll. Der Durchschnitt

M= QIp/,ap bzw. M = M pu,l,
14

isb d.ann gin I -Linksideal bzw. I-Rechtsideal. M heiBt ganz, wenn M C 1.
Zwei I-Linksideale M, und M o heiBen linksiquivalent, wenn, M g = M 1l
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mit ped. Die Anzahl h der Klassen linkséquivalenter I-Linksideale ist
endlich und héngt von I nicht ah.

Einer I-Linksklasse, vertreten durch ein I-Linksideal M,, kann in
folgender Weise eine quadratische Form ¢ («x) zugeordnet werden. Durch-
liuft x alle Elemente # 0 aus dem inversen Ideal M7, so durchliuft
M= M, die Gesamtheit aller mit M, linksiquivalenten ganzen
I-Linksideale. Stellt man nun g durch eine Basis p; von My' dar:
b= 3 0@, 50 wird die Norm von M: N(M) = N(M,)N(u) = Q(z) eine
quadratische Form der in Nr. 1 betrachteten Art mit dem Fihrer
F = B F,.

Man halte I =1, fest. My, ..., M) sei ein Reprisentantensystem
der I,-Linksklassen. Diese M;sind nun gleichzeitig Rechtsideale fiir gewisse
andere Ordnungen I; von p-adisch gleicher Beschaffenheit. Ferner bilden
die Quotienten M;'M;, i=1,...,h, ein Reprisentantensystem der
I-Linksklassen.

Man ordnet nun jeder natiirlichen Zahl m die sogenannte Anzahl-
matriz

Py(m) = (Wﬁs(””)}

zu, wobel my(m) die Anzahl der ganzen mit MM, linksiquivalenten
Tdeale der Norm m ist. Definiert man noch

et ... et

— —1
€ ... €
4
wo e¢; die Anzahl der Einheiten von I, ist, so ist

Po(m) eZTrirm

e

(44) fulz) =

=0

I

eine h-reihige Matrix, deren Koeffizienten bis auf gemeinsame Faktoren
ef* Thetareihen der Form (41) sind mit denjenigen quadratischen Formen
Q(x) der Stufe 7, welche wir soeben den einzelnen Idealklassen zuordneten.

3. Die Anzahlmatrizen P,(m) kénnen nun noch so verallgemeinert
werden [7], daB die (44) entsprechende Reihe auf verallgemeinerte Theta-
reihen (43) fithrt. Es sei

U {l‘a ba
« = dy(a) ==((. P )

eine Matrixdarstellung 2. Grades von.4 in einem beliebigen Zerfillungs-
korper. Unter d,(e) verstehen wir das r-fache symmetrische Tensorpro-
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dukt der zu dj(a) spiegelbildlichen Darstellung mit sich selber. Diese .

ist dann eine reziproke Darstellung der Multiplikationsgruppe von 4:

dyp(ap) = dr(B) dr(a).

Thre Koeffizienten sind homogene Funktionen k(a,, ..., d,) r-ten Grades.
Wir behaupten nun: in Bezug auf die Norm N(a) = a,d,—b,c, sind diese
Funktionen Kugelfunktionen, d. h. 'tmnsfmmielt man die a,,... linear
in 4 neue Variable &;, sodall N (u) 251 wird, so gehen die & (u,” e d)
in Kugelfunktionen in den §; nber Zum Beweise geniigh cs zu verifizie-
ren, daf
o2 02 i )
(45) (%:007 e, )k(a yeeng ) =0
ist. Man fithrt zwei Unbestimmte #,, 7, ein und bekommt dann die Koeffi-
zienten k(ay,...,d,) aus den Koeffizienten der Polynome (a,#;--¢,m,)" X
X (Bay+dame)?, 1347, = 7. Diese Polynome geniigen aber der Differen-
tialgleichung (45).
Die verallgemeinerten Anmhlm‘htlmen sind nun h-reihige Matrizen

(46) P.(m) = (Six) (l=1,..,h)

.deren Elemente 8, selber Matrizen sind und folgendermafien gebildet
werden. Es seien L;, = M Mo, (v =1, ..., wy(m)) alle ganzen I;-Links-
ideale, die mit M7 "M, linkséiquivalent sind und dic Norm m haben. Dann
ist

e g

(47) ’Ik = __2/ \1 /z Qv)!

ela

wobel die ag‘) alle Einheiten du‘ Ordnung I}, durchlaufen mogen.
Die P,.(m) erzeugen einen halbeinfachen Ring. Sie geniigen den
folgenden Gleichungen
P,(ml)P,(/mg)’ = P(mymy),  (my,my) =1,
. ’ min(s1,59)
(48) Py P (p") = l A AV RO N VN
a=0
P (p*)Pr(p%) = P,(p"p™),  p|ly,
die fiir das Folgende entscheidend sind.
Betzt man P,(0) == 0 fir r >0, so sind die Reihen
. 00
(49) () = D) Py (m)éion

=0

Matrizen, die aus lauter verallgemeinerten Thetareihen (43) besteher.
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4. Die Spuren der P,(m) berechnen sich aus den Spuren der Sy:

b n e mi(m)
. 1 .
Sp (P, (m)) = 2 8D (84) Z o E y Sp(d, (9 p,)).
i=1 i=1 =1 ')I=l

Bei der Ausrechnung kommt es also auf die ganzen Elemente e}f’g,, =pel;
der Norm m an. Diese werden gemé&f ihrer Spur s und des Fiithrers f der
durch sie fiber dem Ring der ganzen rationalen Zahlen erzeugten Ordnung
in Klagsen unterteilt und abgezihlt [4]. Die in [4] ermittelten Anzahlen
miilen hier noch mit den Gewichten Sp( (g)) versehen werden. Die Ele-
mente ¢ sind dureh ihre Spur s und Norm m abstrakt festgelegt. Bezeich-
net wie in § 2 o(s, m) eine imagindrquadratische Grofe mit dieser Spur
und Norm, so ist die Matrix d,(o) auf die Diagonalform (¢, |of*e"?, ...,
[o|" 07") reduzierbar. Also ist

o(s, m)™* —o" (s, m)"+!
o(s, m)—g" (s, m)

Sp(de () =

wo o¢* die zu o konjugiert komplexe GriBe bezeichnet.
Wenn im ibrigen dieselben Abkiirzungen wie in § 2, Nr. 3 benutzt
werden, so schreibt sich die Spur:

(50)  Sp(P,(m)) =

LS o e et

s8,f ¥y | Fg

_, 9(6‘;"’L)T'l“'*@:(ﬁ‘,‘”‘L)"—l + p(m)
ol(s, m)—g (s, m)
mib
v : Vm == 0 modl,
I\ 1 {4 — po— .
(hha) e.(m) == 7’“ [ (p+1)ym' Ym = 0 modl.
Py

Im Falle r == 0 ist beka.nnthch in dem von den P,(m) erzeugten Ring
ein einreihiger Summand ausreduzierbar:

(51) Pu(m) = &
{t, 19')=1

welcher die Anzahl aller ganzen I-Linksideale der Norm m angibt.
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5. Bin Vergleich der Formeln (40) und (50) fiihrt zu interessanten
Schlussfolgerungen. Zunichst besteht fir die Matrizen
(52) Ry (m) = m"* 1R} (1,)
wegen (27) das Gleichungssystem i
© RY(my) RY () = BT (myms),

min(sy,8;)

(1myy My) =1,

(83)  REpOEIp®) = D p" VRN, pir,
o=0
BY (™) Ry (p™) = Ry (p™**2), plE.

Es sind dieselben Gleichungen wie (48), wenn man 7 == n—2 nimmé
und ptF, voraussetzt (fiir p|F, macht (48) keine Aussage).

Da sowohl die P,_,(m) wie die Ry(m) halbeinfache Ringe erzeugen,
sind diese Matrizen dquivalent, sobald ihre Spuren iibereinstimmen.
Dieses kann aber in einer Anzahl von Fillen bestitight werden. Hierbei
schreiben wir P,_,(m) = P,_,(m; Py, F,), um die Abhingigkeit von der
zu Grunde gelegten Quaternionen-Algebra und deren Ordnungen zum
Augdruck zu bringen; ferner R} (m) = E}(m;F). Ist nun F = p....p,
das Produkt aus verschiedenen Primzahlen, so bestitigt man unter Be-
nutzung von (40) und (50), unter der Voraussetzung (m, F) ==1:

(54)  Sp(B}(m; F)) = 2*Sp (B} (m; 1)+
+8D(Pa_s (105 D1y P B) +2Pn s (5 Doy By D)+ oo+ 27 Py (m5 p,,, 1))
‘“SP(Pon(mS Dy P e Do) +2Pog (15 Doy Py D)+ 27" Py (m; p,, ]-))a

wobei die P,, enthaltenden Glieder fiir » > 2 zu streichen sind.

Ist z = 1, d.h. ist die Stufe F selber eine Primzahl, so kann man
aus (54) mit (m, F) =1 folgern, daB (84) auch fiir (m, ") >1 gilt
(8. [B]).

Man weiss nun einerseits aus den Arbeiten Heckes, dafl alle Modul-
formen 1. Gattang vom Grade —» und Charakter x ans den Koeflizienten
der Matrixreihe

00
(85) HOEW AU sy
M=0
linear kombinierbar sind. Andererseits liefern die entsprechenden Reihen
(49) die verallgemeinerten Thetareihen (43). Daher folgt auns (54):
Alle Modulformen 1. Gattung von einem geraden Grade —n, vom
Charakter y = 1 und einer quadratfreien Stufe F' lassen sich durch verall-
gemeinerte quaternire Thetareihen (43) und durch Modulformen der Stufe
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1 linear kombinieren, wenn man in den Fourierreihen lediglich die Glieder
€™ Dberiieksichtigt, fitv die wm zur Stute # teilerfremd ist.

Im Talle einer Primzahlstufe ist die letzte Einschrinkung entbehr-
lich, man mufl dann aber zu den Modulformen ¢ (7) der Stufe 1 die For-
men ¢ (—1/F7)(Fz) ™ hinzufiigen. Aut den Beweis dieser letzteren Behaup-
tung fiir allgemeines » mochte ich hier nicht eingehen. Fiir n = 2 wurde
sie im Jahre 1936 von Hecke als Vermutung aufgestellt, fiir den Beweis
8. [B]. Der Versuch, Heckes Vermubtung auf zusammengesetzte Stufen
auszudehnen, begegnet Schwierigkeiten, die in der Behandlung der P, (m)
fir (m, Iy) > 1 beruhen.

§ 4. Offene Probleme

1. Zur Stufe 1 und zum Grad #» = —12 gibt es genau eine einzige
Modulform 1. Gattung, nimlich die Diskriminante

” (1 _|__e‘-’-nium)24 X

M=1

Afr) = ¢

Die entsprechende Darstellung Ri*(7,,) = m~57(m) ist einreihig. Rama-
nujan vermutete, daB fiir eine Primzahl p: |z (p)| < 2p"? ist. Allgemeiner
darf man vermuten, daf simtliche Eigenwerte der Matrizen R’ (7T,)
absolut genommen < const-¥p sind. Im Falle n =2 kounte ich dieses unter
Benutzung der Riemannschen Vermutung fiir die Kongruenzzetafunk-
tion bewiesen [3]. Diese Abschiitzung der Bigenwerte der R (1,) wiirde
zu der bestmogliche Abschitzung |y, < m™ Y2+ der Koeffizienten der
Modultormen 1. Gattung 3 7,€™™" fihren. Fiir eine Ubersicht iiber die
bisherigen Bemiihungen zum Beweis der Ramanujanschen Vermutung
8. [11.

2. Die Losung des Ramanujanschen Problems scheint mir mit
weiteren Korrespondenzen des Xorpers K (F) zusammenzuhingen, wel-
che in Heckes Theorie aunftreten. In ihrer Wirkung auf die (gewdhnlichen)
Abelschen TIntegranden erzeugen die uns bekannten Korrespondenzen
einen Ring (den sog. Multiplikatorenring), der einen gréBeren Rang
hat als das Geschlecht und der daher nicht mehr kommutativ ist. Damit
gehdren diese Funktionenkdrper zusammen mit den singuliren ellipti-
schen Korpern zu den am héchsten singuliren und daher algebraisch und
arithmetisch am interessantesten Funktionenkérpern. Es wire wichtig,
die Struktur der Ringe der Darstellungen R der Korrespondenzen fiir
alle n und y zu ermitteln und untereinander zu vergleichen. Jedenfalls
Jagssen sich die Spuren aller Korrespondenzen nach dem in § 2 ermittel-
ten Verfahren bestimmen.
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Gleichzeitig sollte man die gleichen Untersuchungen fir andere Unter-
gruppen der Modulgruppe durchfiihren, insbesondere fiir die sogenannte
Hauptkongruezuntergruppe, definiert dureh die Kongruenz

(2‘ 2) = (3 ‘]’) mod 7.

3. Man hitte ferner zu fragen, wie sich die hier nicht diskutierten
weiteren Korrespondenzen als Beziehungen zwischen den quadratischen
Formen darstellen, deren Thetareihen Modulformen des Korpers K (1)
lefern. Man wird diese weitere Frage zweckmiilligerweise im Zusammen-
hang mit der Hauptkongruenzuntergruppe betrachten. Zu dieser engeren
Gruppe gehoren weitere Thetareihen Y e¢®) wobei der Vektor ¢ alle
Losungen der Kongruenz @ = a modl durchliuft mit einem Vektor a,
dessen Komponenten die Stufe der Form als Hauptnenner haben. Rng
zusammengehérig hiermit is die Frage, nach den Davstellungen der Mo-
dulargruppe, die in Heckes Arbeiten eine so hervorragende Rolle spiclt:
8. hierzu die Arbeiten [13], [14], [15].

4. Weitgehend ungeklirt ist die Frage, welche Modulformen eines

Charakters y 7# 1 durch Thetareihen darstellbar sind. Die zugehorigen
quadratischen Formen haben jetzt nicht mehr eine quadratische Diskri-
minante D. Die Theorie der Anzahlmatrizen P(m) konnte auf solehe
quadratischerl Formen iibertragen werden [2], wenn man voraussetzie,
daf fiir jeden Primteiler p|m, welcher m in ungerader Vielfachheit tieilt,
D ein quadratischer Rest ist. Bei ungerader Variablenzahl muBte sogar
vorausgesetzt werden, daB m eine Quadratzahl ist. Man weiss ferner,
dafl in diesen Fillen die Matrix s~ R (m) ausreduziert einen mit P (m)
fquivalenten Bestandteil hat (s. [2], 8. 148). s diirfte moglich sein, die
Spuren’ dieser Amnzahlmatrizen fiir ternire und quaternire Formen zu
berechnen. Dabei miifte man die Cliffordschern Algebren der Formen
heranziehen. Wie ich vermute, werden hierbei (Teile von) Klassenzahlen
von imagindr-quadratischen Erweiterungen des reell-quadratischen Kor-
pers k(l/D) anftreten. ‘

Ferner miiite man versuchen, die Bedentung der Korrespondenzer
T,, fiir solehe m, zu denen es kein P (m) gibt, fitr die quadratischen Former
herauszustellen.

5. Die Resultate dieser Arbeit diwrften sich auf definite quadrabisch
Tormen in total reellen Zahlkérpern ibertragen. Bhenso Dbloiben dic
genannten offenen Probleme hestehen. Bei den Integralen (9) handeli
es sich jetzt um mehrfache Integrale
k23

Lt
Py, ...y y) = f doy... f do’n(('ﬁ —0y)... (Th_oh))wmsz'(o'u ooy On),

10 Tho

e ©
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und bei dem Normalintegranden 3. Gattung um eine Funktion mit dem
Hauptteil der Singulaitit ((v,—oy)...(zs—0z))"". Der Existenzbeweis
mittels Poincaréscher Reihen in § 1 158t sich vielleicht iibertragen. Einmal
im Besitz des Normalintegranden 3. Gattung wird man auch die Spur-
formel (40) bekommen. Hierbei ist # > 2 vorauszusetzen.

Wie sich die Untersuchungen im Falle » = 2 gestalten lassen, wage
ich nicht vorauszusagen. Zweifellos wiren sie besonders interessant,
da die Spurformel jetzt mit der sogenannten Verallgemeinerung des
Riemann-Rochschen Satzes der mehrdimensionalen algebraischen Geo-
metrie [12] zusammenhéngt, in welche sie sogar iibergehen mufB, wenn
man die identische Korrespondenz einsetzt.

6. Die Modulgruppe I'y(1) hat viele Eigenschaften mit den Gruppen ¥
der folgenden Art gemeinsam, unter denen sie im Prinzip als ein Spezial-
fall vorkommst. BEs sei ¢ ganz rational. Die Matrizen

a f

- (Qﬂ a’)
bilden einen Integritétsbereich I in einer Quaternionen-Algebra, wenn
«, p ganze Zahlen aus einem reell-quadratischen Zahlkdrper k(V'd) sind
und a’, g ihre algebraisch konjugierten. Die & der Determinante 1 bilden
die Gruppe B, die Einheitengruppe von I. Wenn ¢ = 1, so ist B mit einer
gewissen Untergruppe von Iy(1) #dquivalent. Diese Gruppen E sind in
der Literatur als die ,,veproduzierenden Gruppen” indefiniter terniirer
guadratischer Formen bekannt ([8], [10]).

Fiir die antomorphen Formen zu diesen Gruppen lassen sich Modular-
korrespondenzen definieren ([7], [10]). Die Berechnung ihrer Spuren
bereitet keine grolleren Schwierigkeiten als hier in §2 und fithrt stets
aul ganze rationale Werte. Die automorphen Funktionen zu solchen
Gruppen F bilden demnach algebraische Funktionenkorper von stark
singuléirem Charakter, und man mul vermuten, daf sie sich in der Weise
I(w,y) mit einer Gleichung f(x, y) = 0 abstrakt definieren lassen, wobei
f(z,y) algebraische, vielleicht sogar rationale Koeffizienten hat. Die
Schwierigkeit dieses Nachweises besteht darin, dal der Fundamental-
bereich von F i. a. keine parabolischen Spitzen hat, und dafl daher fiir
die automorphen Iormen und Funktionen keine Fourierentwicklungen
exigtieren,

Automorphe Funktionen ¢(z) zu der Gruppe F entstehen iibrigens,
wie man ganz leicht verifiziert, aus den Hilbertschen Modulfunktionen
(71, 7,) zu dem quadratischen Zahlkérper k(l/d), indem man =, =7,
7y == 1/q7 setazt. -
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7. Zum Schluf mufl noch auf die Moglichkeit einer anderen Deutung
der Spurformel (40) hingewiesen werden. Die Korrespondenzen T, defi-
nieren Endomorphismen R,(T,,) in den Bettischen Gruppen der Dimen-
sionen n = 0,1, 2 der Riemannschen Fliche, und es ist

8p (Ry(T) = 280 (RH(T),

wihrend Sp (Ry(T,.)), Sp(Be(T) gleich den beiden Graden der Korves-
pondenz T, ist. Beachtet man dies, so erkennt man, daB (40) im Ifalle
n =2 mit dem Lefschetzschen Fixpunktsatze Hdquivalent ist, welcher
besagt, daf die Anzahl der Fixpunkte bei geeigneter Zihlung der Viel-
fachheiten gleich der Wechselsumme 3'(—1)"Sp(R,(T),)) ist; vel. hievzu
aueh [7]. ’ "o

Hiermit stellen sich sofort zwei Fragen: 148t sich (40) auch fiir 5 >
ein topologischer Sinn unterlegen? Oder kann man fiir (40) einen Beweis
angeben, der im Bereich der Cohomologietheorie verlaufend eine Hrse-
tzung von dieser durch die Homologietheorie gestattet?
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