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L'bypothése analogue pour k impair ne serait pas justifiée. 11 est vrai
que Péquation @(x-+1) = ¢(z) a pour # << 10000, 18 solutions 1, 3,15,
104, 164, 194, 255, 495, 584, 975, 2204, 2625, 2834, 3255, 3705, 51806,
5187 (cf. [1]), mais ’équation ¢(x-+3) = ¢ () a pour x < 10000 les seules
solutions # = 3-et = 5, alors que 'équation ¢ (x+2) = ¢(x) a 80 solu-
tions pour x < 10000.
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Sur certaines hypothéses concernant les nombres premiers

par

A. SCHINZEL et W. SIERPINSKT (Warszawa)

La répartition des nombres premiers parmi les nombres naturels
n’est pas encore suffisamment étudide: c’est pourquoi depuis les temps
les plus anciens on a énoncé diverses hypothéses concernant les nombres
premiers. Plusieurs de ces hypothéses se sont montrées fausses; quelques
unes (’elles ne sont pas encore mises en défaut, et il y en a qui sont
vérifiées pour tous les nombres me dépassant pas un nombre . trés
grand.

Une de plus anciennes hypotheéses sur les nombres premiers, ayant au
moins 25 siéeles, était celle des Chinois: un nombre naturel # > 1 est pre-
mier si et seulement si le nombre 2"—2 est divisible par n. La nécessité
de cette condition a été démontrée il y a quelques centaines d’années.

- En 1681 Leibniz a essayé de démontrer quelle est suffisante, mais sa dé-

monstration était basée sur un raisonnement faux, et en 1819 on a trouvé
que I'’hypothése des Chinois était fausse, puisque le nombre 2 —2 (qui
a 103 chiffres) est divisible par 341, bien que le nombre 341 = 11-31
ne soit pas premier. Ensuite on a démontré (de nos temps) qu’il existe
une infinité de nombres composés n pour lesquels le nombre 2"—2 est
divigible par n, impairs aussi bien que pairs. (Le plus petit de ces nombres
pairs est le nombre n = 161038 = 2-73-1103 trouvé en 1950 par D. H.
Lehmer).

P. Fermat supposait premiers tous les nombres F, = 2"+1, oil
n=20,1,2,... Cela est vrai pour » = 0,1, 2,3 et 4, mais, comme I’a
trouvé L. Euler en 1772, le nombre F; (qui a 10 chiffres) est composé,
car il est divisible par 641. Maintenant nous connaissons 29 nombres F,
composés, pour = =5,6,7,8,9,10,11,12, 15, 16, 18, 23, 36, 38, 39,
55, 63, 73,117, 125, 144, 150, 207, 226, 228, 268, 284, 316, 452.

On peut donc énoncer Phypothése qu’il existe une infinité de nombres
F, composés. On a méme énoncé ’hypothése plus forte: les nombres
F,, premiers sont en nombre fini. Ce sont peut-étre seulement ceux que
connaissait Fermat, 4 savoir les nombres F, pour n < 4.
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Le plus petit nombre F, dont nous ne sachions pas s ’il est premier
ou non est I';,. Le plus grand nombre F, composé connu est Fy;, dont le
plus petit diviseur premier est le nombre 27-2%°4-1 (voir [14]).

Le fait que le nombre F;, est composé met en défaut Phypothese
que tous les nombres de la suite infinie

941, P41, 2

sont premiers, puisque F est le cinquiéme terme de cette suite.

Quant aux nombres de Mersenne M, = 2 "_1 on a énoncé Phypothése
que si le nombre M, est premier, le nombre My, est aussi premier. Or,
d’aprés un caledl qui a été fait en 1953 par D. J. Wheeler, le nombre
My, ="2%"—1 (qui a 2466 chiffres) est composé, bien que le nombre
M,, soit premier.

On a encore énoncé Phypothése que les nombres ¢, (n = 0,1,2,...),
ol ¢ =2 et g = 2%—1 pour k =0,1,2,..., sont tous premiers,
Cela est vrai pour 0 <n < 4. Or, le nomble gs a plus de 10*" chiffres
et nous ne savons pas s’11 est premier ou non.

En 1742 Ch. Goldbach a énoncé I’hypothése que tout nombre 1)a,ir'

> 4 est la somme de deux nombres premiers impairs. On peut énoncer
Phypothése G un peu plus forte: tout nombre pair > 6 est la somme de
deux nombres premiers distincts. On peut démontrer que Ihypothese
G équivaut
de trois nombres premiers distinets. Or, de I’hypothése de Goldbach
A. Schinzel a déduit que tout nombre impair > 17 est la somme de trois
nombres premiers distinets. En 1937 J. Vinogradoff a démontré que tout
nombre impair suffisamment grand est la somme de trois nombres pre-
miers impairs. Quant & ’hypothése G, 8. Golaszewski et B. Leszczynski
Pont vérifiée pour tous les nombres pairs << 50000.

On a aussi énoncé ’hypothése que le nombre des décompositions
d’un nombre pair 2n en une somme de deux nombres premiers tend vers
Tinfini avec n (cf. [10], Conjecture A). Il est probable que les nombres
pairs > 188 ont plus de 10 décompositions et que les nombres pairs > 4574
donnent plus de 100 décompositions. ‘

Nous déduirons de ’hypothése G quelques conséquences.

P,. Tout nombre impair est de la forme n—ep(n) ol n est un nombre
naturel.

‘ Démonstration de limplication G —P,. On a 1 =2—¢(2),

3 = 9—¢(9),5 = 25—¢(25). Si m est un nombre impair > Honam-41 > 6
et de G résulte l'existence des nombres premiers distincts p et g tels que
m+1l=p+q et on a pg—oe(pg) = p¢—(p—1)(¢—1) =p+q—1 =m,

4 I’hypothése que tout nombre naturel > 17 est la somme
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done m = n—e(n) pour n = pg. L'implication G - P, se trouve ainsi
démontrée.

P,. Tout nombre impair m > 17
nombre impair > m.

Démonstration de 'implication G - P,. Si m est un nombre
impair > 7, il résulte de G qu'il existe des nombres premiers distinets p
et ¢ <p tels que m—1 = p+q, et on a o(pg)—pg = (p+1)(¢g+1)—
=p+¢—+1 = m. Comme m est impair > 7, les nombres p et ¢ sont impairs,
q=>=3, done pg=3p =2p+p >p-+g+1=m et en posant n = pq
on obtient un nombre impair # > m tel que m = o(n)—n. L’implication
G — P, est ainsi démontrée.

P. Hrdos a posé la question §’il existe une 1nf1mté de nombres natu-
rels qui ne sont pas termes de la suite o(n)—n. (Tels sont par exemple
les nombres 2 et 5). Une question analogue peut étre posée pour la suite
n—e(n). (Les quatre nombres naturels les plus petits qui ne sont pas ter-
mes de cette suite sont 10, 26, 34 et 50).

P, ;. Il exviste des suites aussi longues que U'on wveut

(1) ny f(n), ff(n), fff(n), ...y o0n f(n)

dont le dernier terme est 1.

Démonstration de limplication P, -P,,. D’aprés P, pour
tout nombre impair m > 7 il existe un nombre impair n = g(m) > m,

est de la forme o(n)—n, ol n est un

= o(n)—n,

-tel que f(n) = m. Pour tout » impair >7 la suite infinie de nombres

naturels
n, g(n), gg(n), ...

— gF(11).

est done croissante. ¥ étant un nombre naturel, posons =
Nous obtenons ainsi la suite

n=g"(n), f(n) =g (n), ..., ff(n) =11, f*'(n) =1

(puisque f(11) = ¢(11)—11 = 1) qui a %+2 termes dont le dernier est
= 1. L’implication P, - P,, se trouve ainsi démontrée.

P,,. Il existe wun infinité de nombres naturels n tels que la suite infinie
(1) est périodique.

Démonstration de I'implication P, -+ P,,. Soit g(m) la fonction

définie dans la démonstration de I'implication P, - P,; et posons pour k
naturels # = ¢¥(25). Nous obtiendrons la suite

= g*(25), f(n) = ¢7(25), ..., f*(n) =25, {*'(n) = 6

pour ¢ = 1,2, ... (puisque f(25) =6 et f(6) = 6).
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La suite infinie (1) a done ici # nombres impairs suivis d’une infinité
de nombres 6.

11 est & remarquer que L. E. Dickson a énoncé 1’hypotheése que pour
tout nombre naturel » > 1 la suite (1) ou bien se termine par le nombre
1 ou bien elle est périodique (Dickson [5]; ef. Catalan [3]).

On voit sans peine que l'on peut exprimer cette hypothése en disant
que la suite (1) et toujours bornée.

On ne sait pas §’il existe une infinité de nmombres naturels » pour
lesquels la suite (1) est périodique et 1a période est pure (comme par exemple
pour n = 220, ol la période est forniée de deux termes ou pour n = 12496,
ol la période est formée de 5 termes).

En 1950 G. Ginga a énoncé¢ Phypothése que pour qu'un nombre na-
turel p > 1 soit premier, il faut et il suffit que le nombre 1771 -42P~1 4 | 4
4 (p—1)P"1 41 soit divisible par p. (On démontre sans peine que cette con-
dition est nécessaire). 1l affirme que cette hypothése est vraie pour tous
les nombres < 10100,

Hypothése de A. Schinzel. A. Schinzel a énoncé I'hypothése H,
suivante:

H,. s étant un nombre noturel et f;(x), fr(x), ..., J«(x) des polvmémes
en x & coefficients entiers, ou le coefficient de la plus haute puissance de
est positif, el satisfaisant & la condition ’

8. Il n'existe aucun entier > 1 qui divise le produit fy(2)fy(®)...fs(x
quel que soit Dentier m,

alors il exisie au moins un nombre naturel x pour lequel les nombres
fi(@), fo(@), ..., fo(x) sSOnL tous premiers.

On démontre sans peine que I’hypothése H, équivaut &
H suivante:

1’hvpotheqe

H. s étant un nombre naturel et f,(x), fo(2), ..., fo(x) des polynémes en
x satisfaisamt aus conditions de I’ hypothése H,, il existe une infinité de nomlres
naturels « pour lesquels les nombres fi(x), f,(x), ..., fo(®) sont premiers.

En effet, supposons que ’hypothése I, soit vraie et soient f, (),
fo(®), -y fs(®) des polyndmes satisfaisant aux conditions de I’hypothése
H,. On démontre sans peine que, quel que soit le nombre naturel k, les
polyndmes fy(x+k), f,(+k), ..., fo(x-4-k) satisfont aussi aux conditions
de ’hypothése H,. D’aprés H, il existe done un nombre naturel a tel
que les nombres f,(x+%), fo(w—k), ..., fs(z+k) sont tous premiers et,
comme on le prouve aisément, pour k suffisamment grand tous ces nombres
premiers gont aussi grands que l'on veut. On a donc H, - H et comme,
d’autre part, on a évidemment H - H,, I'équivalence H, = H se trouve
démontrée.
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Quant & Phypothése H il est & remarquer que du théordme 1 du
travail de G. Ricei [13] on déduit zans peine que si les polyndmes f,(z),
fa(z), ...y fs(x) satisfont aux conditions de I’hypothése H,, il existe une
(onstante\ C dépendant de fy, fa, ..., fs telle que pour une infinité de nom-
bres naturels x chacun des nombres f,(2), fo(#), ..., f:(®) & au plus C
diviseurs premiers. :

Nous déduirons maintenant de I’hypothése H plusieurs conséquences.

C;. Si s est un nombre naturel, a; << a, < ... <. a, des entiers et si les
bindmes f;(x) = o a; (i =1,2,...,8) satisfont a la condition S, il existe
une infinité de nombres naturels x pour lesquels f(x), fo(x), ..., fo(x) sont
des nombres premiers consécutifs. '

Démonstration de limplication H — C,. Nos binémes étant
irréductibles et satisfaisant & la condition S, il résulte de H qu’il existe
une infinité de nombres naturels z pour lesquels les nombres f;(x)

=1,2,...,8) sont premiers. Soit k > a,—2a,+2 un tel nombre na-
turel et posons
h+-a,)!
(1) b — (h+a,)
(htar)! (b as)... (h+as)
et

gi(@) = bz+h+a; pour- 1 =1,2,...,s.

On a 2(h+a;) = h+h+2a, = b+h+-2a; 2 h4-0,+2 > hta, e, le
nombre h-+a; = f;(h) étant premier, les facteurs de (h-l-a,)! autres que
h+a;, étant < 2(h+a;), ne sont pas divisibles par h-t«; et 11 en résulte

que (b, h-+a;) = 1.

Supposons maintenant qu’il existe un nombre premier p tel que
.gs(x) pour # = 0,1,2,..., p—1. On a donc plg.(0)g:(0).
e 0s(0) = (htay) (h+as)...(h+as) et tous ces facteurs étant premiers,
il existe un nombre naturel k¥ << s tel que p = h+a; et d’aprés (1) et
h+4a, < 2(h+a;) = 2p on en conclut que p ne divise pas b. Il existe
done pour tout nombre naturel 7 < s un seul nombre x de la suite 0,1,
2,...,p—1, tel que plbz+h+a; = g;(x) et il résulte tout de suite de
Plg.(@) gs(®)...gs(x) pour & =0,1,2,...,p—1 que p <, done h-ta; < 8,
et comme, d’autre part, h-+tay > hta, > az—a,+2 > s+1 (puisque
les entiers a@,, @, ..., a; vont en croissant) on aboutit & une contra-
diction. :

Les bindmes irréductibles ¢;(z) (41 = 1,2, ..., s) satisfont done & la
condition S et, d’aprés H, il existe une infinité de nombres naturels x
tels que les nombres g;(%) (¢ = 1,2,...,8) sont premiers. Si pour un tel
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& ces nombres premiers n’étaient pas consécutifs, il existerait un entier §
ctel  que @, <j<La, et jF a,ay...,0, tel que le nombre g
= bo+h--j >h-+j serait premier. Or, comme a; <<j<<a, et
F gy Ggy ...y Bgy O &, d’aprés (1), h+j|b, done h+jlg > h-+i, ce qui est
impossible, puisque h+j > h+4a,; qui est premier.

L’implication H — C, se trouve ainsi démontrée.

" Cpa1. Tout nombre pair peut éire représenté dune infinité de maniéres

comme la différence de deux nombres premiers consécutifs.

Démonstration de 1'implication Oy — Cp,. Soit f,(«) =,
f2(@) = £+2n (o n est un nombre naturel donné). Comme (fl(l) f2(1),
H(2)f(2)) = (2n+1, 2(2+2n)) = 1, il résulte de C, qu'il existe une infi-
nité de nombres naturels x tels que x et x-+2n sont deux nombres premiers
conséeutifs, soit © = pg, v+2n = pry (o p; désigne le 4-éme nombre

premier), d’olt 2n = pg,,—p,. Cela prouve que C, - C;, (cf. Ha.rdy
and Littlewood [10], Conjecture B).
- Cy.p. m étant un nombre naturel donné, il existe 2m nombres premiers

conséeutifs formant m couples de nembres jumeauw.

Démonstration de "implication 0, - Cy;. Soit

foia(2) =« +(2m)! (i-1),

foi(®) = m+(2m)! (i—1)+2 * pour

i=1,2,...,n
b
P(0) = @ (0)-.. (o
Soit p est un nombre premier tel que p|P (m) pour z2=20,1,...,p—1.
Comme P(x) est un polynéme en z de degré 2m ol le coefficient de 2*™
est = 1, d’apreés le théoréme de Lagrange la congruence P(z) = 0 (modp)
@ au plus 2m racines. Or, comme P(z) = 0 (modp) pour z==0,1,...,p—1,
on en conclut que p < 2m. Mais P (1) est évidemment un nombre impair
et comme p|P(1), on trouve p > 2. D’autre part, d’aprés p < 2m on a
p|(2m)!% pour 7 entier et comme p|P(2), on trouve p|2*™, ce qui est impos-
‘gible. Les binémes f;(x) (j =1, 2, ..., 2m) satisfont done & la condition 8
et il résulte de C; qu'il existe une infinité de nombres naturels z tels
que. f;(x) (j=1,2,...,2m) sont des nombres premiers congéentify,
fi(@) = pryj pour § =1,2,...,2m. On a done Pioy2ie1—Pigaiog = 2
pour ¢ =1,2,...,7n et 1’1mphca,t10n C, = C,., se trouve démontrée.
On peut démontrer pareillement qu’il existe pour tout m naturel
4m+1 nombres premiers consécutifs dont les 2m premiers et de méme
les 2m-derniers donnent m couples.de nombres jumeaux.
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V. Thébault a démontré [18] que si n > 1 termes d’une progression
arithmétique de raison r sont des nombres premiers > n, alors r est di-
vigible par tout nombre premier < n. Or, nous démontrerons que C,
entraine la conséqguence suivante:

Cr.a. Sir est un nombre naturel divisible par tout nombre premier << n,
ot n est un nombre naturel donné > 1, il existe une infinité de systémes
de n mombres- premiers conséeulifs formant une progression arithmétique
de raison 7.

Démonstration de limplication C, - C,,.
pour % =0,1,2,...,n—1. §il existait un nombre premier p tel que
plfo(@) f1 () fn 1(90) pour z = 0,1,2, ..., p—1, il résulterait du théoréme
de La,gra,nge que p < n, done plr. D’autre part on a

V(1) foa (1) e (LH(n—1)7)

et vu que plr on trouve p|l, ce qui est impossible. La condition S est
donc saticfaite et il résulte de (; qu'il existe une infinité de mombres
naturels  tels que les nombres f,(z) (4 =1,2,...,n) sont des nombres
premiers consécutifs. Nous avons ainsi démontré que C; » C,.,.

En particulier, pour » = 3, il résulte de C,, qu’il existe pour tout
nombre naturel i une infinité de nombres naturels k tels que g 1Dk
= Ppy2—Prs1 = 6. Il en résulte qu’il existe une infinité de progressions
arithmétiques formées de trois nombres premiers consécutifs. Or, d’aprés
L. E. Dickson ([6], p. 425) Moritz Cantor a énoncé I’hypothése ([2])
que trois nombres premiers consécutifs dont aucun n’est le nombre 3
ne peuvent pas former de progression arithmétique. En 1955 A. Schinzel
a remarqué que cette hypothése est en défaut puisque 47, 53 et 59 sont:
trois mombres premiers consécutifs formant une progression ~arithmé-
tique de raison 6. Parmi les nombres < 1000 on trouve plusieurs telles
progressions dont les premiers termes sont respectivement 151, 167, 367,
B57, 587, 601, 647, 727, 941, 971. Les nombres 199, 211 et 223 ‘et pareil-
lement les nombres 1499, 1511 et 1523 forment des progressions arithmeé-
tiques de raison 12 composées de nombres premiers consécutifs et les
nombres

Soit f;(z) =z

plfo(1 = 1(1+r)(1+2r)

951, 257, 263, 269 et 1741, 1747, 1753, 1759

forment des progressions arithmétiques de raison 6 composées chacune
de quatre nombres premiers consécutifs. D’aprés G, (pour n = 4) il
existe une infinité de telles progressions.
Nous déduirons maintenant de ’hypothese H la conséquence suivante:
Cy. a, b, ¢ étant des nombres naturels tels que (a, b) = (a, ¢) =(b,c) =1
et 2|abe, Déquation ap—bg = ¢ a wune infinité de solutions en nombres pre-
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miers p et ¢. (Cette hypothése a été énoncée par Hardy et Littlewood
[10], p. 45, Conjecture D).

Démonstration de 1’1mp1ication H - C,. a, b, ¢ étant des nom-
bres naturels tels que (a,d) = (a,¢) = (b,¢) =1 et Z{abo, il existe, on
le sait, des nombres naturels et ¢ tels que ar—bs = ¢. Soit f,(z) = bw+r,
fo(®) = ax-+s, on a donc f,(x)f(w) = abx®--(ar-+bs)s+7s.

Sl existait un nombre premier p tel que p|f; (x)f, (@) pour tout entier
@, on aurait (pour # = 0) p|rs, donc (pour = +1) plab+(ar--bs), d’ol
p|2ab et p|2(ar-+-bs). Si on avait p == 2, on aurait, d’aprés plrs, 2|r ou

bien 2|s. Si 2|r, on ne peut avoir 2[s, puisqu’alors il viendrait 2|ard-bs, -

done 2|ab et 2|c, contrairement & (ab, ¢) = 1. Donge, si 2|r, s est impair
et de p|ab-(ar--bs) il résulte que 2|(a+1)h, done ou bien a est impair ou
bien b est pair. Si b était pair, alors, d'aprés ar—bs = ¢, ¢ serait pair,
contrairement & (b, ¢) = 1. Done b est impair et 4 impair et aussi ¢ = ar —bs
impair, contrairement & 2|abec. Done r ne peut pas étre pair; s est done
pair et comme plus haut on démontre que cela impligue une contra-
diction.

On a donc $ # 2, par conséquent plab et plar+-bs et, comme p|rs,
d’apres p[ar2—|—brs on trouve ptar?, d’olr plar et, comme en vertu de plars 4 bs?
on a plbs?, d’oi plbs, il vient plar—bs = ¢, ce qui est impossible, puisque
(ab, ¢) = 1. Les bindémes f,(x) et f(x) satisfont done & la condition S
et il existe une infinité de nombres naturels x tels que p = f,(z)
sont des nombres premiers, done bx-+r = p et ar4s = ¢, ce qui donne
ap—bq = ar—>bs = ¢. L'implication H - C, se trouve ainsi démontrée

Voiei maintenant une conséquence de C,:

Cy.1- Tout nombre rationnel positif peut ftre représenté dune infinité
de maniéres sous la forme (p+1)/(q+1) ainsi que sous la forme (p—1)/(g—1),
ok p et q sont des nombres premiers.

Démonstration de limplication €y - Cy,. Soit 7 un nombre
rationnel > 1; on peut le représenter sous la forme » = b/a, ou ¢ et b sont
des nombres naturels, b >a; (a, b) = 1 et il en résulte que (a, b—a) = 1
el on a évidemment Bla,b(b——a). D’aprés C, il existe done une infinité
de systémes de deux nombres premiers p et ¢ tels que ap—bq = b—a,
d’ott bja = (p+1)/(g-+-1

- Bi r était rationnel, 0 < r < 1, on aurait r = a/b ol b > a et on trou-
verait a/b = (¢+1)/(p-+1). Pour la forme (p—1)/(¢g—1) la démonstra-
tion serait analogue, en partant de ’équation ap—bq == a—b pour a > b.
Pour » = 1 la proposition C,.; est évidente.

En particulier, pour » = 2 il résulte de C,., qu'il existe une mhmt‘;é‘

de nombres premiers p pour lesquels le nombre 2p-+1, respectivement
le nombre 2p—1 est premier.

-~

)et g = fa(@),
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Sip et 2p-+1 sont premiers, on a ¢(2p-L1) =
la proposition suivante:

Co.1.1. La suite p(n) (n
premiers.

Soit - un nombre naturel pair. D’aprés C,,, il existe une infinité
de nombres premiers p >k tels que 2p—1 est un nombre premier.
k étant pair, on a & = 2I. Or, pour tout ! naturel on a p(41) = 2p(21),
done p(4lp) = 2p(Ne(p) = 2(p—1)g(l) et F[2(2p—1)] = p(2)g(2p—1)
= (2p—2)@(2I) donc ¢@(4lp—21) = @(4lp) et Uéquation ¢(x-+k) = ¢ (k)
est remplie pour z = 4lp—2I, k¥ = 2I. On a ainsi la proposition suivante:

Co.1.a- Léquation ¢ (x+k) = @(x), ol k est un nombre naturel pair,
a une infinité de solutions.

Pour % impairs ’étude de cette équation est beauncoup plus compli-
quée: voir A. Schinzel [16].

Il résulte tout de snite de C,,; qu’il existe pour tout nombre rationnel
r > 0 une infinité de couples de nombres naturels x et y tels que o(x)/o (y)
= 7 (on peut prendre pour z et y des nombres premiers).

Une propriété analogue de la fonction ¢ peut aisément étre démontrée
sans faire appel &4 ’hypothése H. En effet, si » = I/m, olt | et m sont des
nombres naturels et (I, m) =.1 et si & est un nombre naturel quelconque
tel que (k,Im) =1, on a

o (I2mk) [p(Im?k) = ljm =r.

Or, il résulte tout de suite de C,.; que, pour tout nombre ratiounel r > 0,
Péquation ¢(2)/¢(y) = r a une infinité de solutions en nombres premiers
x et y.

P. Brdos a démontré d'une facon élémentaire Pexistence 'des suites
infinies m;, et 5y (k = 1, 2, ...} de nombres naturels tels que my /g = oo
et p(mg) =png) pour k=1, 2, Sa méthode n’est pas apphcable
4 la fonetion . Or, C,.; entla,me 1e corollaire suivant: _

Cy.1.3. Quel que soit le nombre naturel k, il existe des nombres naturels
m et m tels que o(m) = a(n) et m/n > k.

Démonstration de Pimplication Cy; —» Cyy.5.
il existe pour tout nombre naturel & un nombre naturel I tel que o(
(ce qui résulte par exemple de l'inégalité

o(n!) 1
> —
1

et de la divergence de la série harmonique). Or, d’aprés Ca.q (pou y o= cr( 1))

2p, done de G,,, résulte

= 1,2,...) vonlient une infinité de nombres

Comme on sait,
Dl > 2k

1 1
F- -}—...—|—7 pounr w=1,2,...

n!

il existe des nombres premiers p >1 et g >1 tels que

a(p)
a(q)

_ptl
q+1

= a(l).

. Acta Arithmetica IV. 13
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Posons m =p, n=Ig. On aura donc o(n) =:c(lg) ==o(l)o(q)
== ¢(p) = o(m) done o(m) = o(n), et

m_p P o(g) a(l) P
no g o(p) ¢ L p+l

2k >k,. c q.f d.

C;. Sia, b et ¢ sont des entiers, a >0, (a,b,c) =1 et les nombres
a--b et ¢ ne sont pas simulianément pairs, et b>—4ac n’est pas un carré, il
existe une infinité de nombres premiers de la forme ax®-+bx+c. (Cf. Hardy et
Littlewood [10], p. 48, Conjecture F).

Démonstration de 'implication H — C,. Comme b>—4ac n’est
pas un carré, le trindéme az®-bx-+c est irréductible. I1 remplit aussi la
condition S, puisque

(£(0),7(1),1(2)) = (¢, a+b-+e, 4a+2b+c) = (e, at+b, 2a)
(¢, a+b,a) =(¢,b,a) =1.

I

L’implication H — C, se trouve ainsi démontrée. _ b

Cy1. S k est un entier et —k n'est pas wn carré, il existe ume infinité
de nombres premiers de la forme x®*-+k. (Pour k = 1 cf. Hardy et Littlewood
[10], p. 48, Conjecture E).

Pour déduire C,, de G, il suffit de poser, dans C,, a =1, b = 0,
¢ =k

Cy.1- Tout nombre naturel pair est dune infingté de maniéres somme
de deux mombres premiers conjugués du corps K (l/——l).

Démonstration de limplication C,; - C;,;. Pour k naturel
donné il existe, d’aprés C,,, une infinité de nombres premiers > 2 de la
forme p = 224-k%; ces nombres sont, on le voit sans peine, de la forme
4t+1, et on a p = (k+oi)(k—wxi) ou k+ai et k—axi sont des nombres
premiers conjugués du corps K (1/——1), et 2k = (k-wi)-+(k—xi).

Quant aux nombres impairs, on peut démontrer que tout nombre
naturel impair < 29 est la somme de deux nombres premiers du corps
K(l/-——i), maig il existe une infinité de nombres impairs qui ne sent pas
de telles sommes, par exemple tous les nombres 170%-+-29 et tous les nom-
bres 130k+33 ot k = 0,1,2,...

Il est & remarquer que sans avoir recours & I’hypothdse I nous ne
savons pas démontrer non seulement qu'il existe une infinité de nombres
premiers de la forme 221, ot # est un nombre naturel, mais aussi qu’il
existe une infinité de nombres premiers de la forme w?+y2--1, ol w et ¥

sont des nombres naturels. Cependant on sait démontrer qu’il existe une -
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infinité de nombres premiers de Ia forme 22+y2+22+1, o x,y, 2 sont
des nombres naturels: tels sont, par exemple,
de la forme 8%--7. ‘

Cy. L'équation ax®+bx+c = dy, o a, b, ¢, d sont des entiers, a >0
et d >0, a une infinité de solutions en nombres premiers z et y si et seule-
ment st A = b*—4ac n’est pas un carré (@un nombre entier) et si elle
@ aw moins une solution en nombres entiers Loy Yo, tels que (z,y,, 6ad) = 1.

Démonstration de Pimplication H —» C,. Nous prouverons sans

\

avoir recours & l'hypothése H que la condition est nécessaire.

Si Péquation ax®+bx+¢ = dy a une infinité de solutions en nombres
premiers, il existe des nombres premiers z, et ¥, plus grands que 6ad
et tels que awj-+br,+¢ = dy, et alors on a (2o ¥qg, 6ad) = 1.

Si A4 était un carré, soit b2—4ac = k2, olt k est un entier > 0, on
aurait, comme on le vérifie aisément fady, = (2020 +0+k) (202, -+b—Fk).
Or, on déduit sans peine de cette égalité que pour x, premiers suffisamment
grands le nombre y, ne peut pas étre premier.

La condition de C, est donc nécessaire. Supposons maintenant
que le nombre 4 ne soit pas un carré et que z, et y, soient des entiers
tels que aw;-+bx,+¢ = dy, et (r,y,, 6ad) = 1. Posons

@) = dptmy,  fo(2) = ada®+(2ax,+-b) 2+y,.

Les polynémes f, et f, sont irréductibles, puisque

tous les nombres premiers

(2ay+b)* —dady, = (2azy+b)* —4da(asi+bx,+c) = b*—dac = A

et, d’aprés Phypothése, 4 n’est pas un carré (d’un nombre rationnel).

S'il existait un nombre premier p tel que p|f,(#)f,(x) pour = entiers,
alors, en vertn du théoréme de Lagrange, on aurait ou bien p < 3 ou bien
plad? donc toujours p|6ad? et p|f, (0)f,(0) = 2y, et, comme (z,¥,, 6ad) = 1,
d’ott (wyy,, 6ad?) = 1, on aurait p|1, ce qui est impossible. Les polynémes
f1(x) et f,(x) satisfont done aux conditions de 'hypothése H, par consé-
quent pour une infinité de nombres naturels x les nombres f;(z) = p
et fo(x) = ¢ sont premiers et on vérifie sans peine que ap2-++bp-te = dq.
I’implication H ~ C, est ainsi démontrée.

C,1. Tout nombre rationnel >>1 peut étre représenté dume infinité
de maniéres sous le forme (p2—1)/(q—1), o% p et ¢ sont des nombres premiers.

Démonstration de I"implication C, - C,;. Soit r un nombre
rationnel > 1, done r = d/a, oll @ et d sont des nombres naturels, d > a.
Posons, dans C,;, b = 0, ¢ = d—a. On aura donc b2 —4ac= —4a(d—a)<0,
ce. qui n’est pas un carré. Or, les nombres =z, =y, =1 sont tels
que (z,%,, 6ad) =1 et arg+(d—a) = dy,. En vertu de C, il existe donc
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une infinité de nombres premiers p et ¢ tels que ap®+(d—a) = dg, d’'ott
(p*—1)/(g—1) = dja = r, ce qui prouve que G, - Cy;.
Cur:. Il ewiste une infinité de triangles orthogonaux de cdtés naturels
dont deux sont des mombres premiers. '
Démonstration de l'implication C,; = Cy;,. Pour » =2 il
résulte de C,,; que l’équation p? = 2¢—1 a une infinité de solutions en
' nombres premiers. Or, cette équation équivaut évidemment & Péquation
p2+(g—1)2 = ¢% On a done C,; —C4,,. Voici quelques triangles sa-
tisfaisant aux conditions de C,;;:

(3,4,5), (5,12,13), (11, 60, 61), (19,180, 181),
(61, 1860, 1861).

Dans Scripta Mathematica 22 (1956), p. 158, Curiosum 435 (G. An
inleresting Observation) on trouve ! observation qu’il existe un grand nombre
-de cas ol pour p premier 'addition de I'unité au nombre triangulaire
d’ordre p, respectivement la soustraction du nombre 2 donne un nombre
premier, par exemple t,+1 = 7, t,+1 = 29, t; —2 = 13. Nous déduirons
de ’hypothése H les conséquences C,, et C,; suivantes:

Cyp. Il existe une infinité de nombres premw% p tels que 3p (p+1)+4-1
est um nmombre premier.

Démonstration de limplication C, -C,,. Posons, dans C,,
a=b=1, ¢ =d=2. Le nombre b2—4ac = —7 n’est pas un carré.
L’équation 22+x+42 = 2y admet la solution », = —1, ¥, = 1 qui remplit
la condition (x,y,, 6ad) = 1, et la proposition C,, résulte immédiatement
de 0,.

Cus- Il existe wne infinité de nombres premiers p tels que le nomhre

(29, 240, 241),

3 (p+1)—2 est premier.

Démonstration de limplication C, - C,;. Posons, dans C,,
a=b=1, ¢ = —4, d= 2. Le nombre b?—4ac = 17 n’est pas un carré.
L'équation z*+ax—4 = 2y admet la solution xy = 1, y, = —1, telle que

(€yYo, 6ad) = 1, done C, entraine immédiatement C,;.

Cos- La suite o(n) (n=1,2,...) contient une nfinité de nombres
premiers.

Démonstration de Iimplication C, - C,,. Posong, dans Cy,
a=b=c¢=d=1. Le nombre b%2—4ac = —3 n'est pas un carré
L’équation #2+2+1 =y admet la solution zy = —1, y, =1, ol (2,Y,, 6ad)
=1, et, comme pour p premiers on a o(p?) = p*+p-+1, C, entraine
la proposition C,,.

Cs. Tout nombre naturel peut étre représenté d'une infinité de maniéres
sous la forme o()—o(y) (ot z et y sont des nombres naturels).
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Démonstration de Pimplication H — C;. Si #n est pair, il existe,
d’aprés Cy;, une infinité de nombres premiers p et ¢ tels que p—q = n,
Qo o{p) —o(g) = (p+1)—(¢+1) = n. Or, si n est impair, posons, dans
Cyy a =b=d=1, ¢ =mn. Le nombre b*--dac = 1—4n << 0 n’est pas
un carré. Si 3|n, a-lors, n étant impair, on a (n+2, 6) = 1 et pour x, = 1,
Yo =n+2 on a gitw+n =y, et (%Y, 6ad) = (n+2, 6) = 1. Si Pon
n'a pas 3|n, alors (n, 6) = 1 et pour 2, = —1, y, = n on trouve xg+x,+
+n =1y, et (1Y, 6ad) = (—n, 6) = 1. D’aprés C, il existe donc une
infinité de nombres premiers p et g tels que p*+p-+n =g, d’oh

o(q)—o(p?) = q+1—(p*+p-+1) = ¢—p>*—p = n.

On a done H - ;.

Il est a remarquer que pour la fonction ¢ la proposition analogue
4 (5 est fausse, car on peut démontrer d'une fagon élémentaire qu'aucun
des nombres 2-7"—1 (n = 1,2,...) n'est de la forme ¢(2)—¢(y), mais,
comime pour p et ¢ premiers on a g(p)—g(g) = p—¢, on déduit de C,,
que tout mombre pair est de la forme ¢ (z)—p(¥).

Cs. n étant un nombre impair >1, k un entier donné quelconque
qui n'est pas une puissance d'un entier & Vexposant d >1 et din, il ewiste
une mfinité de nombres premiers de la forme a”-+%, ot x est un nombre
naturel (pour n = 3 ef. Hardy et Littlewood [10], p. 50, Conjecture K).
Si, en outre k est pair, il existe une infinité de nombres premiers p tels que
P4k est un nombre premier. '

Démonstration de Pimplication " -~ (. m étant un nombre
impair et %k n’étant pas une pmssance d'un entier a l’exposant d > 1
eb cl[n, le polyndme fw) = g"+% est irréductible. Or, on a (fl(())

(1)) = (k, k+1) = 1 et on déduit de H la plemlere partne de C;. Si &
est pair, alors, en posant fy(@) =o on a (fi(—1)fa(—1), 7 (1)/2(1))
= (k--1,%k-+1) =1 la condition S est encore remp].ie et H entxame la
deuxiéme partie de Cj.

11 est & remarquer que sans P’aide de ’hypothése H nous ne savons
démontrer méme pas D’existence d’une infinité de nombres premiers de
la forme #*+ %°--2%, ot &, y et 2 sont des entiers. On sait cependant
démontrer (sans 'aide de Phypothése H) Pexistence d’une infinité de nom-
bres premiers de la forme a®+y°+-2*+t° ol @, ¥, 2, t sont des entiers:
tels sont, par exemple, tous les nombres de la forme 9%4-1.

O,. Il existe une infinité de nombres naturels m tels que chacun des
nombres n, n+1, n-+2 est le produil de deux nombres premiers distincts.

Démonstratlon de Pimplication H — C,;. Soit f;(») = 10z-+1,
fo(®) = 155+2, fy(x) = 6x+1. On a ic @& = f(0) )f2(0)f5(0) =2 et
b= f,(1)fa(1)fs(1) = 11 17-17, done («,b) =:1 et il résulte de H qu’il
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existe une infinité de nombres naturels i tels que les nombres p == 10x-)-1,
g = 1bx-}-2, » == 6x41 sont premiers. Pour » == 3» on trouve n-1
=3p-+1 = 2(1bx+2) = 2¢, n-+2 = 2¢+1 == 302+DH = 5(6x+1) = 5r et
p =211 >3, ¢ 217 >2,r =27 > b, d’ou il résulte que chacun des nom-
bres n, n-+1, n4-2 est le produit de deux nombres distinets. De €, résulte
tout de suite I’existence d’une infinité de nombres naturels » tels que leg
nombres n, n+1 et n+2 ont le méme nombre de divigeurs.

Or, il n'existe pas quatre nombres naturels consécutifs doni chacun
serait le produit de nombres premiers distinets, un de ces nombres étant
toujours divisible par 4.

Cq. Il ewiste pour tout nombre naturel s un nombre naturel my tel que
okacune des équations ¢(x) = ms et o(x) = my a plus de s solutions. (Ce
probléme a été posé par P. Erdos).

Démonstration de 'implication H — Cy. Posons f;(x) == 2'z-41 of
gi@) = 2'p—-1 (1 =0,1,...,2s+1).

Comme f4(0)71(0)...f25:1(0) ¢ (0)... gasy1 (0) == 1, les polynémes ¥; et
g: (1 =0,1,2,..., 2s41) satisfont & la condition 8 et d’aprés H, il existe
un nombre naturel z.tel que tous les nombres f;(x) et g, (%) pour i = 0,
1,...,2s+1 sont premiers. Posons

@ = fi(B) fas_ip1 (@)  bi= Gi(®)fasia(®) (0 ==0,1,...,2+1)
fi(@) et fas_sy1(2), respectivement g;(z) et gos_iy () étunt (pour 4 = 0, 1,
..y 2s41) des nombres premiers distincts, on a
(fi(m)y fas—ig1 (37)) =1 et (gi(m)a Hos—i41 (-I')) =1 pour ¢==1,2,..,, 21,
donc, pour ¢ =0, 1, ..., 2s+1:
¢ (a:) = @(f; (@)@ (fas_is1 () = Qw2+l — g2+1,2
G(bi) = G(gi(m))g(g2s_i+l(w)) ==
Les nombres a; (4==0,1,...,8) et de mwéme les nombres b
(¢=10,1,...,s) étant distincts, Pimplication I - (, se trouve dénontrée.
Il est & remarquer qu’une proposition analogue pour la fonction ¢
a été démontrée sans avoir recours i Phypothése H par P. Frdss ([7],
D. 213) et que, selon son avis, une modification de sa démonstration per-
mettrait de démontrer une proposition analogue pour la fonction . Or,
une démonstration tout & fait élémentaire pour la fonction ¢ & ¢té donuce
par A. Schinzel [15].
Sans avoir recours i hypothése H nous ne savons pas démontrer

que l'équation ¢(x) = o(y) a une infinité de solutions en nombr 38 natu-
rels © et v.

272{1;228-’114-1'% — 228+]w2 .

Cy. Il existe wne infinité de nombres premiers p pour lesquels le nombre
2P —1 est composé.
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Démonstration de Pimplication H — C,. Soit filz) = 42—1,
fs(x) = 8x—1. 1l résulte de H qu’il existe une infinité de nombres natu-
rels @ pour lesquels les nombres p = 4r—1 et ¢ = 8x—1 sont premiers.
Mais alors on & ¢—1 = 2p et, come on sait, g|2”—1 ef, si £ >1, on a
2P —1 > ¢ et le nombre 2°—1 est composé. I1 résulte done de I’hypothése
H qu’il existe une infinité de nomhbres de Mersenne 3/, = 2 —1 composés
dont les indices p sont des nombhres premiers. :

Un nombre naturel composé »n est dit absolument pseudo-premier
si pour tout entier a on a nla"—a.

Cyy. Il eriste une infinité de nombres absolument pseudo-premiers.

Démonstration de limplication H — Q. Soit f,(x) = 6x--1,
fala) = 12241, fy(a) == 182-+-1. Comme f,(0)f,(0)f;(0) = 1, il résulte de
H qu’il existe une infinité de nomnbres naturels x tels que chacun des nom-
bres p = 6x+1, ¢ = 12241, ¢ = 18x+1 est premier et alors on le sait,
le nombre pgr est absolument pseudo-preniier (il est done aussi un nombre
de Carmichael) (voir [4], p. 271).

Ci; (Hypothése de E. Artin). Tout nombre entier g %= —1 qui
n'est pas un corré est racime primitive pour une infinité de nombres premiers.

Démonstration de Pimplication H - €. Soit ¢ = a*b, ol a
est un nombre naturel, b un entier qui n’est divisible par aucun carré > 1.
Comme ¢ n’est pas un carré, on a b = 1. Soit b, le plus grand diviseur
impair de b. \

Nous prouverons d’abord qu’il existe des bindmes f,(z) et fi(»)
satigfaisant & la condition S et tels que

19 quel que soit le nombre naturel x, b est un non-résidw quadrolique
pour f(x);

20 fi(r)—1 = 2f,(x) si b #3 et fy(x)—1 = 4fy(x) 8¢ b = 3.

Si b <0, soit f(z) = —4bx—1, f.(») = —2bs—1. La condition 2°
est évidemment remplie et, comume f,(0)f,(0) = 1, les binémes f,(z) et
fo(x) satisfont & la condition 8.

Si b est pair, on a f,(x) = ~—1(mod8) et le symbole de Jacobi

(fl <bm>) - (TCZ>) f1 () )
1

- _(_dl)(bl—l)/z( b1 ) e

b by—1)/2 fl("'))
o

~1,
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ce qui prouve que b est un non-résidu quadratique pour f,(x), ¢’est-a-dire
que la condition 1° est remplie. Si b est impair, on a b = —b; et on parvient
atu méme résgultat.

Bidb >0etd est pair, on a b = 2b,. Soit f,(v) = 4bw+2b—1, f,(x)
= 2bz+b—1, P(z)=f(2)fs(z). On a P(1)+P(—1)—2P(0) = 1602,
P(0) = (2b— 1)(b 1) et, b étant pair, on a (P (1)+P(—1)—2P(0),P(0)) =1
et on en conclut que la, condition S est remplie. La condition 2° est
évidemment aussi remplie. Comme b = 2b, = 2(2k--1), ox trouve

fi(®) = 3 (mod8), dou (/—%-) = —1

(@)
(n?m)* (f?w)(?%) = “’“(‘f‘lz(?)) = — (= 1),2(/1_(_@_)
= (- 1)(01—1)/2(

1
——) == —] ]
bl '?

ce qui prouve que b est un non-résidu quadratique pour f, (z) et la “con-
dition 1° est remplie.

Soit maintenant 5 un nombre impair >3, donc b = ¢ ¢,...¢;, ol
¢ (t=1,2,...,k) sont des nombres premiers, ¢,'< ¢, < ... < qr et
qx > 3. Le nombre premier ¢, a donc au moing deux non- réhldus quadra-
tiques et I'un d’eux est ny %= —1 (modgy). Le systéme des deux congruen-
ces n = —1 (mod4q;q,...q_;) et n = —n, (modyg,) a évidemment une
solution m = n,;. Soit

fi(z) = 4be-+n,,
On trouve sans peine

et

[a(w) = 2bu+4(m—1), P(2) = f,(0)fs(a).

P(0) = {ny(n,—1), P(1)+P(—1)—2P(0) = 16b2,
Or, comme = —1 (mod4q¢s...qz 1), Aot §(n;~1}= —1 (modzglqz..?
«+Qk—1); 6 ny 5= 0 (modgy) (puisque n; = —n, (modg,) et n, est un non-

-rés1du quadratique pour g;) et 4(ny—1) == 0 (mod g;) (puisque n, —1 = —n,

—1=50 (modg)), on a (4b,n;)==1 et (Zb %(%1—~1))-1 d’ott
(16b2, fny (ny—1)) =1, done (P(O),P(l)—q—P(——l)—-—BP(O)) ==1, d’ou il

résulte que les bindmes f, () et f,(x) satisfont & la condition S. Oz, la con-
dition 2° est. evidemment remplie. Or, on a f,(z) = —1 (mod 4q, q,... ¢4_;)
et f,(x) = n, (modg,) d’ol

b ‘s —~1)/2 fl(w)) ) ( —'fl (CU) ( — ) (‘:""Inl)
= (—1)@-1/ - =
(fl (m)) (=1 ( b b ) Oy Q1) Qi

:(E?'l’&m)(”) i
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Le nombre b est donce un non-résidu quadratique pour f(r) et la condi-
tion 1° est remplie. ‘

Dans le cas b = 3 soit f,(®) = 1245, f,(z) = 3z4-1. Ici on vérifie
sans peine que les conditions S, 1° et 2° sont remplies.

Il résulte de I’hypothése H qu’il existe une infinité de nombres na-
turels « tels que les nombres f,(x) et ﬁ(m) sont tous les deux premiers.
Soit z un de ces nombres, tel que f, (2) > ¢*. Si g appartenait modulo f1(x)
& un exposant < f,(#)—1, on aurait, daprés 2°, f,(z)lg1-D2_1
ou bien f,(x)|g*—1. Or, Vu le théoréme d Euler relatif a,u symbole de Le-
gendre, 1'égalité¢ ¢ = a2b et la condition 1°, on a

- — (9 )E( b \_ _
g (n(w) @ ))" 1

ce qui est incompatible avee f(2)|g"1-D2_1 (puisque f,(x) est
impair). On a done f,(x)|g*—1, ce qui est impossible vu que f;(z) > ¢* > 1.
g est donc une racine primitive pour le module f,(z). L’hypothése de
Artin est donc une conséquerice de I’hypothése H.
Nous étudierons maintenant la fonction
e(@) = lim[x(y+x)—=(y)].

Y—>00
(Cf. Hardy et Littlewood [10], p. 52-68)."
On a ¢(1) == ¢(2) =1, mais nous ne connaissons pas des valeurs
o(#) pour aucun nombre naturel a > 2
I1 sera utile d’introduire la fonction auxiliaire

glx) = s [ (!, y+x)—ep @, y)]

(modf, (z)),

ou ¢(m,n) désigne le nombre de nombres naturels ne dépassant pas "
et premiers avec m.
De la définition de la fonction g(z) résultent les lemmes suivantes:

LEMME 1. g(#) = max {mm[z,fp(z',y—f—m) qa(z',y)]}
27/;1}221 {min [y, #(y+2)—=(y)]} > e(@).

LEMME 2. §(z +1)y>,g(w).

LeMME 3. §(2)+3(y) = o(a+y).

LeMME 4. p(z) < ¢().

Nous démontrerons maintenant:

THBEOREME 1. (V) =g =1, 2(8) = o(4) =a(5) = 2(6) = 2, ()
=0(8)=3, g(9)=...=g(12) =4, 5(13)=.. ==@(16) =5, g(17) = ...
= §(20) = 6, @(21) =..=p5(26)=17 p(27) =...=p(30) =8, 7(31)

Il

a(32) =9, §(83) = ... = §(36) = 10.
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Démonstration. D’aprés le lemme 4 on trouve g(2) < 1, 5(6) < 2,
5(12) < 4, 5(30) < 8. Bu vertu du lemme 3 on a §(8) < g(6)-+a(2) < 3,
5(32) < g(30)+5(2) <9, 5(36) <(30)-+g(6) < 10. Enfin il est facile
de démontrer que parmi 16 nombres naturels consécutifs quelconques
il y a au plus 5 nombres qui ne sont divisibles par aucun des nombres 2,
3 et B, parmi 20 nombres naturels consécutifs quelconques il y & au plus 6
tels nombres et parmi 26 nombres naturels conséeutifs quelconques il
y a aun plus 7 nombres qui ne sont divisibles par aucun des
nombres 2, 3, 5 et 7. Donc g(16) < b, §(20) < 6, p(26) << 7. D’autre
part on a w(1+1)—=n(l) =1, a(3+2)—n(2) =2, a(T-4+4)—n(4d) = 3,
a(0+4)—a(d) =4, #(134+6)—x(6) == 5, 7(17+6)—n(6) = 6, 7(214-10)—
—7(10) =7, @(27+10)—x(10) =8, #(31+10)—n(10) =19, n(33-}10)—
--(10) = 10. Done, en vertu du Lemme 1 on a g(l) =1, 5(3) = 2,
g(7) =3, 5(9) >4, 5(13) =5, g(17) =6, §(21) =17, §(27) =8, §(31) =9,
5(33) = 10. La fonction g(x) étant monotone (Lemme 2), notre théoréme
résulte sans peine des inégalités obtenues.

Appelons k-jumeaux (en allemand k-linge) % nombres premiers
E<q <q<...<q tels que g(gr—¢,) = k—1. Ainsi deux nombres
premiers ¢, >2 et ¢, seront 2-jumeaux si g(g,—¢q) =1, cest-a-dire
¢.—q; = 2. Les nombres premiers ¢, g, ¢s, ... tels que 3 << g; << ¢, < ¢5
et g(¢s—q;) = 2 seront appelés 3-jumeaux ete.

Les données numériques concernant les nombres f-jumeaux ont été
données

powr k& = 2, ¢, < 10° par G. H. Hardy et J. E. Littlewood ([10], D. 44),
pour k = 3, ¢, < 10° par G. H. Hardy et J. E. Littlewood ([10], p. 63),
pour k = 4, ¢, < 10° par G. H. Hardy et J. BE. Littlewood ([10], p. 643),
pour k = 4, 10° < ¢, < 2-10° par Ch. Sexton [17],

pour k =4, 2-10° < ¢, < 3-10° par W. A. Goloubieff ([8], p. 153-157),

pour k =4, 3-10° < ¢, < 5-10° par W. A. Goloubieff ([9], p. 82-87),
pour k& =5, ¢, < 2-10° par W. A. Goloubieff ([8], p.153-157),

pour k =5, 2-10° < ¢, < 5-10° par W. A. Goloubieff ([9], p. 82-87),
pour & = 6, ¢, < 14-10° par W. A. Goloubieff ([9], 82-87).

Le probléme si pour tout k naturel il existe une infinité de nombres
k-jumeaux équivaut, comme on le démontre sans peine, an probléme
sil'on a pour tout #, ¢(#) = g(x): hypothése H résout done ce probléme
positivement (voir plus loin C,,).

THEOREME 2. §(57) = g(58) = g(b9) = 5(60) = 15,

Démonstration. L.Aubry a démontré (voir L. 1. Dickson
[6], p. 355) que parmi 30 nombres impairs conséeutifs il y a an plus 15
nombres qui ne sont divisibles par aucun des nombres 3, § et 7. Il en
résulte que g(60) < 15. D’autre part on a = (57+16)—mn(16) = 15,
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done g(b7) z 15. Vu le lemme 2 on a donc a(b7) = ... = g(60) = 15,
e q. fod. )

THEOREME 3. On a §(95) = ... = g(100) = 23,

A. Schinzel a démontré (dans un article qui paraitre ailleurs) que
parmi 100 nombres naturels conséeutifs queleonques il y a au plus 23
nombres qui ne sont divisibles par aucun nombre premier < 17, d’oll vé-
sulte tout de suite que g(100) < 23. D’antre part on a 0[23!,4083966 95—
—@[231, 4083966 | = 23, donc @apres le lemme 1: g(95) = 23.

La fonction p(w) étant monotone on en obtient le théoréme 3.

En vertu du lemme 1, le théoréme 3 donne 0(100) < 23, ce qui est
incompatible avee Pinégalité ¢(97) = 24 qui a été déduite b la . 67 du
travail cité¢ de Hardy et Littlewood [10] de leur hypotheése X. Or, cette
déduction était fausse, car ces auteurs affirment qu’aucun des nombres
premiers = 17 et < 113 ne donne le reste 8 mod17 y ce qui n’est pas vrai,
puisque 59 = 8 (mod 17).

- THEOREME 4. On a g(r) < m(x) pour 1 <z < 132.

Démonstration. Vu le théoréme 1 nous avons 0(2) =1 = m(2),
g(6) =2 ==(3), (8) = 3 < (), p(12) =4 = =(9), p(16) = b << #(13),
g(20) =6 <=n(17), §(26) =7 <x(21), §(30) =8 < =(27), 5(32) =9
< zm(31), p(36) = 10 < = (33), et, les fonctions g(x) et m(x) ébtant mono-
tones, cela prouve le théoreme 4 pour 1 < & < 36.

Or, en vertu du lemme 3 on a

3(38) << g(30)+5(8) = 843 = 11 < n(37),

5(42) < g(30)+5(12) = 844 = 1% = 7(39),
3(46) << g(30)+g(16) = 845 = 13 < n(43),
3(70) < 5(30)45(20) = 846 = 14 < = (47).

Daprés le théoréme 2 on a §(60) = 15 == =(51). Bn verbu du lemmeé 3
on trouve

3(62) < §(60)-+5(2) = 1541 = 16 < %(61),
3(60) < §(60)45(6) = 152 = 17 < x(63),
3(68) < g(60)-Fg(8) = 1543 = 18 < n(67),
5(72) < g (60)+-g(12) = 1644 = 19 = 7(69),
a(76) <X g(60)4g(16) = 15445 = 20 < =(73),
g(80) < §(60)+5(20) = 15-+6 = 21 = x(77),
3(86) < §(60)+p(26) = 15+7 = 22 = m(81).
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En vertu du théorémé 3 on a 5(100) < 23 = x(87). En vertu du lemme 3

on trouve

Les]
—
=]
o

(100)+5(2) = 23+1 = 24 < = (101),
(100)+5(6) = 23+2 = 25 < =(103),
(10 OH—@‘( ) = 28+43 = 26 < =(107),
(100)+35(12) = 2344 = 27 < x(109),
(100)+5(16) = 234D = 28 < =(113),
(100)+5(20) = 2346 = 29 < #(117),
( m(121)
( (127)
( (131).

R o o R

U~}

126 100)-5(26) = 23-+7 = 30 <

(
100)+5(30) = 2348 = 31 <
100)+5(3

Les fonetions g( ) et 7 () étant monotones, nous en concluons que le théo-
réme 4 est vrai pour 1 < » < 132.

COROLLAIRE 1. g(x) < m(2) pour 1 < o << 132.

La démonstration résulte du lemme 1 et du théoréme 4.

Hardy et Littlewood ont énoncé ([10], p. 54) U'hypothése que o ()

m{x) quel que soit le nombre z > 1. \

COROLLAIRE 2. 8% © > 1, y > 1 et si Pun au wmoins des nombres

et y est < 132, on a

121),
7 (127),
2) = 23+9 = 32 = (131

|
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m(w+y) < w(@)+7n(y).

Démonstration. Sans nuire & la généralité nous pouvons supposer
que z <y, 1 < 2 <132. En vertu du théoréme 4 on a done g(z) < = ().
Or, en vertu du Lemme 1 on a, pour tout nombre 7,

min(y, n(z+y)—a (y)) < ().

Comme y =& = n(z+y)—n(y), on a n(@+y)—a(y) < n(v),
n(z+y) < a@)+=x(y), e.q. f.d.
Il est & remarquer que . Landau [J2] a démontré que pour » suffi-
samment grands on a z(2z) < 2n(x).
Nous appliquerons maintenant I’hypothése H & I’étude de la fonction
o(w).
Cys-
Démonstration de H - Cy,. D’aprés le lemme 1 il suffit de prouver

que o(xz) == p(#). Dans ce but supposons que pour x naturel donnés = o (@)
D’apreés la définition de g(z) il existe un entier y tel que 0 <y < x! et

clest-d-dir

o(x) = g(z) pour z naturels.
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que § = @(@!, y+u)—p(@!, y). Bvidemment on a s
croissants @y, Go, ..., 0
pour ¢ =1,2,...,s.
Soit f;(&) = &-a; pour i =1,2,...,8

< @ et il existe s entiers
o 0<a, <a <o tels que (y-+a;,ax!) =1

?
8
= [[1:®.
1::1
Si p est un nombre promiel tel que p|P (&) pour & entiers, on a, d’aprés
le théoréme de Tagrange, p < s < o, done pjz! et, d’aprés (7/—|—al, zl) =1,

[](y—[-a,,), cela

KE

(y+a;, p) =1 pour 4 =1,2,...,8 et comme P(y) =

donne (P(y), p) = 1, contrairement & p|P(y).

La condition 8 est donc remplie et d’aprés H il existe une infinité
de nombres naturels & tels que les nombres £4-a; (4 =1,2,...,5) sont
tous premiers. Comme 0 < a; < a; < 2, il en résulte que m(&42)—=(£)
> s = p(x) pour une infinité de nombres naturels & et, vu la définition
de la fonction p(x) cela donne o(z) > g(z). L’implication H — C,, se
trouve ainsi démontrée.

Cpy- o(l)=0(2) =1, 0(3)=...=19(6) =2, o(7) =¢(8) =3,
0(9)= ... = 0(12) =4, g(13)=... = (16) =5, o(17) = ... = ¢(20) = 6,
0(21) = ... = p(26) =17, p(27) =... = 0(30) =8, o(31) = ¢(32) =9,
0(33)=...==0(36)=10, o(B7) =...=0(60)=15, 0(95)=...=0(100) = 23.

(o est une congéquence immédiate de C,, et des théoremes 1,
2 et 3.

Ciao. L’hypothése de Hardy et Littlewood suivant laquelle. o(x) < ()
pour © naturels > 1 bquivaut & VPinégalité '
() n(@+y) < m@)+nly) powr @©>1,y>1,

Démonstration de C,, = Cyy,. L'inégalité (x) entraine tout de
suite Pinégalité o(w) < m(x) (sans avoir recours & ’hypothése H).

Supposons maintenant que g(x) < m(z) pour » naturels > 1 et soient
# et y deux nombres naturels > 1. Sans diminuer la généralité du raison-
nement nous pouvons supposer que 1 <z < y. Comme p(z) < = (%),
on a, d’aprés Gy, 5(#) < m(e), done d’aprés le lemme 1, pour tout y,
min(y, #(@-+y) —=(®) < n(x). Or, y = o > a(w-+y)—y, done m(w+y)—
~a(y) < m(a), Cost-d-dire w(@+y) < a(2)+x(y), ¢ q. i d.

Tl est intéressant qu’on ne puisse démontrer par le calcul ni la fausseté
de I'hypothése H ni celle de 'hypothése de Hardy-Littlewood sur la fone-
tion o(x). (Quant & cette dernidre, si I'inégalité o(2) > 2 avait lieu pour
un  quelconque, on aurait Lim(py,, —p) < o). Il est cependant possible

k—o0
gqu’on puisge trouver des nombles x et y plus grands que 1 pour lesquels
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n(x+y) > n(x)+n(y), ce qui prouverait que I’hypothése I et Phypotheése
de Hardy-Littlewood sur la fonction p(2) ne peavent pas &tre simulta-

nément vraies.

Hypothése H, de W. Sierpinski. S¢ pour un nombre noiturel n>>1 les
nombres 1,2,8,..., n% sont rangés succesivement en n lignes, n nombres
dans chaque ligne, alors chague ligne contient au moins un nombre premier.

La proposition que la deuxiéme ligne contient au moins un nombre
premier équivaut évidemment au théoréme de Tchebycheff que pour »
naturels > 1 il existe entre n et 2n au moins un nombre premier.

La proposition que pour # = 9 chacune des 9 premicéres lignes con-
tient au moins un nombre premier peut sany peine étre déduite du 1héo-
réme de R. Breusch [1] d’aprés lequel pour # > 48 il y a entre x ot 2 P an
moins un nombre premier. Ensuite il est facile de déduire du Lheoreme
d’Hadamard-de la Vallée Poussin sur les nombres premiers que pour
tout %k et n = ny(k) chacune des & premiéres lignes contient au moins un
nombre premier. On a ici limn,(k) = +oco et le probléme se pose si le

Ie—00
plus grand nombre »n pour lequel il n’existe ancun nombre premier entre
(k—1)n et kn tend vers 4-oco avec k.

Par la méthode de Brun on pourrait démontrer (voir G. Ricci [13]),
que chacune des lignes de notre carré contient un nombre dont le nombre
- des diviseurs premiers est limité par une constante universelle.

CONSEQUENCE. Entre deuxw carrés conséeutifs il existe an moins denx
nombres premiers distinets.

En effet, pour démontrer cette implication, il suffit de remarquer
que si n est un nombre naturel > 1 les nombres naturels conséeutifs
(n—1)?, (n—1)2+1, ..., n? forment les deux derni¢res lignes dans notre
carré composé des nombres 1,2,...,n% En obsgervant que dans touf
intervalle fermé dont les extrémités sont les cubes de nombres naturels
consécutifs, il y a au moins deux carrés distinets, on en déduit tout de suite
queptre deux cubes de nombres naturels conséeutifs il y a an moins
deux nombres premiers. Clette proposition n’est pas encore démontrée
sans avoir recours & ’hypothése II,;, mais on a démontré que pour » na-
turels suffisamment grands il exigte entre #* et (n-4-1)* au moins un nombre
premier. (On ne sait pourtant pas si cela est vrai pour tout # naturel).

Remarquons que ’hypothése H, pour les nombres » premiers résulte
tout de suite de ’hypothése suivante enoncée en 1932 par R. ITaussner:
entre deux multiples conséeutifs d’un nombre premier p; qui sont tous
les deux inférieurs & p} 41 1l existe au moing un nombre premier (Haussner
[11], p. 192). Pour »n =7, par exemple, il résulte de Phypothdse de R.
Haussner que non seulement chacune des 7 lignes de notre carré des nombres

.
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1,2,..., 49, mais aussi leg 10 lignes suivantes (dont la premieére contient
sept nombres 50, 51, ..., 56 et la derniére les nombres 113,114, ...,119)
contient chacune au moins un nombre premier. Il est intéressant de re-
marquer ici que la ligne suivante la 18-dme, formée des nombres 120,
121, ..., 126, ne contient aucun nombre premier.

Hypothése H, de A. Schinzel. Si pour wn nombre naturel n les
nombres 1,2,3, ..., n* sont rangés en n lignes, m mombres dans chagque
ligne, alors, si (k,n)==1, la Fk-iéme collonne contient au moins un
nombre premaier.

Nous ne savons pas quel sera le sort de nos hypothéses, cependant:
nous pensons que méme si elles seront mises en défaut, cela ne sera pas
sang profit pour la théorie des nombres.
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On the Mobius function
. by
S. KNAPOWSKI (Poznan)

1. Let u(n) denote the Mobius function: u(l) =1, u(n) = (—1)*
if n is the product of % different primes, x(n) = 0 if n contains any factor
to a power higher than the first. The well-known connection with the
Riemann {-function is the following (see e.g. [2], p. 3, (1.1.4)):

(1.1) 1 N b

id W

= , 8 = o--it,
4 (N) M= .

o>1.
Writie
M () = }J j(n).
e

Here the most interesting question is that of the behaviour of
max | M ()| as T — co. This problem has been studied by many mathe-

1<

maticiang. Tt iy known at present that
M(z) = O(wexp(—~eVloga)) ()

and even slightly better estimates have been obtained.
It has been proved by Littlewood (see e. g. [1], p.161) that the re-
lation
M(z) = O (') e >0

is equivalent to the truth of the Riemann hypothesis.
Some conjectures, in connection with the subject, should be noted.
The Mertens hypothesis

(1.2) | M (n)] <Vn

has not been proved or disproved yet (see [2], p. 320). Also slightly less
drastic conjectures:

for every

for n >1

(1.3) M(z) = O(x*?)

() See e.g. [17, p. 187, Theorem 478. Throughont this paper e, ¢,,... denote
numerical positive constants. ‘
Acta Arithmetica IV H



	00000100.tif
	00000101.tif
	00000102.tif
	00000103.tif
	00000104.tif
	00000105.tif
	00000106.tif
	00000107.tif
	00000108.tif
	00000109.tif
	00000110.tif
	00000111.tif
	00000112.tif

