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§ 1. Bezeichnungen

Im folgenden bezeichnen die Buchstaben a,b,c¢,h,q,l, m ganze
Zahlen; d,k,n,q,r, M,U,V,» positive ganze Zahlen (in den §§ 8 und
9 bedeutet auch @ eine positive ganze Zahl); p Primzahlen; s, ,C, D,
R,N,H, ¢ positive Zahlen; y,X, ¥, a,8, y,8, 4, u, ¢, 8 reelle Zahlen;
8, 2, w komplexe Zahlen.

Der Buchstabe 4, mit oder ohne Indizes, bezeichnet positive abso-
lute Konstanten. Im allgemeinen werden die .4 unterschiedslos benutzt
und konnen verschiedene Werte bezeichnen. » bezeichnet positive Zah-
len, und zwar wird, ohne daB dies besonders gesagt wird, # > 4 ange-
nommen, wobei A an jeder Stelle geeignet gewihlt wird. Weiter werde

loge =1, loglogz =u

gesetzt. Wegen o > A ist notigenfalls ¢ > A und » > 4.

Es ist 0 << s << 1. Mit B werden unterschiedslos Zahlen bezeichnet,
fir die |Bj < 4 ist; kommt jedoch £ in der betreffenden Formel vor,
8o darf die B-Schranke auch von ¢ abhingen, und bei Behandlung de
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Ellipsoidproblems in § 6 (von Formel (150) ab) darf sie von der dorti-
gen Zahl N abhiingen, die ihrerseits von der quadratischen Form @
abhiingt. Daneben werden an einigen Stellen die Landauschen Zeichen
O and o benutzt.

TFalls untere Summationsgrenzen nicht ausdriicklich angegeben wer-
den, sind sie stets Eins. Die fetten Zahlen geben Nummern von For-
meln an, die an den betreffenden Stellen benutzt werden, sind also als
Hinweise zu -verstehen.

@(n) und p(n) sind die tiblichen Funktionen von Euler und Mdbius,
£(2) = ¢ (o+17y) die Riemannsche Zetafunktion,

a(@) = 1

<t
die Anzahl der Primzahlen bis x;

@ ®(z) = 2¢(w)~~m,
Foa

@ @) =w)= [ 30

(3) »(y) = y—[y]—%;

Q@ = Q(y1,Y2, Y32, ¥s) sei eine positiv definite quaterndre quadratische
Form mit rationalen Koeffizienten; D ihre Determinante; Ag(x) die An-
zahl der Gitterpunkte (m,,m,,ms, m,), die dem Ellipsoid @ <z ange-
horen; Py(x) der entsprechende Gitterrest, d.h. Agy(z) weniger das Volu-
men *#?/2VD des Ellipsoids.

Um komplizierte Exponenten zu vermeiden, setze ich

e =e(y), ¢ =exp(y), ' =(s;9).

‘Weitere Bezeichnungen werden noch eingefithrt.
§ 2. Siitze iiber trigonometrische Summen

Sarz 1 ([13], Satz (A)). Bs sei r > 9, m beliebiy, M, < M,

() 1) = 0y 40,9+ +0,,

(®) o< 2010 M <1

®) S= D elim}.
m<h<m4-My

Fiir geeignetes A ist dann
(n 8 = BriM{|0]; (dr*logr)~"}1log®(8|+B(|6]; —1/r).
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Bemerkungen. 1. In [13] treten statt () die beiden Bedingungen
(8) 0< 8(r+1)181 <1,

o= i) =
©) 01— 17
auf. Wird aber M > { angenommen, was ohne Beschrinkung dev Allge-

meinheit geschehen darf, so ist (8) eine Folge von (9). Die linke Hilfte
von (9) ist auch unnotig, denn fir M < {16]; —(r+1)7"} ist

(615 11 {(w, T ),

also die Abschitzung (7) trivial. Es bleibt also nur (8) zuriick. Bs wiir-
de auch nichts ausmachen, wollte man Satz 1 nur fir M, = M aus-
sprechen. Gilt nidmlich die Ungleichung (5) fiix M, so gilt sie auch fiir
jedes M, < M.

2. Der Beweis von Satz 1 ist mcht veroffentlicht worden; an der
Richtigkeit des Satzes darf aber nicht gezweifelt werden, denn er ergibt
sich aus dem folgenden Satz 2.

Sarz 2 ([8], S.172, Hilfssatz). Bs sei r> 3, fly) bezeichne das Polye
nom (4), die Bedingung (5) sei erfillt. Bir die Summe

M
8= Y elfh
h=1

< f2e+niel

(10)
gilt dann die Abschiteung
(11) 8 = Br*{M; 1—{6r*logr)™} +B([0]; —1/r).

Bemerkungen., 1. An der angegebenen Stelle werden statt (11)
dic beiden Abschitzungen

(12) 8 = Bri{M;1—A(r 310@7" “}+B(1615 —1/7
(13) S = B* {M 1—k~(logk--1,11loglogk) "} +B(|6]; —1/r)
fie k=741 2 14

formuliert. Indessen hat Hua, worauf ich schon in [18], S. 4, hinwies,
in der Formel 8. 57, Zeile 13, den Faktor k**-Y (in seiner Bezeich-
nungsweise) weggelagsen, und das fihrt letzten Endes dazu, daB in den
Hauptgliedern von (12) und (13) noch ein Faktor 7 angebracht werden
muB. Es kommen bei Hua auch andere Fliichtigkeitsfehler vor, die aber
auf das Endergebnis keinen EinfluB haben. Eine ausfiihrliche Darstel-
Iung seines Beweises findet man in dem Buch [19], Kapitel II, § 7. Batz
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2 ist der dortige Hilfssatz 5. Fiir die in der vorliegenden Arbeit gege-
benen Anwendungen ist es gleichgiiltig, welche r-Potenz im Hauptglied
steht, wenn sie nur die Gestalt 74 hat; auch spielt es keine Rolle, wel-
chen Wert man fiir die Konstante A in (12) annehmen kann.

2. Satz 1 folgt aus Satz 2. Mehr noch, auf diese Weise ergibt sich
der folgende

SAaTz la. Bs sei v > 3; im dibrigen mogen die Voraussetzungen von
Satz 1 gelten. Dann ist

(14) 8 = BrM{|0]; (6r*logr)™*}-+B(16]; —1/r).

Beweis. Brstens sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit m = 0;
sonst ersetze man f(y) durch f(y-+m), wobei zu beachten ist, daB auch
f(y-+m) die Gestalt (4), mit demselben Wert von 6, hat. Zweitens kann,
wie schon oben hemerkt worden ist, M; = M angenommen werden. Fiir

m =0, M, = M geht die Summe (6) in die Summe (10) iber.
Drittens kann
(13) 00> M~
vorausgesetzt werden; sonst ist (|8]; —1/r) = M, also (14) klar. Aus

(15) folgt

{161; (6r*logn) ™"} = {M; —(6r*logn) ™'} .

In Verbindung mit (11), ergibt dies die Behauptung (14).

3. Das Buch [5] von Husa ist 1947 herausgegeben; die Handschrift
wurde indessen vom Verfasser schon 1941 eingereicht, konnte aber infol-
ge der damaligen Verhiltnisse erst nach Kriegsende verdffentlicht wer-
den; vgl. die Angaben in [5], 8. 5, FuBnote. !

Sarz 3 ([23], Satz 1, a). Im Intervall m <y < m-+M mige die reelle
Funktion fly) eine stetige (r--1)-te Ableitung f'+V(y) besitzen. Bs sei

(16) r=21l, D=1, M<M, M<LC<HEM,

- 1 |y _Dp
(1!) —a— m \—6 f’uﬂ' mgy<m+M,
(18) 8= elf (M},

T omgh<m+ My
(19) o = (3r*log1207)7*
Dann ist

(20) 18| < exp {3+ (10g 1207 —1,7)log8r} DHY M2,
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Sarz 4 ([4], Satz B). Im Intervall m-+1 < 'm-i—Ml moge d’i(? reelle
Funktion F(y) eine stetige ('r—|—1) -te Ableitung f(“r"( ) besitzen. Hs sei

(21) r=1, <M, (H<M<LO,
. 149 (y) .
(22) —(;_?17— 6' fir m+Hl<y<mt+M,.

Fiir die Summe (6) gilt dann die Abschdlzung
§ = Bexp(18rlog*r) {M; 1—(507*logr) " }log2 M .

Bemerkungen. 1. Flett beweist die Abschitzung (28) nicht fiir
die Summe (6), sondern fir

8 = Max l
. MMy m<hgm+M

(23)

effm)].

Das besagt aber nicht mehr als (23), da die Voraussetzungen des Satzes
anch fir M; = M erfillt sind.

2. Bine Variante von Satz 4 findet sich im VI Kapitel von [14]
als Hilfssatz 6.12. Dort wird fiir den Spenalfall M, =M der Summe
(6) die Abschitzung

(24) 8 = Bexp (32rlog®r) { M ; 1— (561" logr)~*}log U
bewiesen. (24) leistet fiir die Anwendungen dasselbe wie (23). Die Be-
dingung A>1 in [14], (6.12.1) (d.h. ¢ <1 in unserer Schreibweise)
ist wegzulassen. .

_ Sarz 5'([12], (15)). Bs bezeichne f(y) das Polynom (4), S die Summe
(10); die Bedingung (5) sei erfallt. Fir r > A ist dann
(25) 18] < 2exp(10rlog®r) [ M; 1—(6:*logr) " Hlog M+2(|6]; —1/r).

Sarz 6 ([12], Hilfssatz 1).

(26) 18] < 2exp(601og®r) (M; 1—r~%)log M+2(|6]; —1/r).

Wie in [12], 8. 98, gezeigt wird, folgt (26) unmittelbar aus (25).
Sarz 7 ([8], Satz 1). Im Intervell m <y < m-+M—1 mige die reel-
le Funktion f(y) eine stetige (r--2)-te Ableztung besitzen. Bs sei r = 11,

Unter den Voraussetzungen von Satz b ist

" 1[I 1
(27) S 1)1 ST
(r+2) 8 3r
(28) {74_7‘§§/_ < J(tf’?“ fir m <Ly m+M—1,
" (29) 8 = elf(h)) .
mgh<m4+-M
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Dann ist
(30) 18] < exp (3rlog’r) { M5 1—(9,37*logr) "} .
Bemerkungen 1. Die in [8] gestellte Forderung M > 2 kann

weggelassen werden, da fiir M =1 die Bedingung (27) nicht erfiillt
werden kann.

2. Batz 7 wird in [8] aus dem folgenden Satz Winogradoffs herge-
leitet (Spezialfall m = 1, r = n+41, 7 =1 des Satzes in [22]):

Bs sei r =12, f(y) das Polynom (4), 8 die Summe (10),
(31) l6—afd <1/¢% (a,q) =1, M R =log{12¢(r4+1)}.

Dann st
(32)

M<q<

18] < exp(3rRlog8r){M; 1—(3-*R)~"} . ]

Alle S#tze dieses Paragraphen werden mit Winogradoffschen Me-
thoden bewiesen, die von Hua [5], [6] vereinfacht worden sind. Mehr
noch, sie stellen Umarbeitungen &lterer Winogradoffscher ‘Sitze dar,
in denen die Abhingigkeit der S-Schranke von 7 nicht ausdriicklich
angegeben ist, also 7 als konstant (r = A) angenommen wird. Die Ent-
wicklung vollzog sich hier merkwiirdigerweise im riickliufigen Sinn:
die aus dem Zeitraum 1951-533 stammenden S#tze 3-7 liefern nicht so
scharfe Ergebnisse, wie die Sitze 1-2 von 1938-41.

Im folgenden wird es, um Rechnungen zusammenzufassen, bequem
sein, fir die Sitze 2, 5 und 6 eine gemeinsame Formulierung zu finden.
Dies leistet der folgende Satz 8:

Sarz 8. Es bezeichne f(y) das Polynom (4), 8 die Summe (10); die
Bedingung (3) sei erfillt. Fiir r = A; > 1 ist dann

(33) 8 = Bexp(d,logr) { M; 1—(Ayr"1og’r)"} log® M+ B(|6]; —1/r).

Hierbei bedeuten a, 8,y,0, X gecignete absolute Konstanten, die den fol-
genden Bedingungen genilgen:

B9 «>0,>0,8>1
Auperdem sei A, > 1.
Bemerkung. Nach Satz 2 gilt Satz 8 fir

a=0,f=1,y=38,8=1.
Nach Satz 5 gilt er fiir

fir «=0,y>1,6>0, X>0.

(35)
(36) a=1,f=2,y=2, §=1.
Nach Satz 6 gilt er fiir

37) a=0,8=38,y=8,6=0.
Acta Arithmetica IV. : 3
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§ 3. Problemstellung

Um die Wirksamkeit der obigen Sitze miteinander zu vergleichen.
weiden sie auf die folgenden vier Probleme angewandt:
1. Abschiteung von ¢(1-+iz).
II. Abschiiteung von II(x).
III. Abschitzung von Pg(x).
IV. Abschétzung von D(x).
Bei I und IT werden die Sétze 1-7 zur Abschitzung der Summe

M

38 D mE,

! M=
unter gewissen Bedingungen fir M und M', benutzt. Die Probleme I
und II treten in der Literatur auch in allgemeinerer Gestalt auf, indem
statt der Riemsnnschen Zetafunktion Dirichletsche L-Funktionen, statt
Primzahlen iiberhaupt Primzahlen in Restklassen betrachtet werden.
Diese Verallgemeinerungen sind analytisch keineswegs-naheliegend, aber
fiir unsere Fragestellung ergeben sie so gut wie nichis; man hat nur
notig, statt der Summen (38) die analogen Summen

M .
Z (m -+ s)—‘iz
M=M
zu betrachten, wobei 0 << s <1, s konstant ist. Der zusitzliche Parame-
ter s stort aber nicht, wie der Leser an der analog gebauten Summe
u
(39) 2 e(w/(m+-s))
M=M
feststellen kann, die bei ITI benutzt wird. Fir IV geniigi der Spezial-
fall s =1 von (39), der auch fiir den in [19] behandelten typischen
Fall der vierdimensionalen Kugel ausreicht.

In der Literatur hat die Anwendung der Séitze 1-7 auf die Probleme
I-IV bisher folgendes ergeben (die oben erwihnten Verallgemeinerungen
von I und IT habe ich nicht besonders hervor):

Tchudakoff [13] skizziert, unter Benutzung seines Satzes 1, einen
Beweis von
(40) II(z) = Bmexp (—At"~).

Hua ([5], S.174) erwihnt ohne Beweis, daB sein Satz 2 die Ab-
schitzungen

(41) {(1+4im) = B+,
(42) Py(w) = Bat**+e ‘
und die Abschitzung (40) ergibt. i
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Flett [3] beweist, mit Hilfe von Satz 1,
(43) {1 +im) = Befylle,

Titchmarsh [14], S. 113, beweist, ‘mit Hilfe seiner Variante von
Satz 4,
(44) t(1++iz) = Bt

Tatuzawa [12] beweist, mit Hilfe seines Satzes 6,

(45) I () = Bwexp(—At"u™").

Klimoff [8] behandelt zwar die Probleme I und IT nicht direkt; er
bekommt aber, mit Hilfe seines Satzes 7, Abschitzungen, aus denen
man leicht (44) und (45) erhalten kann (vgl. dariiber § 5 weiter unten).

Fir den Fall der vierdimensionalen Kugel erhielt ich in [19] (Ka-
pitel TT, §8, (27)), mit Hilfe von Satz 2,

(46) Py(w) = Bt u',

In [18] hape ich, unter Benutzung des Huaschen Satzes 2 (mit
A statt 6 in (11))
47) . &(z) = Bata?

bewiesen. Hier wurde aber der Exponent 2 von « nur der einfacheren
Formulierung wegen gewéhlt. Ersetzt man nédmlich in [18], 8. 30, das
Glied Bt**(ulogw)® nicht durch B#f#u? sondern 1iBt es stehen, so be-
kommt man statt (47)

(48) &(x) = Bat**(ulogu)*.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt: Mit Hilfe von Satz 1 oder
von Satz 2 ergeben sich die Abschitzungen (46) und

(49) £(14-4m) = Beltu'?,
(80) I (x) = Brexp(—At w2,
(51) &(x) = Bat*u® .

Mit Hilfe der Sitze 3-7 ergeben sich die schwicheren Abschitzun-
gen (44), (45),

(52) Py(x) = B,
(53) D(x) = Bat**u"l*

Sieht man von Satz 1 ab, der eine von den iibrigen abwelchende
Gestalt hat, so kann man folgende Uberlegung anstellen.
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In den Ha.uptg]iederh der durch die Sitze 2-7 gelieferten Abschét-
zungen kommt das Produkt

exp /(M) 33 1—(g(r))™)

vor, wobei f(r) und g(r) gewisse Funktionen sind, die mit 7 ins Unend-
liche wachsen. Damit die betreffende Abschitzung nicht trivial, also
nutzlos ist, muB dies Produkt < M sein, d. h. man hat die notwendige
Bedingung

exp{f(rg(n} < M,

fing(r) <log M.

Da aber M dem Intervall (60) angehort, hat logM die GréBenordnung
t/r, d. h. es ist eine Ungleichung der Gestalt

(54) rf(r)g(r) < At

zu erfitllen. Bezeichnet 7, das groBte r, wotiir sie besteht, so kann der
betreffende Satz fiir > 7, nicht mehr benutzt werden. In Satz 2
hat mam fiir die linke Seite von (54) die GroBenordnung r*log’r, in den
Sitzen 3-7 die GroBenordnung 7*log®r. Das kommt darauf hinaus, daB
man im ersten Falle nicht mehr als

(55) 7y = [AtH=1)
und im zweiten nicht mehr als
(56) 7y = [ At~

erwarten darf. Bei der Zetafunktion bedeutet dies, daB man [(14i2)
bestenfalls durch die Summe

n—l——im

n<(@;4/rg)

wird ersetzen konnen, fiir die eine friviale Abschitzung Btfr, ergibt.
Setzt man hier die Werte (55) und (56) ein, so bekommt man (49)
und (44). Bs wird sich schon im nichsten Paragraphen zeigen, daB diese
Werte von 7, tatsichlich erreicht werden, daB also aus den obigen S#tzen
alles herausgeholt worden ist, was man herausholen konnte.

Bevor man noch die Probleme I-IIT mit Sitzen von der Winogra-
doffschen Art behandelt hat (die hier aufgezéhlten S#tze 1-7 sind nicht
die einzigen ihrer Art; es gibt mnoch einige #ltere, minder scharfe Sitze
von Tchudakoff und Titchmarsh), wandte man auf sie die bekannten
Weylschen Séitze an, die schon lingst zum klassischen Bestand der
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Zahlentheorie gehéren (vgl. die Darstellung in [10], 8. 250-260). BEs
ergaben sich auf diese Weise die Abschitzungen

(67 ¢(L+iz) = Btfu,
(58) I1(x) = Brexp(—At" '),
(59) " Po(a) = Batu,

die wesentlich schwicher als (40)-(46), (49)-(50) und (52) sind; (57) ist
von Weyl, (58) von Littlewood hewiesen worden; vgl. die Darstellung in
[11], 8. 31-47. Die Abschitzung (59) findet man in [16], fir die
vierdimensionale Kugel schon in [15].

Bs wire indessen ein Irrtum, wollte man von den Sitzen der Wi-
nogradoffschen Art annehmen, sie seien schérfer als die Weylschen, da
sie bessere Ergebnisse liefern. Zundchst einmal lassen sich die Abschét-
zungen (57)-(59) mit den Weylschen Sétzen allein beweisen, wihrend
jede der Abschidtzungen (40)-(53) nur durch gleichzeitige Anwendung
eines der S#tze 1-7 und eines Weylschen Satzes erhalten werden konunte.
Man sieht es schon dem Wortlaut der Sidtze 1-7 an, daB sie fiir zu
kleine r nicht anwendbar sind; fiir diese » miissen die Weylschen Sitze
hinzukommen. Andererseits muB bei Weyl » << Au, d. h. r, = [Au] ant
genommen werden. Fiir groBere » hat man von einem der Sitze Wi-
nogradoffscher Art Gebrauch zu machen; in der vorliegenden Arbei-
werden sie schon fir » > A benutzt.

Ein weiterer Fortschritt wird erst méglich sein, wenn es gelingt
einen Satz zu beweisen, bei dem 7, die GroBenordnung (55) iibertriftt.
Man wird einen solchen Satz schon in der niheren Zukunft erwarten
diirfen, da die Abschitzung '

L(14im) = Byt

vor einigen Monaten bei einer Tagung angekiindigt worden ist.

Auf die Beweise der Sitze 2-7 wird im folgenden nicht eingegangen ;
sie gind an den genannten Stellen zu finden. Im iibrigen. wird die
Kenntnis der Arbeiten [2], [3], [5], [6], [12], [18], [17]; [20] und [21]
nicht vorausgesetzt. Auch die Kenntnis von [18] wird nicht vorausge-
setzt, obwohl man durch Hinweise auf diese Arbeit die Behandlung
des TV Problems wesentlich abkiirzen koénnte. Da aber die Beweise von
(61) und (53) schon an sich sehr wmsténdlich sind, konnte ich mich
dazn nicht entschlieBen.
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§ 4. Behandlung des I und II Problems mit Hilfe der Siitze 2, 5 und 6

Bei Behandlung der Probleme I und II werden Sitze der Wino-
gradoffschen Art nur zum Beweise des folgenden Hilfssatzes bendtigt.
In diesem Paragraphen soll Satz 8 als richtig vorausgesetzi werden;
die Zahlen a, g, y, 6 und X mogen demgemiB die Bedingungen (34)
erfiillen.

HirrssaTz 4.1. Bs sei r > Max (4, 368), M < M < 2M,

(60) (w3 11/107) < M < (@5 9/57)
i w
(61) 8§ = 2 m™.
M=M
Dann st
(62) 8 = Bexp(4°logfr){M; 1—(19457log’r) ™) log™ 2.1 .
Beweis. Ohne Beschrénkﬁng der Allgemeinheit sei M > 36. Ich
setze
e wlee 1 . [M'—~JII '
(63) ‘“’~ w7_7,+2 3 "—‘ n .
Dann ist

1 r
. 1l ——| > 6
M(m, g ) >(M, 1 7ﬂ+2) 1 (60),

also n> 0, wie es sich gehort. Hs sei [ =2;
M'—M < 2n, also

fitr 71 ist ndmlich

1 hr
]S[SM’~M+1<21@<2J1(x;~m)<2(ﬂfg 1- )t k)gL’Ml/z,

T 9(r+2)

d. h. (62) ertiills. Der Buchstabe a bedeute eine der Zahlen 0,1, ...,1-1.
Ferner sei
(64) Xy=M+oan.
Aus (60), (63) und (64) ergibt sich erstens
7 n
63) —-<<—
( 3)» X, S

zwiitens

<(-q. 1 <M br < ].[ml/‘.’. - 1
S el TV T gpiag ) T g

o

Xi4n=M+tln> W+ ( ;M M

M —
__1)11, X1—1+"<M+——~~~ﬁ— S,

(66): M—n <X +2< M, '
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also
-1 .n-1 Py
(67) 8= 3 3 (X,tm)""+Bn.
A= m=0
Nunmehr sei fiir |y] <X,
:l/ T2
(69) tog 1+ ) = 2t)+T ),
r41
. (=1 g \e
(69) P(y>~:§ =)
_ (__q\rlyr-2 D% (_1)€ ¥y \°
T(y) = (—1""E; %——OHH %)
x . ) bt
(70 6{—;—yr+‘T(?/)} = thi'lh-
2m =
Es wird dann . :
N it = gd . E g _qyrig-r—2 o1 (—=1)° (¥ ”}
2 |- gy 2 emalT) b

Hieraus folgt.nach (63)-(65), mit- dem iiblichen Majorantenkunstgriff;.

[s=] o0
2 lwy|n® < exp (mn”zM"“zr’l Z 6"’)
=

=0

(71) < exp (%.M’“m‘lllfl“’—z) <e.
Andererseits bekommt man fiir die m-Summe in (67)
n—1 - N1 .
P —i —iz m A\
& Y ) o
Mm=0 m=0 i
n—1 . n—1
B N LA R [ m
,,‘7/;-5 1+ X, m;expl twlog|1+4+ X,
n—1 . S S
- Za{— ;;(P(m)—i-m’“l’(m))} (68)
M=0
n—1 2 L=
= Z'e{~ -2—-1’(7)‘1)}2@0;,%” (<0)
m=0 ™ h=0
oo n—1
_ = 2P (m) 5
—-Bgﬂjlwhl ‘ge{—?ﬂ-—}m .
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Wendet man hier auf die m-Summe das Abelsche Lemma ([10], S. 88,
Satz 140) an, so folgt wegen (71) und (72)
& mP(m)l
63—
2 2n ]i
m=1 !
b

(13) = BMax| 3 (0P (m)/2r}].

Mrsn ' 3=y

—1

2( atm) ™ BZ]uh{%-MaJx

Mr<n
m=0 =

Hierin ist nach (69)

P (m)j2rn = m" 0w ... +0,,

(74) § = (—1)w/2n(r+1) X0
Aus (74), (64), (63) und (60) folgt
1 2(r+1)en oM
9 [ .
(75) 0< ~("‘.+1)[61M < D) XS S

Auf die m-Summe in (73) darf daher Satz 8 mit M = M"” wnd
dem Wert (74) von 6 angewendet werden. Es folgt, wegen M'' < n,
wenn zur Abkiirzung Ag*log’r = B gesetzt wird,

-1

2 (Xat+m)~ = Bexp(Asrlogfr)(n; 1R )log=on+
M=0

und daraus, nach (67), (64) und (66),
8 = Bexp (4y°logfr)l(n; 1—R~Y)log¥2n

’r+1)+Bn

-+ Bl (m; —_ ;) (M
Hierbei ist nach (60) und (63) ‘
Un; 1—R™Y = BM(n; —R™)

1 1 1 107
=BlM:1— = . — [ e T
( ’ R)(w’(r+2>R) B(M’l R *11@--;-2)13)

r4-22 1
=B{M;l— ——— | = A
(’ 11(r+2)R) B(M’] 11R)’

icm

Abschétzungen trigonometrischer Summen 121

L s B

;
1 2
st 3 o i)

1 107
=B(M’1+7“m)
_B(M.l 5.11)
U syl

Wegen 7> 36, R > Ay > r ist ferner

r—18 > 1 < 1 7
or+2)r~ 197~ 19R’

o~ 2) (05 72) = a1 ).

Aus (65) folgt schlieBlich n < M. Damit ist die Behauptung (62)
bewiesen.

Bs soll jetzt gezeigh werden, daB aus Hilfssatz 4.1 die Abschit-
zungen :

d. h. man hat

. aty ( B+9 )
1 — Bl 2t \(n, BEO
(76) L (1+iw) ( 1¥a +7) T14aty
_ oy ety ( __M)}
(77) 11 () —BweXP{ A(h 1+2a+2y) " 1+4-2a+42y

folgen. Dabei ist es, mit Riicksicht auf die Anwendung im nichsten
Paragraphen, wichtig festzustellen, daB die Richtigkeit von Hilfssatz 4.1
fiir irgendwelche Werte der Parameter A,, Ay, Ag, a,f,y,8, X voraus-
gesetzt wird, die an die einzige Bedingung (34) gekniipft sind. Bs brauchen
nicht diejenigen Werte zu sein, die in Satz 8 aunftreten.

Von den folgenden vier Hilfsséitzen enthilt der erste wohlbekannte
Formeln aus der Theorie der Zetafunktion.

HIrrssATz 4.2. Fiir o > 1 st

(78) {(o+ix) =
Fire<m<u,1-2"< a1 dst
(79) D w®=B.

(@;2/m) <na?
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Pir 1-97° <o <1 ist

(80) L(otim) = Y w""®4B.

nga?

Bemerkungen. 1. Die Beweise von (78)-(80) findet man in [11],
Satz 371, Satz 392 mit w = 1. Satz 393 mit w = 1. Dort wird in (79)
und (80) ¢ < 1 angenommen; die Richtigkeit dieser Formeln fiir ¢ =1
folgt durch Grenziibergang o — 1.

2. Die Abschitzung (79) wird mit der Weylschen Methode bewiesen.
Aus (79) mit 0 =1, m = [4] und (80) mit ¢ = 1 folgt

5(1-[—1':10) — Z n“l_m—l— Z 71'1“¢z—é—B

neg(@;2(u]=7) @arm Y <nga?
= Biw™'+B+-B = B,

also die Weylsche Abschidtzung (57).

Die folgenden drei Hilfsséitze bilden zusammengenommen eine nahe-
liegende, aber niitzliche Verallgemeinerung einer Landauschen Metho-
de; bei der aus einer Abschitzung von ((o-4ix) in einem Gebiet in der
Nihe der Geraden ¢ = 1 eine Abschitzung von IT(xz) hergeleitet wird;
vgl. [11], 8. 9-28. Die Hilfsséitze 4.3 und 4.4 werden nur zum Beweise
von Hilfssatz 4.5 bendtigt.

Hmwrssarz 4.3 ([14], S. 50, Satz 3.10). Im Gebiete

(81) 1—gy)<o<2, y=0
sei o
(82) ‘ E(o+iy) = Olexplf(y))) (v — o).

Dabei seien die Punktionen f(y) und 1/g(y) fir y>= 0 positiv zmwhmend;
g <L, f(y) + oo,

(83) o fe(y) = ofexplf)).
Fiir eine geéignete Konstante C ist dann '
(84) E(o-ty) # 0
im Gebiete : .
(85) 02 1=0g2y+1)/f(2y+1), y=0.

Hrirrssarz 4.4 ([7], 8. 63, Satz 22 mit o = $). Die Ungleichung (84)
sei im Gebiel

(86) o>1—n(y), y=0
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erfiillt, wobei die Funktion n(y) fir y > 0 positiv abnehmend ist, eine- ste-
tige Ablettung n'(y) besitzt und die folgenden Bedingungen erfiills:

(87) 0<n() <3;

(88) 7'y) >0 fir y-—>oo;

(89) 1/7(y) = O(ogy)  fir y —o0;

(90) n(yt+logy = dw(z) fir y>1.
Dann ist

(91) II(z) = Olwexp{—w ()}) .

Hrurssarz 4.5. Es seien y, 8, A, p absolute Konstanten,

(92) 0<y<1, 621 fir y=0, 0<i<l—y.
Im Qebiet

(93) 0= 1—A, 0 M"

se

(94) i(o-+iz) = Bexp(4stu’).
Dann ist

(95) II(z) = Brexp {-—A (t;' 1+1+2) (u; 12::;5_&)} R

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A, > 1. Fiir ein
geeignetes A, genifigen die Funktionen

Fy) = 245l0g” (3 (y—1)+44) {loglog(} (y —1) + 44)}°,
90) = § Aulog™ (b (y—1)-+ 4¢) loglog (3 (y—1)+ 4]}

den Bedingungen von Hilfssatz 4.3. Daher gilt die Ungleichung (84) im
Gebiet (86), wenn

1(y) = Alog "}y Ag) {loglog (y+ Ag) 2

gesetzt wird. Dabei sei A4, so klein, daB die Ungleichung (87) erfilll ist.
Die Funktion #(y) gentigt dann den Bedingungen (87)-(89) von Hilfs-
satz 4.4. Es werde '

(96) » : y—l—{lz‘a;' p—08=_p
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gesetzt.'Naeh (92) ist dann 0 < a << 1, und die Funktion #(y) nimms
die Gestalt

97 n(y) =
an. Bs soll gezeigt werden, daB die Bedingung (90) fir die Funktion

Al i) (352)

erfiillt ist, wenn man A geeignet wihlt. Zunfichst ist

1 B
7(3)t+logy = As( 1_‘ a)(“: 1+a
3, also

log (y+4) <

Aglog™*(y-+Ag) {loglog (-4}

(98) o (@) =

) fir 1<y<3.

Sei jetzt v >
Aqlogy .

. 5)
'14a

1 B
7n(y)i+logy = (t, 1;&-) (% -———1+a) .

Ist aber die Bedingung (99) nicht erfiillt, so hat man

1
ol

1 B ”)
4 log(y+4e) < 10g1/<( 1ta )(u, 1ra)’
1
log(y+49 < ( = )(u;—-lia) - 7).

Da die Funktion (97) fiir y >3 abnimmt (sogar fir y > 0), so be-
kommt man eine untere Schranke fiir sie, wenn man log(y+.4,) durch
F(t) und loglog(y+4;) durch logF () ersetzt. Dabei ist fiir ¢ — oo

U.

L ¥ P
Aw(i’ 1-}—a)(%’ 1+a)’

1
log F (1) ~
08T (t) ~ 77~
Also ist

R Y\
’Y(y)>A10{(t; 1+a)('”'7 1+a)} W =

1
n(y)t-+logy > 4, (t; m) (u

icm®

(107) = Bexp {Y (t;
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Setzt man daher
A= ihﬁn(]'? AB: Alo) 3
so ist die Bedingung (90) von Hilfssatz 4.4 fiir die Funktion (98) er-
fiillt. Die Abschiétzung (95) folgt jetzt aus (91), (98) und (96).

Beweis von (76). Aus (61) und (62) folgt durch partielle Sum-
mation fiir r > Max (4,, 36)

Mr

Z w1 = Bexp(dyrloghr) (M
m=M
wobei R = A;r*log’r ist. Wegen
9/5(r+1) >

(100) s —(19R) " log™2 M ,

11/10r
ist das Infervall

(101) (5 9/8(r+1)) < M < (w; 9/5r)
im Intervall (60) enthalten. Das Intervall (101) zerfdllt in Bt Intervalle
der Gestalt M < m << M’. Somit ist

9¢
519(r+1)R

1—iz

17" = Bexp(4,7°log’r) exp (— )t“z+1
[ Y

(102) = Bexp {A.,r“log f——— +(X+1) }

117 R
Es werde jetzt 4;, so gewihlt, daB
(103) Y = A, A4 — (224, 4177 < —(X4-2).
Das ist moglich, denn fiir 4;; — 0 strebt ¥ gegen —oco. (Fiir den Be-
weis von (76) wiirde 11 statt 22 in (103) geniigen; die 22 steht mit Riick-
sicht auf die Anwendung beim Beweise von (77).) Ferner werde gesetzt
1 B+s
Traty "~ Trery
R, = Agilog’r,.

(104) o =Max([4,]+1,4), i=

(105) 7o = [Apt'u],

Ich benutze die Abschitzung (102) fiir » = 9a, 9a+1,...,7, und
erhalte wegen 7, <t
771 = Briexp {sz’glogﬂroe +(X —}—1)71,}
(@3 9/5(ro-+1)) <n<(z; 1/50) 117, R, 0
(108) = Bexp{d, A" u P — (114, A}7)" WUy~ Giu—d (p +2)u)

)(u f(L+y)—ab
Ita+y/\7 1daty
B;

J+ -2l
= Bexp(0) =
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der in exp stehende Ansdruck ist nédmlich fir «> 0 negativ und fiir
a =0 ist er wegen § =1 (34)

< —(X42)wf —(X+2)u <

Ferner“ergibt eine triviale Abschétzung

: i aty -+
108 Iy B B( )(u
e ns(z;g(ro-i-l))q 7o "1taty/\ U Ltaty)’ ’
und aus (79) mit m = 104, o = 1 folgt
) =1—ir
(109) E " - B.
(@; 1/50) <ngic?

(76) ergibt sich aus (107)-(109) und (80) mit o = 1. ‘
Beweis von ( 7). Es mogen die bisherigen Bezeichnungen gelten
und es sei
(110) ' 1-1/40R, < o< 1.
Fiir > Max(4,, 36) ist
M’ : ' .
D) m~o'" = Bexp (Ayr®loghr) M'~*{ M;—(19R) ) log¥ 2} (61, 62).
m=M K . ]
Diese Abschétzung unterscheidet sich von (100) nur durch den zusitz-
lichen Faktor M'~°, wobei fiir » < », nach (60)

91—

I3 1
< .
200rR0) S eXP(zzo-R)

(=3 9/5(r+1) ) < s (; 9/57)

Fiir die Summe

)
gilt daher die Abschétzung (102), wenn man in ihr 11 durch 22 ersetzt.
Fiir die Summe :

2 n»a‘»—ia':

(5 9/5(r0+1)) <nss (23 1/50)

bekommt man die Abschitzung (106), in der aunch 11 durch 22 zu er-
setzen. ist. Nach (103) bleibt also (107) in Kraft, d. h. ey ist

£
(25 9/5(ro+1)) <n<(z; 1/5a)

(111) by no = B,

Fiir 1-2"1" < 5 < 1, also erst recht unter der Bedingung (110) ist

(112) > we =B (29,

(x;1/5a) < n<z?
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Ferner ist

A (w, (1— cr)) E n~! = Bexp (,_”‘_ +u) (110),
) 207,R, 7
u<(%9/5(ro+1)) n

207 R > Aty At A( 1+y )(’M, a6~ﬂ(1+y)

104, 105)
Fapwr Traty ) (104, 105)’,

(+y)—ad))
1+a+y)(”’ Loty )I G4,

)(u. Bll+y)—a
I+a+y/\7 1daty

Fir o >1 ist die Abschétzung (114), nach (78) und (34), auch
richtig. Wegen

(113) 2 .n"""® = Bexp {A (t;

n<(®;9/5(ro+1))

(114) &(o+ix) =Bexp{A (t; )} (111-113, 80).

(I+a)d—py
I4+a+ty

40R, < AP* w0 = A (t~ 4 >(u,

E s ) (104, 105)

gilt sie also fiir

(115) o> l—A(t; -7 )(u, ﬁ"_(l+“)5).
1+a+y 14+aty

Aus (114), (118) und (34) ergibt sich, daB die Bedingungen von
Hilfssatz 4.5 erfiillt sind, wenn man dort y,d, A, # durch

a B(14y)—ab v By—(Q1+-a)d
1+a+7/7 1+aty 1+aty’ 1+aty

ersetzt. Dabei gehen 1+y-+2 und p—¢ iber in

1+2a42y  fto
14+a+y ’ l—l—a—{‘;u’

und aus (§5) folgt die Abschétzung (77).

Nach Satz 2 gilt Satz 8 fir die Werte (35). Trigt man diese Werte
in (76) und (77) ein, so ergeben sich die Abschitzungen (49) und (50).

Nach Satz 5 gilt Satz 8 fiir die Werte (36), nach Satz 6 gilt er fiir
die Werte (37). Setzt man diese beiden Wertsysteme in (76) und (77)
ein, so ergeben sich die Abschitzungen (44) und (45).
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§5. Behandlung des I und II Problems mit Hilfe der Sétze 1,3, 4 und 7

ANWENDUNG VoN Sarz 1. Bs sei r>386, M gehtir_e dem Ix?tervau
(60) an, S bedeute die Summe (61). Ich bgggne wie bel.m Beweise von
Hilfssatz 4.1 und gehe bis zu (75) eingchlieBlich. Auf" die m-Summe in
(73) werde dann Satz 1 mit M = M angewandt. Fiir den Wert (74)

von 0 ist nach (64), (66) und (60)
18] < @/ M7 < (M5 —7/11),
@ (M 5r/9 —r—1)
0= ey > 2P
> (M; —4r9—1)27" > M~27,

(116) ML 1))0) < MY, 0. log(1)16)) < Arlog2M.

Die Abschitzung (7) nimmt wegen (116) die Gestalt
(117) 8§ = Br*** M 1—(1142%logr) "} log* M-+ BM**

an. Damit ist Hilfssatz 4.1 mibt geeigneten W(;rten von A§, A, As_, den
Werten (35) von a, f, y, 6 und dem Wert 2 von X bemfasen. D.1e ‘].36-
dingungen (34) sind dabei erfilllt. Es ergeben sich also die Spezialflle
(35) von (76) und (77), d.h. die Abschitzungen (49) und (50).

ANWENDUNG VON SATz 4. Es sei 7 > 36,

(118) n=r,r—1,...,r—k k=[4],
(119) (@3 1n) < M < (w3 1(n—1)),
(120) M< M < (2;1(r+1) M;
(121) fy) = ~(@logn)jom (¥ >1),
also

(122) () = (=) nlw2my™
(123) € = dm(n+1) M™Y.

Die Ungleichung (22) ist damn mit » = » im Intervall M <y < M’ ‘
erfiillt. Ferner ist n > 7,

(124) C>M"e'>2M
und
n—3 9
azs) 0 =0T 4 i) -5 1)M4 <,
T —
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‘wenn
[z (n+1)) 02 < o,
also erst recht, wenn

{4 (r+ 1)}V L w,  Arlogr <t,

(126) << Agygtut,

Wird die Ungleichung (126) vorausgesetzt, so sind also wegen (124)
und (125) alle Bedingungen von Satz 4 erfillt, wenn r = n,m = M,
M, = M'—M gesetzt wird. Fir die Summe (61) ergibt sich daher wegen
n < r die Abschiétzung (23). Bildet man die Summe der Intervalle (119)
fiir alle Werte (118), so bekommt man das Intervall

1 1
(127) (m;;—)gMg (w,m)

Wegen

2
> (r—r(2)"! = 2
r—k,—l/(r 7/2) ;

ist das Intervall

(128) (@5 11/10r) < M < 2(x; 9/57)

im Intervall (127) enthalten, sobald (; 2 [r) = 2(x; 9/57), also erst recht,
sobald (z; 1/57) > e, d. h. r << %t. Insbesondere ist das Intervall (128) in
(127) enthalten, wenn die Ungleichung (126) erfillt ist.

Jedes Intervall M <y < M', wobei M in (60) liegt und M < M’
< 2M ist, zerfallt in Br Iutervalle derselben Gestalt mit (120), wobei
M jedesmal dem Intervall (128) angehort. Verzichtet man also auf die
Bedingung (120) zugunsten von M < M < 2M, so gilt fir die Summe
(61), unter der Annahme (60), immer noch die Abschiitzung (23), wenn
man die rechte Seite mit r multipliziert, d. h. man hat

(129) 8 = Bexp(19rlog’r){M; 1—(50r*1ogr) ~*}log2 M .

Die Bedingung (126) kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
weggelassen werden; die Abschitzung (129) wird nimlich trivial, sobald
r die Zahl (56), bei geeignetem A, iibertrifft. Damit ist Filfssatz 4.1
fir die Werte (36) bewiesen. Also gelten die Abschitzungen (76), (77)
fiir die Werte (36), d. h. man bekommt die Abschéitzungen (44) und (45).

ANWENDUNG VON SATz 3. Der Beweis von (44) und (45) verliuft Shn-
lich, wie bei der Anwendung von Satz 4, ist aber etwas einfacher. Bs -
sei 7 > 36, n eine der Zahlen (118), M gehore dem Intervall (119) an.
Acta Arithmetica IV. 9
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Die Bedingung (120) ersetze man durech M < M’ < 2M. Die Funktion
(121) werde beibehalten, also auch (122), wihrend (123) durch

(130) ¢ = 2m(n41) @M w, D=2"", H=1I

ersetzt wird. Ungleichung (17) ist dann mit 7 = n im Interyall M
<y < M erfillt. Ferner ist n > 11. Die Ungleichung (124) bleibt be-
stehen; (125) Dbis (126) werden ersetzt durch: Es ist .

nt2 n—3 2
sy 0= RO g o — ) o < o
P ‘ n—1
wenin

{2 (1} <,
also erst recht, wenn

{QT+275(7-+1)}(’""1)/2 < @, or
(132) r<

Gilt diese Ungleichung, so sind wegen (124) und (131) alle Voraus-
setzungen von Satz 3 mit r = n, M, = MM und den Werten (130)
erfitlls. Da o <» und das Intervall (60) in der Summe (127) der Inter-
valle (119) enthalten ist, so folgh aus (20) fiir die Summe (61), unter
der Annahme (60), .

§ = Bexp {%r(longOr-—lﬂ)logSr}ETMI‘@“
= Bexp (3rlog120r-log8r) M'~2°
— Bexp(}rlogr**logr’®) M
— Bexp (2rlogr) M*~eB,
Nach (19) ist ferner
1o = (9*log1207) ™" > (9r*logr™®) ™! = (220 logr) ™" .

Somit ist
(133) 8 = Bexp (2rloghr) | M ; 1—(22*logr) '} .

Diese Abschitzung gilt offenbar anch fiir M’ = M, und die Bedingung
(132) kann aus demselben Grunde weggelassen werden, wie vorhin die
Bedingung (126). Hilfssatz 4.1 gilt also fiir die Werte (36), und man
bekommt wiederum die Abschitzungen (44) und (45).

ANWENDUNG VON SArz 7. Hier zeigte Klimoff (Spezialfall w = 0
von [8], Satz 2), mit Hilfe seines Satzes 7:

icm
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Fiir
(134) oz 11—,
(135) k = [exp(2,264*)]
ist
(136) LD nme | < exp (— Sttt
k<n<u?f1s
Aus (136) in der weniger scharfen Form
——iT i
(137) Z n=°"" —~ B

k<n<a?/ls

ergibt sich wie folgh rasch, daB die Abschiitzungen (44) und (45) gelten.
Nach (135), (137) mit o =1, (79) mit m =158, c = 1 und (80) mit
o=1ist .
t(+in) = B )} n'+B = Blogh = Bi¥u™,
=1

d. h. (44) ist erfiillt. Nach (135), (137), (79) mit m = 15 und (80) ist
fiir die o mit (134)

k

L(o+im) = Bk'”"Zn‘l—{—B = Bexp (t"*logk-+loglogh) = Bexp (At**) .
n=1

Man kann also Hilfssatz 4.8 mit y = },6 = $, 1 = %, 4 = 0 anwenden

und hekommt (45).

§ 6. Behandlung des III Problems mit Hilfe der Siitze 2, 5 und 6

Bei Behandlung des IIT Problems werden Sitze der Winogradoff-
schen Art nur zum Beweise des folgenden Hilfssatzes bendtigt, der dem
Hilfssatz 4.1 entspricht. In diesem Paragraphen soll Satz 8 als richtig
vorausgesetzt werden; die Zahlen o, #,y,8 und X migen demgemiil
die Bedingungen (34) erfiillen. '

HirrssaTz 6.1. Hs sei 0<<s<<1, r>= Max(d,,72), M < M < 2M.
Bs gehore M dem Intervall (60) am, S sei die Summe

M
(138) s;ye( 2 )
i \TS
Dann ist
(139 8§ = Bexp(4yr*logfr){M; 1—(1944710g’r) "} log*2 M .
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Beweis. Der Beweis von Hilfssatz 6.1 ist dem von Hilfssatz 4.1
analog. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei M > 2(r41), denn
fir M < 2(r+1) ist (139) wegen (34) klar. Ich sefze diesmal

(e | A Rt

Das jetzige m ist nicht kleiner als der Wert (63), also auch positiv. Es
sei 13> 2; denn fiir 1< 1 ist M —M < 2n, also

(140)

r+3 br Br—9
<m< PRI AP A, R [ 7 £ PRl 6
81 < ”\Z(M’ 742 9(7—{-2)) ( ’ 97'—%—18)\ ’
d. b, (139) erfiillt. ¢ bedeute eine der Zahlen 0,1,.., I—1. Ferner sei
X, = M+s+an.

(141)
Ans (60), (140) und (141) ergibt sich erstens

n n M 1 br—9 1
142) —<—<|———=|<|¥; ————)< UL
(142) Xa\M\(w’r+2)\( ’ 9(r+2))\ 6
zweitens .
M—-M
X;_1t+n = M+4s+in > M+ (-~—nwf—— —1)%,
X tn < M41+—"p,
(143) M —n< X +n< M1,
also
-1 n-1
€
144 8= Bn.
(144 gge(iﬁ’a+m)+ "

" Nunmehr sei fiiv |y} < X,

1 1
Tty = E{P(y) +y T ()},
741
(145) Ply) = D (—11ly/ X,
Ty) = (—1Xz"™* D (~1)°(y/Xa)°,
(146) e{iﬂr“ﬁl” N = St
ol (y;} »gwny -
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BEs wird dann

h=0

W " [ 2nmn’t? )\ 12 MT+3
hA\JI'whln <6x1){ o 2(5[—)}<0Xp( = )=B (140-142).
=0 c=0

Doyt = e{(— 1w X Ty 3 (— 1)y X)),
=0

B M+

Daher ergibt sich fiir die m-Summe in (144)

n-1

n—-1 P
Mo (2 oP(m)| 1
2, = e [ 3
b (Xa+772) m_g { X, 2 (146)
® at
: P (m)
=B w & a
Sl Sz
= =
had M ‘P( )
=B PN N\, j2P(m
2, i x| o)
= m=1
. [aP(m)
(147) = B Max {ﬂ_ﬂ_
M"gnge _Xu '

Hierin ist nach (145)
sP(m)/ X, = 6m™ ' +0,m + ... +0,,
(148) 0 = (—1)"*Hg/ X0+,

Da M > 2(r41), so folgt aus (148), (141), (140) wnd (60)

" g 2(r+1)an r-3
0<20r4+1)01 1" < SV TP o0 , . 14l
VO < S — < 20+1) (.M, 2 ) (m, T+2)
(149) < (M SR U o W B
< ’7‘—{—2 r—1+4 P = .M,——«T+2 <1.

. Auf die m-Summe in (147) darf daher Satz 8 mit M = M” und
em Wert (148) von 6 angewandt werden. B folgt wegen M" <,
wenn zur Abkiirzung Agr*log’r = R gesetat wird,
n—~1

E ’ (Xaim')

= Bexp(4,1ogr)(n; 1—R™)1ogXon+'B (a:; _ i) (X,,j; r+2) ,
7 r
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und daraus nach (144), (141) und (143)

1
8 = Bexp(4y°logfr)1(n; 1_R—1)10gx2n + Bl (m; — —77) (M;

r-4-2 )—I-B/n
r

Hierbei ist nach (60), (140) und wegen 7 > 72, R>= A4y =7
1 1 . r+3 ot )
I(”;'l—f) = BM(%; —ﬁ) = B(M’ 1= (9-4-2)13)(967 (r+2)R

P13 107 ) ( 1 )
=B|M;1— —
(r+2)B + 11(r+2)R ’ 11R /)’

l(w; — l‘.) (M; 7‘;*‘_2) = BMn~! (w; — -%) (.M; L:j:g)

;
B(1I~1 i )(m S )
=B\ 1+ 42 I\ k2

=B(M;l—

- ( it (r+2  9(r+2)r

r—36 1
= s1— = B|M;1— -
B(M’ 1 9(7'—!—2)7*) ( ! 191%) :

Aus (142) folgt schlieBlich n < MY, Damit ist die Behauptung
(139) bewiesen, die forme]l mit (62) fibereinstimmt.

Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen sei N eine natiirliche Zahl,
die spater in Abhfingigkeit von der quadratischen Form @ der Deter-
minante D gebracht wird.. Die B-Schranken diirfen von ¢, insheson-
dere von N, abhingen. # liege oberhalb solcher Schranken; & und b
geien natiirliche Zahlen < N. In Summen, die nach m oder mach n
laufen, soll 3 andeuten, daB m neben anderen Bedingungen die Kon-
gruenz m = a (mod.N) oder, daB = neben anderen Bedingungen die
Kongruenz = ==b(modXN) zu erfilllen hat; y(y) sei die Funktion (3).

Es goll gezeigt werden, daB aus Hilfssatz 6.1 die Abschitzung

_ o aty AR
(150) FPole) = Ba (t’ 1+a+y) (“ 1+a+y)

folgt. Dabei soll (wie bei Hilfssatz 4.1 in § 4) nur vorausgesetzt werden,
daB Hilfssatz 9.1 fiir irgendwelche Werte der Parameter richtig ist, die an
die einzige Bedingung (34) gekniipft sind.
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Augs der Richtigkeit von (150) fir Formen @ mit genzzahligen Koeffi-
zienten folgt diese Abschiitzung, durch einen trivialen Ubergang, auch
fiir Formen mit rationalen Koeffizienten. Daher sollen die Koeffizienten
von ¢, mit Rilcksicht auf die aus [16] heranzuholenden Resultate, als
ganzzahlig vorausgesetzt werden. Dem Beweise von (150) schicke ich
zwei Hilfssdtze voraus.

Hrrssarz 6.2. Es sei r > Max(4,, 712), B = Aglog?,

(151) 8, = ' 1 ,,,(ﬁ _ _”.) '
N(23)2r) <M< N (2;3/2(r— 1)) mn m N
Dann st
(152) 8, = Bexp [4,"log’r —1/13rR+- (X +2)u}+B.
Beweis. Wegen ‘
8 =B m~! = Btjr+B
mN(2;3/2(r—1))

ist 8, =B fir o < (3N)”. Mithin sei ohne Beschrinkung der Allge-

meinheit !
(153) 2> (3N
Fir ¥ > 3 ergibt nach (3) eine Fourierentwicklung

1Y ]
(164) Y[ ply+0d6 = 3 weley),

1] C=—00
wobei

+1F
Wy ==0; Wy = — omia 6f e(cO)dd (e 0),
also
(155) wy = 0;  lw] < Min(1/le], T/e}) (0% 0).
Es sei

(156) N(w; 3/2r) < M < N(o; 3/2(r—1)), MM <2M,
(167) 0 = NM Myt

Aus (154) und (155) folgt

NMI sy¥ » B w  NMY . 1y
(158) Y‘ 1,11(-— ~——+6)d0|<2 e(L) Min(— —)
(159) =2 > 42 Y= 28,428,

nC n>C
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zar Abkiirzung. In 8, nehme man
(160) - ng/N = H .
Dann ist mit s = a/N (also 0 <s< 1)

R RIOREEpp

msa(modN)

d. h
(161) ‘m NM( )K’Z (,,H_s)"i‘
Weiter ist
MM = Op/N > na)N =H (157, 159, 160),
ne 9 119
(5 e o o 02)

1 3 3
2‘(50; s 2(7_1)) = N(“’; “2"6;_—1)“) =M (156).

Auf die rechts in (161) stehende Summe darf daher Hilfssatz 6.1,
mit H statt o, angewandt werden, und es folgt

NMY
Z' e(nzjm) = Bexp(4,r°loghr) {.M ; 1——(19R)‘1}10gX2M .
m=NM
Ferner ist : ‘
(1 X 1 11
ZMm(;, ?) = BZZ-FBYZ — = BlogY.
ngC n<y a>¥

Nach (158) und (159) ist mithin
8, = Bexp(4y°loghr) {M; 1—(19R) "} logT2 M log ¥ .

In 8, benutze ich fiir die m-Summe die triviale Abschéitzung BM
und erhalte wegen (157)

8y =BMY Y'n~* = BUY0™ = B(M;1—2y)¥s.
n>C
Wegen. (158) und (159) bekommt man also
NM! s ¥
Y Y [ plam—bN+6)ds ;

m=NM 0o

= B{exp (Ayr*loghr){M; 1—(19R) " log =2 M + (M ; 1— o Ym} log¥.
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Da fiir jedes Zahlenpaar y; und g, > y; wegen (3) die Ungleichung

P — () < y.—wn
besteht, ist

, NM'  yY NM!
M —M+1 4 @ 4 @ b
Ay 3 (e heefas S a(2-2)
w2, <2lnw
’ NMr 0
M—M41 g z b
S w(~—~+e)aa.
2Y M;N’M —!I-Y m N
Wegen 0 < M' —M41 < 2M ist somit '
& ® b
2 v (?ﬁ - 1\7) = Blexp (4y°log’r)|{ M; 1—(19R)}log=2 M +
m=NM

+(M; 1—gn Yo+ MY log¥,
also (partielle Summation)

= Blexp (4y°log’r) {M; —(19R) " Hlog*2M+(M; — 1) Yo+ ¥} log¥.
Wegen

Br\ 1, ( br 3 1) .
s — > —] =¥ > 6
(M, ll)w >z ETE 2'r 2 2t =3 (156)

darf
Y = Msr/uw_l/z

angenommen werden. Dann ist
logY = Bt, logM =Bt, Y '= By,
(Br: —(19R)™Y) = B(w; --(13rR)7Y),
(M; —10r/11) Yoo = (M; —5r/11)s"® = ¥~! = By,
und es ergibt sich
(162)
= Blexp(Ay°loghr) {@; —(137R) a2 }F4,

Da die Summe (151) in Bf Summen der Gestalt (162) zerfillt, so
ist die Behauptung (152) des Hilfssatzes bewiesen.
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HILFSSATZ 6.3. Fiir

, b
(163) 8= Sasa b, M= Y mw(ﬁ _ ﬁ)
m< Nz
ist
(164) 8, = Bt (a+y) [(L+aty)) (w5 (+8)/(L+e-+y).

Beweis. Statt durch (103), werde A;; so bestimmt, daB
¥ = A, A% — (134 AL T < —(X+3).
Die Bezeichnungen (104), (105) migen nach wie vor gelten. Die Summe
(163) werde jetzt wie folgt eingeteilt:

o
4 U

a={ >+ D -
m<N@32ry)  r=18a+1 N(z3/2r)<m<N (x:3/2(r—1)
2404

’ . ’ 1 & b
NP M ) B
r=1 N(z2/(r+4)<m<N(z2/(r+3)  Noll<m<Nz
= 8;+8+8,+8,
Fiir 8; ergibt eine triviale Abschitzung
(t a+ty )( B+4
y U5
1+aty I+a+y,
Fiir §; benutze ich die Abschitzung (152) und erhalte wegen r, <t
8 = Broexp { Ayr§logfro—1t /137, Ry +(X +2)u} 4 Br,
= Bexyp {AZAtllltaluaHﬁ__(13A3Aﬁ-v)——1t1—(1+y)7-u—(1+7)u—-6+
+H(X +8)u}+Brq

11
§=B_ =3B ) (104, 105, 3).
[]

Bl +y)—ad
= B i: .
exP{y( ’1-|—a+y) (u’ 1+aty
= Bexp(0)+Br, = B-+Br,
= B(t; “ty )(u, p+s
14-a+ty. 1t+a+y

‘ Auf §; wende ich den mit der Weylschen Methode bewiegenen
Hilfssatz 7 von [16] an: Fiir » > 1 st
Y’ 1 (w b 3
» e F) = Bexp (3u—

) + (X+3)u}+Bm

) (104, 105, 34) .

m

)
N(2;2)(r+4)) <m<N (2;2](r+3)) 20027 )

icm

Abschitzungen trigonometrischer Summen 139

Dann. folgt
8; = Bexp(3u—Ait) = B
. Endlich besagt Hilfssatz 4 von [16], daB
8; = B

ist. Damit ist die Abschétzung (164) bewiesen.
Bezeichnet S( ) die Teilerfunktion
X,

S(z;8,b,N) =
mu<s

so ist nach den Formeln (9), (10), (14) und (33) von [16], mit gewissen
reellen Konstanten f(e, b) und einem gewissen N = N(Q),
N
dolw) = ) fla, b)8(Nwja,b, N)+Ba,

ab=1

S(Nw;a,b, N) = $Na* > m™*—NaS,(; a, b, N)-+Ba,
M=1
also

N
(165) Py(x) No Y f(a, b)8y(w; a, by N)+Bo.

ab=1

Die zu beweisende Abschitzung (150) folgt aus (163)-(165).

Setzt man die Werte (35) (Satz 2) in (150) ein, so ergibt sich (46);
setzt man (36) (Satz b) oder (37) (Satz 6) ein, so ergibt sich (52).

§ 7. Behandlung des Il Problems mit Hilfe der Sitze {1, 3,4 und ?

Die Uberlegungen verlaufen hier shnlich, wie in § 5.!

ANWENDUNG VON SATZ 1. Es sei 0 <s<<1, 7> 72, M gehore dem
Intervall (60) an, 8 bedeute die Summe (138). Ich beginne wie beim
Beweis von Hilfssatz 6.1 und gehe bis (149) einschlieBlich. Auf die
m-Summe in (147) werde dann Satz 1 mit M = M" angewandt. Fir
den Wert (148) von @ ist nach (141), (143) und (60)

lol Mr+2 = M_r/uy
57
0] (2_;)“2 = (M; % ——r-—z) 9~ > MY,
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d. h. (116) und (117) bleiben in Kraft. Damit ist Hilfssatz 6.1 im Spe-
zialfall (35) und fiir X = 2 bewiesen. Aus (150) ergibt sich jetzt die
Abschétzung (46).

ANWENDUNG VON SATZ 4. Es sei 0 <<s< 1, r> 72. Ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit werde

(166)

angenommen, da andernfalls die Abschitzung (139) wegen (34) klar ist.
Die Bedingungen (118), (119) behalte ich bei und ersetze (120)-(123) durch

M= 4(r+2)

(167) M< M <2;1204+2)M,
{168) fy) =ay+s)™ y=1),
(=) nt1)le
(1) -
(169) f () (:l/—}—S)M'Z ’
(170) C = 2M" gL,
Wegen
o1 . 1 _ log2 _ log2
(2’ n+2)M (2’ 2(n+2))M = {exp(n+2) exp(2(n+2))} u
log2 M
Z 542 L2 Tnie) >1 (166, 118)
ist dann nach (167)
d . 1 . 1 1yt Vg2
M1 (2, *—“2(114-2)) M4l (2, ———n+2)M, (M 4-1)" < 2™,

Nach (169) und (170) ist daher die Ungleichung (22) mit r = n im
Intervall M <y < M erfillt. Ferner ist n> 7, die Ungleichung (124)
bleibt giiltig und (125) ersetze man durch

O =2M" "' M < 2 —(n—1) )M S M (119),

wenn 2" @, dlso erst recht, wenn ¢ < =,
r<{t.

Diese Bedingung tritt an die Stelle von (128), und weiter geht es, wie
in § 5, nur daB die Summe (61) durch die Summe (138) zu ersetzen ist.
Bs ergibt sich wiederum die Abschitzung (129), und man bekommt so
den Spezialfall (36) von (150), d.h. die Abschitzung (52).
ANWENDUNG VON SATZ 3. Es sei 0 < g1, 7> 72, n eine der Zah-
len (118), M gehore dem Intervall (119) an. Die Bedingung (166) lasse
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ich weg und ersefze (167) durch die Bedingung M < M'< 2M. Die
Funktion (168) werde beibehalten, also auch (169), wahrend (170) durch

¢ =B+, D=3"" H=M

ersetzt wird. Die Ungleichung (17) ist dann mit r =« im Intervall
MLy M erfilll. Ferner ist n>11. Die Ungleichung (124) bleibt
bestehen; (125) bis (126) ersetze man durch:

0 = 3" U™ P~ M < 3V (wy —(n—1) TN M ME,
wenn 30+20~) < g also erst recht, wenn 3% < =,
r << P,

Diese Bedingung tritt an die Stelle von (132), und weiter geht es, wie
in §5. Bs ergibt sich wiederum die Abschétzung (133) und man be-
kommt auch hier den Spezialfall (36) von (150), also die Abschét-
zung (52).

ANWENDUNG VON SATz 7. Die Uberlegungen verlaufen hier dhnlich,
wie in [8], S. 173-175. Es seil 0 < $ <1,

(171) l<a<ga™,

(172) e<b<%, a<d <2,
(173) r = [3t/2loga] ,

(174) M = [8(a"2m) "] .

F(y) sei die Funktion (168). Wegen
r > 3tj2loga—1 > 3-10/2—1

ist die Bedingung r > 11 von Satz 7 erftillt. Ferner ist

3t
1 . — 3
(175) a’* >ex])(10ga, -_—Zloga) s
@) e M @ (6o 122, 174)
e | T @ T arye o - WO TR T
(") 200 20 _ 16aa ( & )1/*
(r+1)t | T S d T T \ e

<lez g1 (171, 175).
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Also ist die Bedingung (27) tir m = o erfilllt. Ferner ist fiir y >«

FE3 () s prand M.j_Mﬂ'-x—zw,li;
M @

r+2 \ 1) 42,1 ’
LT

o (@ az)w
a\ @ x

Wird a = 2° gesetzt, so ist nach (171) und (173)

< y’+3(87)3r = a,“fs(S'r)

<

0<e<qg, r= (2.
Die linke Seite von (176) ist also < 4",

2,1 9,12

w = 1,1z2— (1—22) < 1,lz— —

. p
= 2{L,1—1,4(1—22)} < 2(L,1—14-3) < 0.

Die linke Seite von (176) ist daher < 1, d.h. die Bedingung (28)
ist fiiv y > o erfillt. Satz 7 ist also mit m = o' anwendbar und ergibt

(177) e(zf(m+s))

wgm<a’+M

(1-~22)

= Bexp (3rlog*r) | M ; 1—(9,3r*log?) ™"} .

Das-Intervall @ < m < b kaun in héchstens a/M Teilintervalle der
Lange M und ein Intervall der Linge < M wo eingeteilt werden, daB
die Intervalle der Linge M die Gestalt a'<<m < a'--M haben, wobei a'
der Bedingung (172) geniigt. Fir die @ber ein soleches Intervall exstreck-
te Summe gilt die Abschitzung (177). Die ‘Restsumme fiber ein Inter-
vall der Lange < M ist, grob abgeschitzt, BM. Wird also zur Ablkiir-

zung
Z e(w/(m+-s))

agm<h

o= (9,37%logn)™", 8, =
gesetzt, so ist

8; = Baexp (3rlog*r") M+ BM = B(a/M)*exp (3rlog’r)a'°+BM .
‘Wegen.
2(r+1)/3

42 r4+2/3 ' .
S R
x T @ r ®

ist

3/2
) >a (174, 175)
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Ferner ist

1 ’ 1
U <3a (%, 7) < 8a (a“"; 7) —8 (a; 1— %) (174, 171).

Alles in allem ist also

(178) 8y = Bexp(3rlog’r)a'~*" = Bexp(3rlog’) {a; 1-(14r*logr) ™'} .

Ich dndere jetzt in (178) die Bezeichnungsweise, ndmlich setze r =n,
=M, b=M,s0 da MM <2M und §, die Summe (138) ist.
M gehore dem Intervall (60) an, wobei 7 > 72 sei. Es soll
(179) 8 = Bexp (5rlog’r) {M; 1—(297*logr) "}
nachgewiesen werden. (178) lautet in den neuen Bezeichnungen
(180) 8 = Bexp(3nlog*n){M ; 1 —(14n’logn)~*},
wobei nach (171) und (173)

(181) 1< M L™, n=[8t2logM].

Wegen 7 >> 72 ist das Intervall (60) in dem Intervall (181) enthal-
ten, sofern (z;11/10r) > 1 ist. Dies kann aber ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit angenommen werden, da sonst (#;11/10r)=1, M =1 ist.
Also gilt (180) fiir die M in (60), und es ist wegen (181) und (60)

logn < 10g1T51£ < logr™® = :]l;:log:r,
3nlog’ n< 3 % %(j—g'rlog r < Brleg’r,
-
14n’logn < 14 - %i’— i—;—r logr < 297%logr.

Damit ist (179), d. h. der Spezialfall (36). von Hilfssatz 6.1, bewie-
gen. Man bekommt also auch hier die Abschitzung (52).

§ 8. Behandlung des IV Problems mit Hilfe von Satz 2

In diesem Paragraphen soll, mit Hilfe von Satz 2, die Abschitzung
(51) bewiesen werden; sein Inhalt fillt, von geringfiigigen Einzelheiten
abgesehen, mit der Arbeit [18] zusammen. Im nichsten Paragraphen
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wird gezeigh, wie man durch geeignete Anderungen (51) mit Satz 1 und
(53) mit einem der Sitze 3-7 beweisen kann. Da die quadratische Form
Q von Problem ITI nicht mehr auffreten wird, ist der Buchstabe @ frei
und soll von jetzt ab positive ganze Zahlen bezeichnen.

Neben den weiter unten ausdriicklich genannten Hilfsmitteln benut-
ze ich zum Beweise von Hilfssatz 8.13 die bekannte Winogradotfsche
Methode zur Abschitzung von trigonometrischen Summen mit Prim-
zahlen ([20], S. 180-188; einfacher und wirkungsvoller in [21], 8. 81-84).
Die Herleitung von Hilfssatz 8.16 aus Hilfgsatz 8.18 wird mittels der
Methode von Davenport [2] durchgefiihrt.

HrivrssaTz 8.1,

1(n) ('v)
82 (] = — —|4+Bx.
(182) (@) = —o Myl +Bo
. n<x
Beweis.
x T 1
Sz 3w 3= 3 S
BT nNLL mrLTN ke ni(h, k)
R L v
= Mi=2 21 1=2 Y gm)—
| ] hsk<t ngw
=1 (=1
2
~ . @ 1
as3) Mo =2 N um) ﬂ +5
n<L n<z
1 @ z 1\ 1
— Y (Z-e(Z) -5+ @
n<a
&t u(n) w(m) (m) & X p(n)
184 =2 N AT 2 = -~—~Z~~—— )
(184) 2L e n '\ n 2 n +Bo
n<x n<a n<x
9 v‘ﬂ(") 9 % ,“('n) 5\ 1
¥ %l/ n? =w2 n? +Ba n
n<e =1 N>x
(185) " i Br= " B
‘ ) PO
Ym0 [w] \} X
o Y= N || +Be = D aw) Z 14-Ba
NET nge n<T m=xen
1
(136) - Z _/Z 1(n)+Bx = 1.+ Be = Bs.
<k nr

Die Behauptung (182) folgt aus (1) und (184)-(186).

~
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Bemerkung. Gleichung (183),

wie auch die zwischen den Zeilen
des Beweises stehenden Formeln .

Nam | 2] = N
L () n L Lson B
nex n<x

sind wohlbekannt; vgl. z. B. [9], S. 578, 576, 582.

Hrrssarz 8.2 ([1], Satz 2). Bs seein a—3} und f—1% ganz, a < B, f(y)
eine im Intervall a <<y << B reelle, zweimal differenzierbare Funktion.
Weiter set in diesem Iniervall bestimdig f''(y) > o oder bestindig ' (y) <
wobei 0 < o<1 und ¢ nichi von y abhdngt. Dann ist

| D e{f ), < 4(7 (B —F (@] +1) o7
a<l<p
HirrssaTs 8.3, Pilr Q < Q' << 2Q, z > 0 ist

2 (elg) =

—p,

(187)

1/n )~ 112 +,,_1/2Qa/z)

Beweis. Fiir @ <2'® ist (188) klar, da dann Q< 2/°Q~**. Fir
Q > 2'® ist nach Hilfssatz 8.2

(2072 +1) (:Q )77,

also (188) ebenfalls erfiillt.

HirssaTz 8.4 ([15], Hilfssatz 3; der Beweis wird mittels der Weyl-
schen Methode erbracht). Fiir R = 2™%, R, = Ri(r+1),

(189) 2= 2™, (1/(42) <@ < Q' <20 < 2(2; 2/(r+3))
ist
% (e 11 1
190 el=)=BlQ;1-—- 1
(oo 2 (q) (Q ® Rl)( o
7=Q
Hirssatz 8.5. Es sei r>= 72, M dem Intervall (60) angehdrig,
ML M < 2M. Dann ist
e
(191) _};{ e(m/m) = Br*{M; 1—(114#*logr) ™'},
M=

Beweis. Nach Satz 2 gilt Satz 8 fiir die Werte (35) von «a,f,%,06
und fiir 4, =4, 4, =38, 4; =6, X = 0. Hilfssatz 8.5 folgt daher aus
Hilfssatz 6.1, wenn man noch s = 1 setzt.

Acta Arithmetica TV. 8
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Bemerkungen, 1. Die Abschitzung (191) gilt fiir beliebige x > 0.

und nicht erst fiir s> A. Fiir #< A ist nmlich nach (60) auch M < 4,
also (191) klar. Dies wird bei den Anwendungen von-Hilfssatz 8.5. wei-
ter unten stillschweigend benutzt.

2. Bs wiirde nichts ausmachen, sttinde hier eine A-Konstante statt
114, wie in [18], Hilfssatz 2.2. Tech mochte jedoch die Anzahl der zum
Beweise von (51) bendtigten Parameter auf ein Mindestmaf zuriick-
fithren.

Es sei von jetzt ab

(192) X = [t
(193) (@; XY < N < wexp (—1'7).

Zu den Bezeichnungen logas = t, logloge = u tritt noch logh =3¢
hinzu. Wegen # > A ist auch ¥ > 4, s> 4. Ferner sei
(194) ’ H = §%.

Das Intervall (193) werde wie folgt in Teilintervalle gespalten :

(195) 2P < N K wexp (—1) ,'
' . 1 1
. 1 B 1

Weiter sei

(198) P = H ?,
p<NL/2
{(199) Ny = exp(s/L00logs) .

Es wird sich zunfichst darum handeln, die Summe

-3

PN

(200)

abzuschitzen.
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Hs ist
@ & Q) @
CHE) 9(7)—~ 6(,7) D pd —Zﬂ(‘”ze(z)’
nN NN a|(n,P) a\P ngN
(n,Py=1 din
202) Y o =) = e(a)+ e(—"’i) — S+BN" (198, 200),
P n \»
n<N NepgN
(n,P)=1
&z @
(203) 2, ‘3(77)= 2 6(7.1—)
'";ZS”fV m<Nd—1
B \ &
) = w(d —|+BNM2 201 -203) .
(204) 8 Z w(d) Z e(dm)+ ( )
a|p m<Nd—1
Sei
S W xR S A
(208) By 2 \am) 5 2/ “\am
dm<. dmsN
4P, u(d)=1 4P,u(d)=—1
Dann ist
(206). 8 = 8,—8,+BN'" (204, 205).

Im folgenden bezeichne § eine der Zahlen 0,1, d.h. 8; eine der Summen
(205). Das Summationsintervall fiir m in (205), ndmlich 0 <m <N,
werde in Bs Teilintervalle der Gestalt

i

(207) M<m<< M, wobeh MM <1AM 14N
gespalten. Die einem Intervall (207) entsprechende Teilsumme von S;.

werde mit §;(M) bezeichnet, d.h. es sei

Sn= Y >

A<NM-! | M<m<Min(M",Nd~1)
AP a(@)=(-1)

(208) 8 = D' 8(M); e(wjdm) .
M

HirrFssaTz 8.6, Fiir

(209) M > 200401
ist
(210) 8;(M) = BNH™.
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Beweis. 1) Es gehore N dem Intervall (195) an. Auf die m-Summe
in (208) wende ich Hilfssatiz 8.4 mit

r=2, @=2M, Q' =Min(M', [Na']), z=od"
an, Wegen (207) folgt dann: Fiir
(211) 2dt > 32, (wd )M ML (wd )
ist
(212) D = Bl M.
‘Wegen "

2d > o(NM) >N >exp(i®) > 32 (208, 195)

ist die erste Ungleichung (211) erfiillt. Falls die linke Hélfte der zweiten
Ungleichung (211) nicht erfitllt ist, so ist o#d~"> M*, folglich

(213) d<aM™*.
Filr diese & benutze ich die triviale Abschitzung
(214) D =BM.

Ist weiter die rechte Hilfte der zweiten Ungleichung (211) nicht er-
fiillt, so hat man ’
M > o®5g=,

In diesem Fall wende ich auf die m-Summe in (208) Hilfssatz 8.3 an
und erhalte '

2 — Bwl/zd—1/2M—112+Bw_1/zd1/2M3/z — Bwl/zd—l/zm—l/sdlls+Bw—1/2M3/2dl/2
(215) — Bm3/10d~3110+B$—-1/2M3/2d1[2 .
Aus (208), (212)- (215), (209), (195) wad (194) folgt
8(M) = B MPs Y a 4B Y M

agvM-1 d<ad—4
+Bw3/1o 2 d_3/10+Bm_1/2M3/2 ‘}: (11/2
d<NM~1 dNM—1

= Ba' S M'P N M~ + Bo M >+ Baf MNP0}~
+ Bo U B
= Bo' "N Y54 Bo M+ Ba¥ O N0 M~ By NP
= B¥; 5+ = r)s+Bs 2= )+ BN &+ 55 — )+
+BN: = 5+ gexp(— 32
= BNexp(~ 1) = BNH™.

icm
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9) Hs gehore N einem der Intervalle (196) an. Dann wird die
m-Summe in (208) wie folgt abgeschitzt.

2.1) Fir
(216) A< e
wende ich die triviale Abschétzung (214) an.
2.2) Fir
217) M2 << M2
wende ich Hilfssatz 8.4 mit
r=%, Q=DM, @ =MnH, [N, z=od"

an und erhalte: Fiir

1 2
~1> o2v+3 d-1s < < lzd™*:
(218) wd~ = %, (m H 2v+2) < (a; 5 —————2"+3) y
ist,
N 1 1 1 1
219 :B(w-~—)(d- ——)(M'l——————)s
(219) %.’R,’Rl"RRI’
wobei
(220) R=2"" R, =2"Y2»}+1).
Wegen
(221) 2d'za(NMH'zeN 2o 22 =0 (208,196)

ist die erste Ungleichung (218) erfiillt. Die zweite Bedingung (218)
148t sich so ausdriicken:
mJ{——h—z < a < wM_,-slz .

Sie ist wegen (217) auch erfiillt. Daher kann im Falle (217) die Abschét-
zung (219) mit (220) benutzt werden.

2.3) Es sei
(222) M < g oM.
Fiir ein geeignetes % im Intervall 0 < k < 2v—1 ist dann

(223) s M < @ < pMin (M5, MY,

Dann werde auf die m-Summe Hilfssatz 8.4 mit » =% und densel-
ben Werten fiir @, @',z wie oben angewandt. Setzt man K = 9F~1,
K, = K (k-+1), so folgt: Fiir

(224) wd~t > 2% ML A oM
ist

N glo Vg — 2\ 3. ﬂi_}_) _
(225) 2 B %I d; T M:l-— z)°
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Auf Grund von (221) und (223) sind beide Bedingungen (224) erfiills.

Man kann daher (225) anwenden und bekommt wegen (223)

o TRV 1 1)
Y S | T S
% B (”’Kl)(”M T\ TR T E)

1 1 1
— = — —)s=B(M;1—
+1 K KI)S (M’l

1
=

— L
B(J’K 2K,

) .
“‘ZKT) s.
Hier ist

2K, = 2%(k+1) <

22) ist daher

27y L A
Fir die d mit (2

(226) D =B,
Mit 2.1)-2.3) ist der Fall 2) erschopt, da
NUSN'<», also d<NM <M (207,19, 208).
Aus (208), (216), (214), (217), (219), (222), (226), (196), (209), (220)

und (194) folgt

11 1
(M) = 1— o, C
8;(M) =B M-I—B(m,R)(Jl[ % Rl)g Z (d, R1)+
dgaM—2—2 dNM—1
B s 2 1
d<NM—1
1 11 1
— BaM~*"'4B Mii—— ——)s(N;1— =
e (””R)(J ® R)( it R)

(JII —14 - ) +BNM~4s

*B{N; v—|—l—-i—g—$(2'u+l)}+‘B{N;1+—R1:—i—g;)--%} +BN's,
+1~7:%§«(~v+ n =R
= R%—%'% = 1427 2’(21;11 igg) ‘ 1 wzl"é?io(gi}l
12 401(-);00 =1-4,

M) = BN'“4s — BNH-

icm
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3) Es gehére N einem der Intervalle (197) an. Dann wende ich auf
die m-Summe in (208) zweimal Hilfssatz 8.5. an, und zwar mit » = [9»/5]
und ¢ = [27»/10], wobei beidemal Min(M’, [Nd~1]) statt M’ genommen
wird. Wegen (197) und (207) folgt dann: Fur

- 4, 1 , .9 9y 27y
(227) (a.“d 1;T07)<JII<(MZ 1;—57) (1:[?],[_1_0_])
ist
(228)

D' = B (M; 1—4/+*log).
Die Bedingung (227) kann man so ausdriicken:

i3 - [ED

Fir r = [9»/5] ist

(229) x(_M; -

Br 0r _ 10 9 18» tie 1By 3
9= " T sST1alE ST TS T T T
Fiir 7 = [27»/10] ist aber g
5r 5 27y 3y
> [
97 9 10 9’
107 < 10 (27v )< 27y 1< 2Ty 9
T Y T a\1e TS TR T 1T T 4
Daher wird das Intervall
(230) o(M; —9v/d) < d < oM™

von den Intervallen (229) bedeckt. Fir die d mit (230) ist also die
Abschiitzung (228) erfiillt. )

Die rechte Hilfte von (230) ist wegen

N K N <o, dh d<NM'<zM~ (207,197, 208)

erfiillt. Ist daher
dza(M; —9/4),

$0 kann (228) benutzt werden. Ist aber

ad<ax(M; —9v/4),
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go werde die triviale Abschitzung (214) benutzt. Das gibt

3log;v) Z v

d<NM-1

8;(M) = M+BY (M 1—

d<a(M; —9/4)

M;1 i BW(M-—-»«—L)
= Bx|M; ——4—4%‘ 4 P Plogy

. A
(231) = B{N v~|—1—}« ZO-]T(]."“ 4: )} -|—BN1’ ( y = 7‘310g’;) (197, 209). .

In (231) ist
9 01 —49
1y 200 (1 _ _v) B01—4% oz

401 4 401
A 1 A
(- ) = Bl —); — ) (197
Y (N’ v"logv) B {(m, v—l—l)’ v”logv} u9)
At : A
= Brexp | — = BXexp(— ———| (197
By exp( yt 10gv) Bx ewzp( X"'logX) (192)
Atub )
= Biexp (—— : ) = Bexp(—u")

(192, 197, 193, 194).
BH™.

(232) = Bexp(—log’s) =
Von jetzt ab bis zum SchluB des Beweises von Hilfssatz 8.12 soll

(233) M< N200/401

voiausgesetzt werden. Aus (208) ergibt sich

| (234) son = > 3

M<mM?

e(x/dm).
d<Nm—1 |
AP, p(@=(-1)!
FEine Zahl 4 in (234) heifie 8, wenn sie genau h Primteiler p > N,
besitzt; ferner sei h, das groBte h fir d < V. Wegen 2% < N ist damn

(235) Ty = Bs.
Aug (234) folgt jetat
(286)  BH(A) = D' Sy(M); SM) = 3 > e(alowm).

h=0 M<m M athm—l

HILrssATz 8.9.

(237) 8y(M) = BNH"'s.

iom°
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Beweis. Es sel 6> NM™'H™'. Die Anzahl der Primteiler von &,
heifle 1. Da 8, keinen Primteiler > N, besitzt, so ist

Nz 6> NMTH > (N; 1— 251 > N (253, 194),

1s/100logs > %s, 1> 50logs  (199).

Bezeichnet daher d(n), wie iiblich, die Teilerzahl von n, so ist

a(8) = 2" > exp(50log2logs) > H  (194).
Daher ist

Sod) = Y e

Mm<’ sp<Nm—1

-2 3 i 3

Msm<M’ penm—1g-1

= BM(NMH '+ NM-'H %
)

(w/dym)  (236)

1+ETT Y dm)

ngNM—1

= BNH™s (202).

Es sei jetzt 0 << h << hy. Ich setze
(238) Ty = 2

Mm M pa<Nm—1
No<p<N2, g8y, nl@)=(—1/+1

= Thys(M) +Te( M)
hierbei enthalte Ty, (M) diejenigen Glieder von Ty(M), in denen plg,

und Ty;(M) enthalte alle anderen Glieder. Fiir b = 1 ist dann die Summe
T'py; leer, was aber nicht stort. Jedenfalls ist

e(/pgm)

Tui(M) =B D) > D1
Mcm<Mr Ny<p<NY? ggNm~lp—2
= BN m ' n* = BNMM™'N;' = BNH™
M<m<2d n>Nu
(207, 199, 194).
Ferner ist

Ty M) = hl( M),

da die Summe T);(M) dieselben Glieder wie Sp;(M) hat, wobei jedes
Glied von 8p(M) genau h-mal auftritt. Es folgt also

S (M) = B Thyy(M) = b Tpy( M) — b~ Tpy{( M)
(239) = h~'Ty(M)+-Bh'NHE*.
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. Zuxr- Abschiitzung von Ty, (M) zerlege man das Summationsintervall
nach p in (238), némlich das Intervall N, <p < N in Bs Teilinter-
valle der Gestalt

240) U<Kp<TU, wobei N,<U<U <14U<LAN,
Dann ist :
(241) To(M) = ) Toy(M, U),

U

wo Ty(M,U) diejenige Teilsumme von (238) bedeutet, in der p das
Intervall (240) durchlguft, d. h.

(242) Ty, 0) = ) 2 el /mpq) .
M<m<<IM g<Nm™ Ip—1
USP<U” s @)= (—1)/+1

DErINITION 8.1, s sei w = ¢7'—q¢ ",

. .
(@48) T(M,TU) = T(M,U,V) = UTs* > } D¢ (aw/n).
g <e<NM—1u-1 n=¥
N-IMUH 'cwsN~IMUH

Dabei sollen M, U entweder den Bedingungen

(244) H N No< U< N,

oder den Bedingungen

(245) M=1, N,<U<NN;'

genﬁgen.bFe‘rner sei '

(246) MUKV =V, a) <V = V(g q) <2MU.
HrnrssATz 8.8.

(247) Ti{(M,U) = BT(M,U)+BNH's.

Beweis. Es sei

dy= D 1, dh 0<dm) <.
mp=n
. Mm M’
U<p<U”

Dann ist nach (242)
Ty(M,U) = Z @' (n) 21 e(m/ng),

MULn MU’ a<Nn~ 1
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wobei in 2' (hier und spéter) ¢ die zusitzlichen Bedingungen
g =0n, ulg= (—1)f+!
zu erfilllen hat. Daher ist

TS Y am)| Y elamg)|,

MUn<M'U’ g<Nn—1

T, DI Y @ > | Y e,
MU MU MUSn<M'U’ " g Np~1
@Fm) < D @n) =BUTS (207,240),
MULnM' U’ n2MU
Ty, 0) = BHTS > | 3 ema|.

MUn<M'U’ ! g<Nn—1
v

1

~ Durchlduft ¢ dieselben Zahlen wie ¢ und wird zur Abkiirzung
gt —q¢! = w gesetzt, so ist ferner

WML, U) = BUUS Z ¢ (2w m)

MU MU’ 4:91<N”_1 )

= BMUs* Z’ Z e(ww/n)
2, <NM-1U= MU<n<Min(MT",Ng—1,Na7 )
¢ . 3
(248) = BMUs > ] >

0,4 <NM-U-! MU<n<Min(M U Ng—1, N ")

wobei diesmal g,¢; alle natirlichen Zahlen < NM~'U™' durchlaufen.
Hier ist die Summe aller Glieder mit ¢ = ¢, gleich

BHUS Z 1 =BMUSNM'UIMU (207, 240)
geNM—1y-1 MU<n<2MU

— BNMUS =B(N; 14294 1)s*= BN*~s’= BN’H™'s’  (233,240,194).

AuBerdem st (248) symmetrisch in ¢, ¢. Daher ist die Summe der
Glieder mit ¢ 7 ¢; das Doppelte der Summe mit ¢; < ¢. Somit ist

.
(249) T3(M,T)=BMUs ) }Z‘e(mw/n)HBNZH—_‘sf',
ql<q<NM*1U*1 n=v

wobei ¥, V' den Bedingungen (246) geniigen. Fiigt man mnoch die
Bedingung NMU~*H* < ¢, hinzu, so ist der dabei entstehende Fehler

BMUs > MU = BMUSNM U )?HE'MU = BN'HS .

a<NM—-1p-1
a<NM-lu-1g-1
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Daher ist

v .
Ty(M, U) = BMUS | Ze mw/n)|+BN2£[~lsﬂ,

NM-IU-1H-leq <qsNM—1p—1 7=

Endlich kann man noch ¢—g, > NM'U"'H™" verlangen, da der dabei
entstehende Fehler gleich

3
BMUs Z

a<NM—1y-!
o<g— <VM-lU-1g-1

MU=BMUSNM'U'YH'MU = BN*H™ '

ist. Man hat demnach

7
T3(M, U) = BMUSs® 2 ‘ Ze(mw/n,)l +BN?H s,
NM-U-1E-lgq <aeN B o1 TV
q_ql>NIIy1_1U—1H"1
wobei hier

W=~ << N MUH,

=0y, 870 gy EIN AR =
w - ¢

w =

NTMUH™.

Daher gilt (247), wobei T(M, U) durch (243) definjert ist. Die Bedin-
gungen (244) sind wegen (233) und (240) erfiillt.

Hrvrssarz 8.9. Bs gehire N einem der Intervalle (195) oder (196)
an. Ferner sei R = 2", '

(250)  Max{(@N—'H; (r+1)7") HF, 2™~ N H|
< MU HaN"H Y 2(r+1)7Y).
* Dann ist
(251) T(M, U) = BN*H™'s*
Beweis. Bs sei R, = R(r-+1). Auf die »#-Summe in (243) wende

ich Hilfssatz 84 mit Q =V, Q' = V', 2 =0w an. Die Bedingung
Q< Q <20 ist dann wegen (246) erfiillt. Falls daher

(252) aw =2 (ww; (r42)7Y) << V< (ow; 2(r+3)77,

50 ist

-

. w 1

(253) 26(_{) =B(mw, R)(MU 1-= —%)1ogmw (246) .
1

n=y

icm
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‘Wegen
(254) sNMUH ' ' <zsw<aNTMUH (243),
(258) MULSTV<2MU (246)

gind die Bedingungen (252)_ erfilllt, sobald
N MUH™ = 2™,
(NT'MUH; (r+2)7) S MU < eNTMUH; 2(r4+3)7Y,

also erst recht, sobald

(256) Max{[sN"'H; (r+1)7), 2P0 NH| < MU
: < YHeNTHT; 2004+1)7Y).
Wegen
3<aw< N (254, 195,196,244, 245,199, 194)

18t ferner logmw — Bs. Ist daher die Ungleichung (256) erfiillt, so folgt

S‘ epwln) =
—-4

11
= il — s (253, 254)
( M UH; Rl)(ﬂ[[,l = R1)§ (253,

ol g3 )
e [ I

(243)
) (H’ fe;)

> (N7 H; (r+1)7 B,

T(M,U) = BMUsf'(Nm—’U-l)Z(m;

1
- B(m; i}) (1\*, A—ﬂRl) (MU

Falls daher, auBer (256), noch
(2B7)
so ist
1\/ o 1 N-lH: ___l_ H: _1+i)s4
T(.M,U)’——:B m,E (N,,.:———R:){B 5 Rl 5 Rl
= BN*H ',

d. h. (251) erfiillt. (256) tnd (257) folgen aber aus (250). Damit ist der
Hilfssatz bewiesen.
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Hirrssatz 8.10. Es Seb r.>= 172,
(258)  Max{(oN"H;11/(10r—11)}, (H; 1147°logr)}

S MU N H;9/5(r—1)).
Dann ist

(259) T(M,U) = BN*H %",

Beweis. Auf die n-Summe in (243) wende ich Hilfssatz 8.5 mit
M=V, M'=7V an Die Bedingung V<V < 2V ist dann nach (246)
erfiillt. Falls daher

(260) (mw; 11/107) < V < (aw; 9/6r),

so ist, wenn zur Abkiirzung 1147°logr = R gesetzt wird,
(261) 2 ewln) = Br*(MU; 1—-R™Y).

Wegen (254), (255) ist die Bedingung (260) erfiillt, sobald,
(@N'MUH; 11/10r) < MU < $(@N"*MUH™; 9/57),
also erst recht, sobald
(262)  (oN-H;11/(10r—11)) < MU < HoN-H=; 9/5(r-1)).
Wegen (243) und (261) ist dann
T(M,U)=BMUNM U ¥\ MU; 1—R™Y

= BN MU; —R™1)r’s®
Ist auBer (262) noch
(263) MU= HE,
so ist
(MU; ~RY< B,

also gilt (259). Die Bedingungen (262) und (263) sind aber wegen (258)
erfilllt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

HrirssaTz 8.11. Fiir

(264) ' MU > HoN-'H-)
ist ‘
(265) T(M,U)= BN*H"'.

Beweis. 1) Bs sei

(266) MU > jaN'H

icm®
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Dann wende ich auf die »-Summe in (243) Hilfssatz 8.3 mit @ =V,
Q' =7V, # =aow an und erhalte, auf Grund von (254), 1255),

¥

Z (owwfn)=B(@w) (M U) "+ B(aw) ™

n=v

Aoy

— B<$l\7_11‘[ UH)I]E(JI U)—1[2+B (ml\T—l‘}l{(}H—l)—l;ﬂ(JIU)SQZ .

— Bmlﬂl\\r—l}‘_’Hl/Z+Bw~—1/2_z\71/‘2JIUH1/2 ,

T, U) = BMUsS(NJrlU*l)Z(m‘/’N—1/2H1/2+w—”zN‘ﬂMUH%’Z) o

= Ba'P N (M

U)'IHI/ZSS—i—Bm"mNmHl/z&‘S

= Bo'*N*Pyp ' NH$ 4 Bz PNPHs®  (266)

— B$—1/2L75/2.H3]283 =B

= BN*H';

(265) ist also erfiillt.

2) Es gelte (264). Ferner sei » < 78, B

gollen die Ungleichungen

(NES)-WNPHS (193, 194)

= 21 R, = R(r+1). Bs

(267) (@N7H; (r+ 1)) EF < JoN T H Y 2(r+2) 7Y,
(268) 9 NH < LeN T H ™ 2(r+2)7")
nachgewiesen werden. Wegen
2 1 7 1 1 1 1 2 3
- = : = o ) + <
y 42 r+1 r+2 r+1 3 r+1 r+1 r+2 [

ist die Ungleichung (267) erfiillt, sobald

(H; R+

d. h. sobald

Letztere Ungleichung ist aber wegen (193),

da dann

s
r-1

gl

)
3(7’+1) !

QSRR < T

Qb+ 3R+

‘Wegen

(194) fir »< 78 erfilllt,

(2H)* < exp (7).

2"+ NH < 2¥0 ' NH < £

gilt auch (268). Da ferner
aNTIHT S A(MUYY

AN‘iO’

m<Nﬂ

(264, 244, 245, 194),
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so gehort N einem der Intervalle (195), (196) an; man kann also Hilfs-
satz 8.9 anwenden. Mit Riicksicht auf (267), (268) ergibt sich: Fiir

269) HaN-HY2042)7") < MU < (N THT 2(04+1)7 N (rg8)
ist die Behauptung (265) des Hilfssatzes erfiillt. Die 78 Intervalle (269)
vereinigen sich zu dem einen Intervall
HeNTHWO L MU < YoN'H.

Unter der Bedingung (266) ist die Richtigkeit des Hilissatzes schon
festgestellt. ‘

HrivrssaTz 8.12.
(270) T(M, U) = BN*H's".

Beweis. Mit Riicksicht auf (244), (245) und Hilfssatz 8.11, braucht
die Abschitzung (270) nur unter der Bedingung
(271) NS MUK HoN 1 H )
nachgewiesen zu werden. Im folgenden sei »=1, wenn N dem Intervall

(195) angehirt. Andernfalls werde » auf Grund von (196) oder (197) de-
finiert. Ferner gei % = 2 fiir v = 1, k = 1 fiir » > 1 und auBerdem

(272) 73 s log™Hs] .

<Lrgn, wobei n=|g
Es sollen die beiden Ungleichungen

(278) (@N—H; 11/(10r—11)) < $@N ' H™*; 9/57),
(274) (H; 1147 logr) < e N"H™; 9,57)

nachgewiesen werden. Wegen

9 11 3599 38r 1
5 10r—11  5r(10r—11)7 5077 27’
11 9 29 3
e e
10r—11 e Br - 107—11  #

ist die Ungleichung (273) erfiillt, sobald

(H; 3jr) < ¥(@N~1; 1/29),
d. b. sobald

o L oN"'H®.
Letztere Ungleichung ist aber erfiillt, da nach (272), (197), (192)-(194)
ofr < exp ('V1/481/4) < exp (t1/15+1/4)

< H%exp (i) < aN"*H™C.

iom
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Damit ist (273) bewiesen. Ferner hat man
< log (»+1)+1logs < tlogr+3logs
(275) logy < logs,
(H; 114s*logr) = exp(33logs-1147°logr)  (194)

logy < logX <

< exp(33logs- 114163 s lag~ 510 gs)
(276) < exp (1¥4s¥log? )
Andererseits ist fiir » =1
2N-1H > N®  (271),

F@NTTHT; 9/5r) > H(No; 72/7)

728
(277) > jexp

1001ogs - :8"*log™"s

und fir » > 1

1 9 1 » 9
- N—IH—I_ ) (Nn IH- ) ( e .__)
4("” " By ) N’3 By

161

(192, 195-197),

(272, 275)

) > exp(s*) (199, 272)

"V 2 e (2 = Loxp (28
= n (N; 5;) = [P (5) = 1P (?,,3/483,‘4 10g”28)

(278) > exp (¥ log'%s) .

Die Ungleichung (274) folgt aus (276)-(278). Wegen (272) und

ist » < s. Aus (273), (274) und Hilfssatz 8.10 folgt daher: Fiir
(279) }@N""H™ ' 9/57) < MU

HeNH 5 95(r—1)); WB<r <

(275)

ist die Behauptung (270) des Hilfssatzes erfiillt. Die Intervalle (279)

schlieBen sich zum Intervall

(280) HaeNH; 9/5n) < MU < Y oN"H- )M
zusammen. Wegen (193) und (192) ist s < << Xs,
X1/4 1]410g—-3/2

(281) XM < s ”‘Jog—ms.
Ferner ist

(e N"TH™; 9/5n) <

1 a4 -3/2
X<340 tru

(N*H™1; 9/8m) <
2v8

(N5 2v/n) = exp(218/n)

i AN G 314,3/87 0 2
< eXp(ll—,vlﬁs”“log"”zs) exp (34v°M4 4 1og* %)

Acta Arithmetica IV.

11
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Daher ist fiir » =1 abgeschiitzt werden. Es sei g(n) fiir # > 1 der gréfite Primteiler von n;

(282) L(@N'H™'9/5n) <N, (199) g(1) = 1. Zur Abkiirzurg werde gesetzt:
und fir » > 1 ) (286) 8= D> ulg) D elajpg),

(aN"THY; 9/8n) < exp(34+7%**log's) <Ny Ny<p<Ng~!

287) L B= ) > welaipg).

< exp (34 X5 log'%s) < exp(s/100logs) = N, (197,281, 199), ( V0<p_:NN—1 o<1 '
also (282) ebenfalls erfiillt. Wegen (282) gehdrt das Intervall (271) dem HoFssaTz 8.14. ra<r
Tntervall (280) an, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

HILBSSATZ 8.13. (288) 8 = —8,+BNH#",
(283) ) Z e(w)p) = BNH-%¢ Beweis. Falls

PN i NP<ng< N, gn)<WN,, n quadratfrei,

Beweis. Hs efille M suwichst die Bedingung (233). Dann ist so zeigt dieselbe Uberlegung, wie zu Anfang des Beweises von Hilfssatz

Ti(M, U) = BN*H™%° (247, 220), ‘ 8.7, daB d(n) > H. Daher ist
Tyu(M, U) = BNH s, (289) D) w(me(ajn) = BE D) d(n)+BN" = BNHs.
n<N AN
Tyy(M) = BNH- " (241), reiies A <
Su(M) = B 'NH ' (239), Ferner hat man
ky . y —_ 2
o > opmyem) = > > u(pg)elalpy)
; Sy( M) = BNH™¢’ (235), o=y NoZBeN gﬁyqv)éj
S M) = BNH™ s (236, 237). (290) = — > D plge(s/pg) = —8—8, (286,282).
No<P<N genNp—1
Nach Hilfssatz 8.6 gilt diese Abschitzung auch dann, wenn die o(@<r
Bedmgung (233) nicht erfilll ist. Daher ist Es soll jetzt 8, abgeschitzt werden; dabei sei ¢<C N,. Zunichst ist
§ = BYE-" (208). (291) Y elalpg)= D ela/pg)+BN,.
In Verbindung mit (206) und (200) ergibt sich die Behaupbtung (283) No<p<Ng=t p<Ng!

des Hilfssatzes. Auf die p-Summe rechts wende ich Hilfssatz 8.13 an, mit

N =Ng, § =logV', o =wg?, ¢ =Ilogs, « =logloga’,
K

X = [‘s’ﬁo‘tlm /4/2] H —¢%
Es soll jetzt die Summe

(284) 8 = ((n)e(z/n)
,g;\’ fr (292) (@3 1/X) < N < &' exp(—t"?)
unter der Bedingung ist .
(285) ‘ (@; 2/X) < N < wexp(—t') (293) Z e(w/pg) = BN'H'~*%'S = BNy~ 'H'~¥*%",

PNG

Aus (192)-(194), (199) und (285) folgt dann: Fir
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Wegen

Nyt < wg~texp(—117) < wg~texp(—t™7)  (285)

ist die rechte Hialfte von (292) erfiillt. Da ferner

t = loga’ = logw—logg = t—logq > t—loglN,,

s t

s
Ny= o —— << (199
(294) logN, 100logs = To0 = 100 ( ),
50 ist
X' 2 o a0 = 5 X (192),
also

(@;1X) < (2;32X) S NP < NN;' < N¢g' =N (285,199},

d. h. auch die linke Hilfte von (292) ist erfilllt und die Abschdtzung
(293) richtig. Wegen

§ =s—logg=s—logN,>0,99s (294)
ist ferner
" > o = H2B.
Somit ist
D ela/pg) = BNg'H "+ BN, (291,293),
No<p<Ng—1
(295) 8, = BNH Bs*log N,+BN: = BNH'3s" (286,294, 199, 194).

Die Behauptung (288) des Hilfssatzes folgt aus (284), (289), (290)
und (295).

Um 8, abzuschitzen, werde das Summationsintervall nach ¢ in
(287), némlich N, < p < NNy, in Bs Teilintervalle der Gestalt '

(296) U<p<U, wobei N, <U<U <2U<2NN;?
zerlegt, Dann ergibt sich
(207) 8y = D' 8y(0):
U
(298) 8y(U) = D wlgels/pg) -

U<pgl’ N0<q<Np“1
g(@)<p

HivrssaTz 8.15.

(299) S8%U) = BT(M, U)+BN*H's*.

iom°
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Beweis. Der Beweis dieses Hilfssatzes verlauft . analog, wie der
von Hilfssatz 8.8. Wegen (298) und (296) ist

| 2 2

@&
o< 3 > wod 2,
U<pgl U<pgU’ y, Np—1 rq
0<a<Np
o(9)<p
X \|2
83U)=B —H .
L0) = BU > M(Q)e(nq)

U<n<U’  Ny<cgein—1
g@y<n

Durchliuft daher ¢, dieselben Zahlen wie ¢ und wird zur Abkiirzung
@ —q =w,
Max{U, g(a), glq)} = V=1, Min{T', [Ng~]. [N¢7%)) = V'

gesetzt, so ist

\ 1 &Tw

SiD) = BU S sautwe(%)
U<n<U Npcgq<in?
(@) <n,9(@)<n

v

Tw
() plea) 26(—%‘)

Ny<ga<NU—1 n=v

=87 Y [:V_;?e(‘%)‘

q,qlgNU‘l N=

= BU

Es sei M = 1. Falls dann die n-Summe nicht leer ist, so geniigen U,
Vv, V', nach (296), den Bedingungen (245), (246). Die Glieder mit ¢ = ¢,
liefern den Beitrag

BU Y U=BNU=BN'N'=BNH" (29, 199, 194).

a<NU !

Aus Symmetriegriinden ist also

j
g0 =30 ) l;e@-j)

a<q<NU~!

+BN*H™!

¥t
— BUS Z %Ze(%f)‘+BN’H-Isﬂ.

q1~:q<A*U*1 n=F
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Diese- Abschétzung entspricht der Abschiitzung (249) fir Th(M, U).
Der Rest des Beweises verlduft genau so, wie bei Hilfssatz 8.8; man
muB nur iiberall M = 1 setzen.

HirrssArz 8.16. Unter der Bedingung (285) st

(300) D u(n)e(ajn) = BNs~*.
ngN
Beweis. Da die Bedingung (193) wegen (285) erfiillt ist, so hat man

84U) = BN*H™%* (299, 270),
8,/ U) = BNH %,
8, = BNH2s* (297),
8 = BNH '’ (288).
In Verbindung mit (194) und (284), ergibt sich die Behauptung (300)
des Hilfssatzes.
HiLessatz 8.17. Hs sei v > e, 2 >0, logz = v, @ < Q' < 29,

(301) 7 = [0 log™"],
(302) (#:2/2) < Q < @ < zexp(—o'").
Dann ist
QI
(303) D) ulg)e(zlg) = BQu~.
a=Q

Beweis. Hilfssatz 8.16 werde zweimal angewandt, und zwar mit
#=2 N=@Q und mit #=2, N =@Q". Dies ist zuléissig, ocbwohl Hilfssatz
8.16 nur fiir # > 4,; bewiesen worden ist; fiir diejenigen # nimlich, bei
denen ¢ > e, ¥ << 4;;, ist die Absehii,tzung (300) Xlar. Aus (300), (285)
und (192) folgt jebzt, unter den Bedingungen (301), (302),

D n@elelg) = BQlog™Q, ' u(q)ez/q) = BQlog™*q,
<@ a<Q’

D, #@elelg) = BQlog™

Q<a<Q
Andererseits ist, auf Grund von (301), (302),

d. h.

logQ > E” > o,

Damit ist der Hifssatz bewiesen.
HrivrssaTz 8.18. Fiir ganzeahlige o ist

(304) 3 i) w(%) -B

(%;6/X) <g<zoxp(~ 1112 ¢

icm®
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Beweis. BEs mogen @, @ den Bedingungen

< Q' < wexp(—t'7)

(303) 0<Q' <29, (=:6X)<¢

geniigen. Ich setze

(3086) D =QX’g 1,

(307) s=nz ftir n<D.

Dann ist

(308) =, >t, Z=X (306, 301, 192).

Nach (154) und (1588) ist

(309)

3 ron{)un

22= 28,428, .

n>D

&

&

"

In 8, genfigen @, Q' den Bedingungen von Hilfssatz 8.17, da

e Do = QX/Z,

Q' < wexp(
Daher ist
= 3| S wwetn)
n<D =@

= BQ Z p~*Min (n7?,

nD

(23212) < (2 2/X) < Q

1) L zexp(—0

(309, 307)

enh = BQt'ZZ Min(n™!

=

= BQt™? (2 n Zmn‘z) = BQt™'.

n<L n>a

In §, ist die ¢-Summe offenbar Bg, so daB
-1 2n~%) = BQu Z‘n—z = BQzD™!

(306 - 308),

12) (305, 308).

1

8, = B Min (7
Qng ' n>D
X X
= B(Q; 1 z—)mz = BQ(m; 2=
= BQz~' = BQi™?,
Q! =1
(310) 2 > ulg) | vlalg+6)ds = Bt
=0Q 0

, on?)

) (306, 305)

(309).

167
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Wegen
y(@/g+0)—ylo/q) = 0—Uzjg+01—[z/q]) (3)
=0— Y 1
Py H
ist Tlg<m<2/q+6
2=1
1
o[ vojg+0)® =@+ - +B D 1.
3 2w
Tlg<m<a/g+ 1/
Qr =1 Qr
o > wlg) [ vlafg+0)as— D ulg)plalg)
2=Q 0 7=0Q
=BQs'+B ) >
Q<I<2Q T/A<MLT|G+1 T
— ~1 —
=BQ'+B ) 1=B@+B > 1 (305
z<maa+2Qu—1 T<mg<a-1
(311) = Bot™,

da x ganzzahlig ist, also die letzte Summe verschwindet. Aus (3
oty st . Aus (310) und

Qr
D) wla)plalg) = BQ™,
=@

o
(312) ZM w(f) — Bl
=Q 1 g

Auf Grund von (305) zerfillt die Summe (304) in Bt S
L ummen der
Gestalt (312). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. '

Beweis von (51). BEs geniigt,

(313) Z #(1—7:) " ({) = Bty

7,
n<w
nachzuweisen, da hieraus (51) wegen (182) folgt.

1) Fir ganzzahlige @ folgt (313) aus (304) und den trivialen Ab-

schitzungen
n(q) (m) oy 1
DR LA T R
a<5;'31X) g \e KT;';#/X)'[
(814) = BiX~' = B (192),
\ |

©(g (w) 1
~————ypl|l-] =B T Rl
q P P 2 P Bt~

zexp(—1'/) <g<w zoxp(~iR) <gew
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92) Bs sei & keine ganze Zahl und [z] = y. Nach dem .soeben be-
handelten Fall 1) ist dann

wn) [y )
3 N (L) = Betarr.
(315) 2 ’gu(,n) By
Wegen
x© y -1 1 -
0< w(;)*w(%) = Y'< - )
ist daher ’
uin) fm\ oY (1) (y) v/l(ﬂ){ m) (y
2 n ”’(u)_}_« 2 \n +/—4 P L v R P
ngE NLL ngw
o
— BB -2 Bpis
(316) By ;:S;'n IALTA

§ 9. Behandlung des IV Problems mit Hilfe der Siitze 1 und 3-7

In diesem Paragraphen sollen die Anderungen angegeben werden,
die in § 8 anzubringen sind, um (51), mit Hilfe von Satz 1, und (83),
mit Hilfe der S#tze 3-7, zu erhalten.

ANWENDUNG voN Sarz 1. 1) Hilfssatz 8.5 wird ersetzt durch den

Hrressatz 8.5 Hs sei r>72, M dem Intervall (60) angehdrig,
M < M' < 2M. Damm ist, mit einem geeigneten Ay =1,

M :
(191" Z e(wjm) = Briw{M; 1— (A logry~}log*2 M .
m=M -

Tir den Beweis vgl. § 7, Anwendung von Satz 1. Hilfssatz 8.5
wird tiberall dort benutzt, wo frither Hilfssatz 8.5 benutzt worden ist.

9) Die Werte (192),(194), (199) von X, H, N, werden ersetzt durch

(192" X = [A a7,

wobei A5 so gewdhlt wird, daB

(317) (A +20) 4y, <d,  9(An+20)(d+1) A <13
(194) H = (55 §(4,+20)),
(199') N, = exw(————?—s———%)

0= D\ g (A, 120)10gs |
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3) Die Formel (228) ist zu ersetzen durch

(228") D = B M;1—(4rlogy) | log*a
m

und entsprechend (231) durch
(281')  8(M) = B{N; y+1+30(1—n)}+
+BN»*{N; ——(Av?’logv)“l}logzN.
SchlieBt man jetzt so, wie bei (231), (282), so ergibt sich
8(M) = B+BNX4exp(—t/4 X log X)#*
= BNt exp(~—tu'/Atu) = BNexp(—u) = BNH™.
4) Beim Beweise von Hilfssatz 8.7 gilt die Ungleichung N} > yu

unverdndert, mnd daraus folgt die Ungleichung d(8,) > H so:

208/9(A1+20)logs >1s,  13>2(4,+20)logs  (199'),

a(8)) > 2" > exp (A +20)5logs) = H  (194').

5) Hilfssatz 8.10 ist zu ersetzen durch den
Hmrssatz 8.10°. Bs sei » > 72,

(258')  Max{(oN—H; 11/(10r—11) (H; Aypdlogr)} < MU
‘ < [N H; 9/5(r—1)).
Dann ist

(259") T(M, U) = BN*HYpdugs

. Beim Beweise nehme man A,0%logr = R und ersetze (261) durch

-
(261) /E;e(mw/n) =Br'w{M ;1R og* M U.
M=

Die Bedingung (260) ist erfiills, sobald (262) gils.

: Nach (244) und
(245) ist ferner log MU = Bs. Wegen (243) und (261)

ist daher
T(M,U) = BNYMU; —-R~Y)rtaags,
Ist auBer (262) noch

(263") MU > H®,
0 fﬁglillsq(%é)’). Die Bedingungen (262) und (263) sind aber wegen (258')
erfiills.]

icm
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6) Hilfssatz 8.12 ist zu ersetzen durch den

HiLrssATz 8.12".
(276’ ) - T(M, U) = BN*H g4+,
Beim Beweise wird (272) ersetzt durch
B<r < n;

(2721) n = [d——lvlﬂslﬂlog—kﬂ S] R

wobei d = A der ersten Ungleichung (317) geniigt. (274) ist zu. ersetzen
durch '

(274')

Die Ungleichung (275) bleibt in Xraft. Die zu (276), (277) fithrenden
Rechnungen lauten jetzt:

‘

(H; 4,0°logr) < S (@N"'H™; 9/5r).

(H; Ayyr®logr) = exp(3(4,,420)logs- A,r'logr) (194

< exp{2/4;,+20)logs- A, 4~ s og=5" g logs} (272',275;

(276")  Lexp(»s¥, MRy (317,

- (Nos 727

T@NTUHY 9/50) = 4

7228
(A1, +20)logs- d~sog™1s
(199', 272", 317 ;

(277"

1 3/4
= 7 exXp 5 = exp(s™)

in der zu (278) fiihrenden Rechnung ist -1; durch %d zu ersetzen und

(317) zu beachten. .
Wegen 7 < s folgt aus Hilfssatz 8.10°, daB unter der Bedingung (279)
die Behauptung (270') von Hilfssatz 8.12" erfiillt ist. (281) werde durch

(281") XL AystMog—s
ersetzt. Weiter folgt

28
(@+1)" Mg log—i g

(mN‘IH"l; —9—) < exp (

o ) = oxp {2 (d41) s log™s}

(272').

Fiar v =1 ist also (282) wegen (199') erfiills. Fir » > 1 ist nach (197),
(281'), (199') und (317)

T(@N"H; 9/Bn) < exp {2(d+1)r™s 10g's)

< exp|2(d+1) X1 1og s} < exp |2(d+1) 4ysslog™"s) < Ny,
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also (282) ebenfalls erfiillt und der Hilfssaﬁz bewiesen. (283) wird ersetat
durch

(283 S o(wfp) = BN E-Histhurior,

PN
Beim Beweise sind die Exponenten 6,3, 4, 5,6 von s zu ersetzen dﬁrch
A +5, 3Au+5), HAL+D, HAL+8), $HAu+10).
7) (288) ist zu ersetzen durch
(288') . 8 = —8,+BNH Wgkhatiaz,
Beim Beweise definiere man X', H' durch
X =A™ 7], H =(s";3(4,+20).

’

Unter der Bedingung (292) ist dann

(298" 2 e(w/pq) = BNy 'H'™ s’ $(4,,4+10)}.
pqu—-I .

Ferner ist

24 - log N, < 8/100 < /100 (199'),

also X' > X, d.h. (298") erfillt. Wegen s’ > 0,995 bleibt die Unglei-
chung H' > H*® bestehen, und man bekommst statt (295)

8, = BNH (s }(41,+10)}log N, + BN?
(295") = BNH"s; }(Ay,+12)},

womit (288') bewiesen ist.

8) Beim Beweise von Hilfssatz 8.16 sind die Exponenten 6,3,4,7
von s zu ersetzen durch

-A14+57 %(1114-1"5)7 %(A14+7)7 ’%(A14,+'12)-
Auf diese Weise ergibt sich
8 = BNH "{s; $(4,,+12)},

und hieraus folgt (300), auf Grund von (194') und (284).
In Hilfssatz 8.17 ist (301) durch

(301" 7 = [ A0 og=Y]
zu ersebzen.

ANWENDUNG DER Si&1zE 3,4 UND 7. 1) Hilfssatz 8.5 werde ersebzt
durch den

icm®
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Hivessatz 8.5”. Bs sei r>72, M dem Intervall (60) angehorig,
ML M <2M. Dann ist
M .
(191") > e(w/m) = Bexp(19rlog'r){I; 1—(50:*logr)~"}log2 M.

m=3il

Beweis. Nach § 7 ergibt sich fiir die Summe (138): ans Satz 3 die
Abschitzung (133), aus Satz 4 die Abschitzung (129) und aus Satz 7
die Abschétzung (179). Die Summe (191) unterscheidet sich vom Spezialfall
s =1 der Summe (138) nur um B. Damit ist die Behauptung hewiesen.

2) Der Wert (192) von X werde ersetzt durch

(192" X = [t ™,
Die Werte (194) und (199) von H und N, werden beibehalten.
3) (228) ist zu ersetzen durch
(228" ) = Bexp (Avlogs){I; 1 — (4s*logn) ™"} log2.1 .
(231) und die darauf folgende Rechnung sind zu ersetzen durch
(281")" 8(A) = B{N; v+1+Lr(1—9v/a)}+
+BNexp(4drlog®y) {N; —(Ar’logy)~"}s
= B4 BNexp(dvlog®){(z; 1/(v+1)); —(4*logv)™Y}s  (197)
= B-+-BNexp (Avlog®»)exp{—t(4v*log»)"}s
= B+BNexp {AX1og?X—t(AX’logX) s (192) ;
= B4+BNexp(—1'*)s = B+BNexp(—s¥)s = BNH™' (192”,193,194).
4) Hilfssatz 8.10 ist zu ersetzen durch den
HrnrssaTz 8.107. Bs sei r > 12,
(258")  (aN"'H; 11/(10r—11)) < MU < }zN"H'; 9/5(r—1)).
Dann st
(269”)  T(M,U)= BN’exp(19rlog’r){ M U; —(50r*logr)*}s*.
Beim Beweise werde (261) ersetzt durch

-
(261") N e(mw/n) = Bexp(19rlogr) {MU; 1— (50r%logr)og M T,
d.

n=7J

und hieraus folgt
T(M,U) = BMUs (NM'U" Fexp(19rlog*){ M U; 1—(50r*logr) s,

d. h. (2097, !


GUEST


174 A, Walfisz

5) Hilfssatz 8.12 wird beibehalten, erfordert aber einen abgednder-
ten Beweis.

Es geniigt wiederum, die Abschitzung (270) unter der Annahme
(271) zu beweisen. » werde wie im Anschluf an (271) definjert. Ferner
sel b=2firv=1, k =% fiir v > 1 und auBerdem moge (272) gelten.
Die Ungleichung (273) gilt mit demselben Beweis wie in § 8. Aus ihr
und Hilfssatz 8.10" folgt: Unter der Bedingung (279) ist die Behauptung
(259") von Hilfssatz 8.10” erfiilit. Die Intervalle (279) schlieBen sich zum
Intervall (280) zusammen. (281) werde ersetzt durch )

(281") X e slog s
Daraus folgh (282) fiir » = 1 unverdindert und fiir » > 1 wegen
1@N""H™; 9/5n) < exp(34%s%1og™*s)
< exp (34X log¥*s) < exp (s/100logs) = N, .

Wegen (282) gehort das Intervall (271) dem Intervall (280) an.
Fir die M, U mit (271) gilt also die Abschitzung (259"), sofern
T <r<n ist. Da die rechts in (259”) stehende Funktion von r mit
wachsendem r zunimms, ist also

T(M, U) = BN"exp(19nlog*n){ M U; —(50n°legn)~")s*

= BN"exp(19nlog’n){Ny; —(80n*logn)~ st (271).

?

Hierin ist nach (272), (197), (281") und (199)

1
n< EXII‘LsmlOg‘_S“s <

6 am00 * T ogT e

LN V] —4/3
< 5378 Plog s,

logn < ; loge,

1
nlog’n < 7’10"99 §M%10g?Ps < 1 log3s

log N, 8
50n*logn

_ 3+ 240%log"s
5000n*lognlogs © 5000s*°Tog%

> 2352 log™’s .
Also ist
T(M,U) = BN exp(—22s'"log™%s's* = BN?H~!

i (194),
d. h. (270) erfiillt.

icm
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6) Beim Beweise von Hilfssatz 8.14 definiere man X', H' durch
X =| H =™,

Unter der Bedingung (292) gilt dann (293). Der Nachweis von (292)
wird wie in § 8 gefithrt, nur daB hier

1o, =74
st U ]5

' > [ et ™ = 5 X

ist.
7) In Hilfssatz 8.17 ist (301) durch
(301" Z = [0 tlog ")
zu ersetzen.
8) Beim Beweise von (53) genligt wegen (182) der Nachweis von
13" N () g
i n n
N
Der Beweis verlduft wie der von (313), nur daB in (314)-(316)
Bt dureh B

zu ersetzen ist.
ANWENDUNG VON SATz 5. 1) Hilfssatz 8.8 wird ersetzt durch den
HirrssaTz 85", Bs sei r = Max([4,]-4+1,72) = ¢, M dem Intervall
(60) angehdrig, M < M’ < 2M. Dann ist
b7
2 e(z/m) = Bexp(10rlog*r,{M; 1— (114*logr)~"}log2! .
Py 3
Beweis. Nach Satz 5 gilt Satz 8 fiir die Werte (36) von «,f, y,
8; Ay =10, 4, = 6, X = 1. Hilfssatz 8.5" folgt daher aus Hilfssatz 6.1,
wenn man noch s = 1 setzt.
2) Der Wert (192) von X werde durch (192”) ersetzt. Die Werte
(194) und (199) von H und N, werden heibehalten. (196) und (197)
ersetze man durch

(191"

" 1 B 1
(196™) (m; ——-)<N<(m;—) I1<r<a),

r+1 »

" 1 . 1
(1977) m’ﬂ—f <N w;; (a<rv< X).

Die Anderungen, die dadurch verursacht werden, da8 man (196)
durch (196'”) ersetzt, sollen hier angegeben werden.
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Im Wortlaut von Hilfssatz 8.6 ersetze man (209) durch

(209111) M 2 Na/(2a+1) .

Beim Beweise sind in der vorletzten Zeile von 1) die Exponenten
3a

a Ta
da+2’ 2a+1’

20a+10

600 140
4017 401

100

—_— durch
401

zu ersetzen. In (221) ersetze man den Exponenten 200 durch 2¢--3.
Am SchluB von 2) muB es heiflen:

8, = B{N; p1— Eﬁ?f (27.+1)} +

+B -{N;.l—}— ! 2a6:—1 R}s—}—BNl 4
- 24;11 (Besrl) = fz%lgig < 2511 1=4,
Y= E = e~ )
%1_01—2“(9‘».3_1 :%) = 1—A4.

Die Ungleichung (233) ist zu ersetzen durch

(233" M < Noeaty

Beim Beweise von Hilfssatz 8.7 ist emmal "4?1 durch a/(2¢-+1) zu
ersetzen. |
Die Bedingungen (244) sind zu ersetzen durch

(244"") M NURHY - N < U < N2,

Beim Beweise von Hilfssatz 8.8 ist einmal ng durch a/2a-4-1) zu
ersetzen.

Beim Beweise von Hilfssatz 8.9 ist einmal N durch N® zu
ersetzen.

3) (228) ist zu ersetzen durch

(228" D= Bexp(dvlog®s}{M; 1—(4r*logy)~")log2. M .

m
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Die Rechnung von (231) bis (232) ist zu ersetzen durch

s v+14a(20-+1)"H1—9v/4))
+BNexp(Avlogy) {N;
= B-+BNexp(Avlog®s)|(m; 1/(v+1)}; —(4r*logr)™)s
= B+BNexp(Avlog®»)exp| —t(4r*logy) *}s
[AXlog* X —t(AX*log X)) (197"
(—1'%)s = BNexp(—s'*)s == BNH™

8(M) = B{N
—(d+*logr) s
(19?”!)

= B+BNexp

= B+BNexp
4) Hilfssatz 8.10 ist zu ersetzen durch den
Hirrssatz 8.10"". Hs sei v > a, die Ungleichung (288") sei erfilllt.

Dann ist
(259"") T(M, U) = BN"exp(10rlog*s) {MU; — (114 logr)~}s*

(192", 193, 194).

Beim Beweise wird (261) ersetzt durch

}2"
Y
v
und hieraus folgt
T(M, U) = BMUS*(NM ™ U exp(10rlog’s) {M U; 1— (114r*logr) s,
d. h. (259'").
5) Im Wortlaut von Hilfssatz

MU= H@N"H™;9/5q)

(261" (ﬂ) = Bexp(10rlog’s) {MU; 1 — (114" logr) "} log M U,
"

8.11 ist (264) durch
(264"

zu ersetzen. Im Punkt 2) des Beweises ersetze man dreimal, darunter
in (269), die Ungleichung r < 78 durch » < 2a; einmal schreibe man
2a-+3 statt 81. Bs ist dann
eNTH < AMUPP AN, o N,
Also gehort N einem der Intervalle (195), (196"') an. Die 24 Intervalle
(269) vereinigen sich zu dem einen Intervall
eNTH ™ (a+ 1) < MU JaN-'HT,

dessen linker Endpunkt kleiner als die rechte Seite von (264"") ist.

6) Beim Beweise von Hilfssatz 8.12 braucht die Abschétzung (270
nur unter der Bedingung

Ny < MU HxN"1H; 9/5a)

re

}

(271"

Acta Arithmetica IV. 12
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nachgewiesen zu werden. Es sei » =1, wenn N dem Intervall (195)
angehort. Andernfalls werde v auf Grund von (196"") oder (197"") de-
finiert, Ferner sei k =2 fir »==1, k = fir »>1 und auferdem

(272" a<r<mn, wobei n = [gsslog™"s].
Die Ungleichung (273) gilt mit demselben Beweis wie in §8. Aus

ihr und Hilfssatz 8.10""" folgt: Unter der Bedingung

279"y F@NTHT; 95 S MUK el HY 9/5(7«—1)); a<r<mn

ist die Behauptung (259""") von Hilfssatz 8.10" erfiillt. (281) werde durch
(281"") ersetzt, und daraus folgt dann (282).
Wegen (282) gehort das Intervall (271""") dem Intervall

(280" eV Y 9/6n) < MU < Y («N~'H™; Y/5a)

an, das durch die Vereinigung der Intervalle (279') :entsteht. Fir die
M, U mit (271") gilt also die Abschitzung (259'), sofern a <r<n
ist. Da die rechts in (259'"") stehende Funktion von 7 mit wachsendem
r zunimmt und MU > N, ist, so hat man

(32°) T(M, U) = BN*exp(10nlog®n) {N;; —(114n’logn)~'}s'

s o
—_— 199
11400nzlognlogs)s (199)
3-240%1og*s ) 5
11400s*%log?s

(318, 319)

= BN%exp (1(mlog2'n—

SI[SIOgZ/SS__

=—1 2 )
BN exp ( 3409

= BN%exp(—s")s* = BN’H;' (194);

also ist (270) erfiillt.

7) Weiter geht es, wie in den Abschnitten 6)-8) bei der Anwendung
der Sidtze 3, 4 und 7.

AXWENDUNG VON SATz 6. Hier sind gegeniiber der Anwendung von
Satz B nur sehr geringfiigige Anderungen anzubringen. (191°) und
(228"') werden ersetzt durch

.

(1917%) 3 e(w/m) = Bexp(60log®r) {M; 1—(19°)""|log2 M,
m=M

(228%7) D = Bexp (dlog®») { M ; 1~ (4s*) "} log2 M .

m
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Die mit (320) beginnende Rechnung sieht jetzt so aus:
S;(M) = B{N; v4+14-a(2a+1)" (1—9»/4)} +
+BNexp(41og’y) {NV; —(4+) ) s

= B+BNexp(Alog®){(w; (»+1)7Y); —(4")~Ys

= B-+BNexp(Alog®s)exp|{—t(4s")~}s

= B4+ BNexp{dlog® X —1(AX* s )

= B+BNexp(—uf)s = B+BNexp(—logs)s = BNH™".
(259') und (261’") werden ersetzt durch

(289") T(M, U) = BN*exp(60log®r) {MU; —(19°)7}s*,

\4'?

(2617) )

n

e(zw/n) = Bexp(601og’r) {MT; 1—(19°) " og M U,

[
-

und hieraus folgt
T(M,U) = BMUs* (NM-'U~")exp (60log*) { M T; 1 —(19)~Ys,

d. h. (259%Y). Endlich ist die mit (321) begipnende Rechnung zu erset-
zen durch

T'(M,U) = BN*exp(60log’n) {N,; —(19n")~!}s*

8
= BN% (‘010 - ———-) o
XD 60108 n— 4o S Toms)
69 240%slog*s |
= BN* <~ S ._.2___)
XD |57 108 | 5305 Togs

= BN*exp(—log®s)s* = BN*H™.

TIFLIS, DEN 3. MAT 1957
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