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AOTA ARITHMETICA
XXXIX (1981)

Transzendente Zahlen als Fourierkoeffizienten von Heckes
Modulformen

yon

JURGEN WoLFART (Frankfurt a. M.)

1. Die Heoke-Gruppen G(4) sind jene Untergruppen von PSL,(R),
welche von
(1 ﬂ.) ( 0 1)
und
01 -1 0

erzeugt werden (4> 0). Bie operieren als Gruppen gebrochen-linearer -
Transformationen genau dann diskontinuierlich auf der oberen Halbebene
$ = €, wenn entweder

£=J.q:=2cosg mit geN, ¢ 38

oder wenn 4> 2 ist ([6]). Fiir A= 1, /2, /3 und 2 sind die G(4) arithme-
tisch definiert und zu PSL,(Z) = G(1) vergleichbar; in allen anderen

b
Fillen ist nicht bekannt, wie und ob die Elemente (: d) e@(1) durch.

(z.B. arithmetische) Eigenschaften der Koeffizienten a,5,c, d e Z[A]
charakterigiort werden konnen, vgl. dazu [9], [10] und [12],

2. Die Modulformen zu den Hecke-Gruppen @(1,) mit ¢ =5 oder
g = 7, welche im folgenden untersucht werden sollen, laggen sich daher
uicht mit arithmetischen, sondern ausschlieBlich mit funktionentheore-
tischen EHilismitteln behandeln. Modulformen zn (1) von der ,,Signatur”
(A4 k, C) sind definiert als holomorphe Funktionen f:$ ~ € mit den
Transformationseigenschatten :

fla+4) = f(z)
fl=1fe) = O(z[i)’f(z)

(fir f s 0 ist notwendig C = 1) und einer Fourierentwicklung

} fiir alle 2§

d

f(ﬁ) = Za'naTm'

a0
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Sie bilden einen C-Vektorraum M (4, k, €), der fitr 2 = 1, genan dann £ {0}
ist, wenn

4
k== p ﬁ%‘)

mit ganzrationalemn m = 0
ist; dann izt ([6])

(1) dim M (3, b, O) &= 1+ P[ (0-1)p2 ]

q
Nach Hecke [6], BOgo T’uyk und van {)yb’mwpn [3] gibt es mwoel Moduyl-

formen
1{g—2) (3 } 1/(g—3)
) o f“"“(ﬁ“lu )) |

mit den Signaturen (4, 4/(g—2), 1} bzw. (1,,2¢/(¢—2), —1), welche den
graduierten Ring aller Modulformen zu G (4,) erzeugen; dabei bezeichnet j
die , ,absolute Invariante” von & (4,), d.h. die G(2,)-invariante holomorphe
Funktmn j+ - €, welche das Innere des hyperbolischen Dreiecks
zp i —6" ™ 4, coaut § und die Bekpunkte ¥y, i, co auf 0, 1, co abbildet.

[} - _!‘2)_—-
) o= (50

3. Im folgenden soll gezeigh werden, daf man nicht nur £ir die arith-
metisch definierten Heeke-Gruppen. Aussagen iiber die zahlentheoretische
Natur der Fourierkeeffizienten von Modulformen machen kann:

Saxz 1. Jedes M(4,, k, O) besiizt eime Basis oms Medulformen mit
Fourierentwicklungen vom Typ ‘ : -

_ - _2_1'_:3271‘“ .
(3) S Drate

wobei die 1, rationale Zahlen sind und o = a(d,) nur von G(1,) abhingt.

Der Beweis. (§ 5) beruht auf den in, § 2 bereitgestellton ILilfsmitbeln
und anf einemn analogen Satz von J. Baleigh [11] iiber die Fourierentwick-
Iung der j-Funktionen. Die dort bereits aufgeworfene Irage nach der
arithietischen Natuy der m(i) wird beantwortet durch

Savz 2. a(A) ist rational fir q =38, 4 und 6 (4lso 3y =1, )/2, ]/d)
und transcendent in allen anderen IFdllen.

Der Beweis (§§ 6 bis 14)) folgt aus einer schon von Ralcigh angegebenen
expliziten Darstellung der () und den Bakerschen Resultaten [1]
iiber die Transzendenz ven Potenzprodulton afl. .ot &y, In nngerem
Tall liegen die a,, f, jeweils in @(A) = Q (&™), :

4. Folgerungen. (A) Fir die Dirichletreihen mit Fuonktional-
gleichung, welche den Modulformen der Signatur (4, %, C) nach der
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Heckeschen Theorie [6] entsprechen, gelten darnit entgprechende Koeffi-
rlentengesetze, .

(B) Durch einen Wechsel der TUniformisierenden lassen sich die

Ba,msmodul_farmon ams Satz 1 als Fourierreihen mit rationalen Koeffizienten
gchreiben:

b ne B 2
}_19 are * T = E e
1“-0 nz=

n(z.;. % Ioga)

(C) Nach J. Lehner ([8], 8. 282) lassen sich auch zu den G4 ) Eisen-
steinreiben — jedenfalls £ix alle geraden Gewichte &> 4 — deﬁmeren

B ()= 2 ' (o2 L)%,
(3 Bectag ety

Sumnmiert wird fiber ein Vertretersystem aller Rechtsrestklassen von
G(4,) nach der Fixuntergruppe des Punktes oc, also

@ 6ta:= g o) < otia) ={5 )

Fiir jedes g haben H, und B, die Signatur (25 4, 1) bzw. (4,6, —1),
die zugehirigen Vektorrinme von Modulformen .smd nach (1) emdlmen-
sional, aus (4) folgt lim®,(4s) =1, also gilt Wemgstens fir & =4 und 6

=00

die ,,Rationalitit” der Fourierkoeffizienten der Dlsenstemrelhen, d.h B,
und E; besitzen Fourierentwicklungen vom Typ

beZ}.

ami-
1+2rna“e =% i
nal .
3. Bewels von fatz 1. Die g-FunkLmn #U G (4,) geniigt als Umkehr-
funktion einer Schwarzschen Dreiecksfunkiion der Ditferentialgleichung

SUTR25 AR (B —4)f 4 -4
Nt - 4 (j -1)° ’
die durel Umkehrung der Differentintion aus der Schwarzschen Differen-
tialgleichung entsteht. Durch Binsetzen der Wourierreihe von j in diese
Ditferentialgleichung folgt durch Koeffizientenvergleich, daf
’ b 2l
(5) ) =ate 3w Neare F

B -]

r.eQ.

mit rationalen #, sein muf (F117, 8. 110).
7" begibzt bis ant den konstanten Faktor 2=i/4 eine Reihenentwicklung
gleichen Typs, und nach (2) damit auch — wieder Dbis auf konstante
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Faktoren - cie erzeugenden Modulformen f, und f; sowie alle Potenz-
produkte fifi Diese erzeugen aber alle Vektorriume M (4, &, 0).

6. Boweis von Batz 2. Nach (5) und dem Beweis von Satz 1
ist a(4)""! das Residoum der zu G(4,) gehirigen j-Funktion, Dieses hingt
von der Normierung j(é} =1, j( —¢™) = 0 ab, sodaB zu sciner Berech-
nung die explizite Beschreibung der Umkehrfunktion von j als Quotient
hypergeometrischer Reihen herangezogen werden muB. Das Irgebnis
fst ([11], 8. 108)

P

(6) — g-d+a(~1 "EH(Q, 9 608 — q )2('1)%0“_«".

vi=]

Fir ¢ =3, 4, 5, 6, 8, 10 ([11}, 8. 110 {.) sowie fiir ¢ == 12 folgt damit
die Giiltigkeit des Satzes direkt bzw. aus dem Schneider-Gelfondschen
Sats:

a(lg) = 293%;  a(d,) = 2%  a(d) = 2°3%
4

-

Cb(ﬂ.s) == 25551‘2( ; a(la) = 910 (V‘g_l)ﬂl’i- ;
E_1\/F o
8(Ayg) = 26" (J‘/‘"ﬁ"‘é“}“) P a(h) = 2% 23,

7. Fiir die hier nicht erfaliten g 7 bendtigen wir den

Sarz (A, Baker [1]). Das Produlit

| =afl...
it transzendent, wenn alle o, 0, alle a,, f, algebraisch sind, wonn sin
a, # 1 igt, und wenn 1, By, ..., B, Unear unabhingiy dber Q sind.

Da die letzte Voraussetzung fiir das Produkt in (6) sicher nichi;
erfiillt ist, brauchen wir folgende formal sehicfore Vorsion dieses Satzes
(es sei M == {1, ..., m}, und mit [y,; ¢ € I'] sci der von den y, e €, pl,
erzeugte Q- Vﬁlctormum bemic,hnet)

o Tun) €QT pel e M, eine Baww dos Lbsmty&rmcm& des linearen Gtazoh
UNYSIYSIEMS

(1) Jab, =0

e

und seien diese », durch weitere v, & Q™, y e M1, su oiner Basia von Q™
ergamaet, sodaf also zu der Matria B : == (r,,), .op €00 inverse B~ == (8,,), vene
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e GL(m, Q) ewistiert. Das Produkt

=[]
veld
ist transeendent, wenn gill:

(8) dimg [ 35, loga,; v e M — 1] > 1

pedf

Zum Boweis gobzt man 3, := Zrmﬁﬂ fiir » e M —1I; diese v, sind
Y=l

linear unabhiingig fiber Q und algebraisch, also ist

L)

a = ”aﬂ#:

g au| ¥y
ajp )
Lo M veM—T peld

hoehstens dann algebraiseh, wenn

dimQ[IogH apive M— I] <1

weld

ist. Wenn Q< [B,; ue M] =y, ne M1 ist, sieht man dag leicht

- ein, indem man die v, durch eine Q-Basis ersetzt, welche 1 enthilt. Im

Fall QA[B,; ue M) =

{0} dart man in (8) sogar ,,0” anstelle von ,1”
sobgen. :

8. Selbst wenn man eine Losungsbasis von (7) explizit bestimmen
leann, wie dies hier in § 9 geschieht, kann die Erginzung zur Matrix B
und die Berechnung von R~ ein sehr uniibersichtliches Problem gein.
Deswegen seien zuniichst zwei wichtige Vereinfachungen des Transzen-
denzkriteriums (8) behandelt:

(A) Sei M dic disjunkic Vereinigung von Uniermengen M,, sodaf
[f,5 v € W] die divelte Summe der Untervaume [f,; v € M,] ist. Dann geniigt
es, fiir eines der M, die Transeendens des Teilprodults H a  nacheuweisen.

veld,,
Man kann-dann ndmlich eine Lidsungshasis von (7 ) aus den DBasen

der Liésungsrivme von
-
2 by =0

vedfy,
zusainmengetzen nnd diese so zu einer Matrix R e GL(m, @) ergénzen,
daB gie in Teilinatrizen zerfillt, welche der Zerlegung von M in die M,
ontspmvhou, d.h. 7, % 0, nur wenn x und » dem gleichen M, angehoren
L™ hat die gleiche Bigenschats; fir » e M, gilt also

4 —— &
l!aﬂm,_ I' aﬂ;w,

ueM HeM

und daraus ergibt sich die Behauptung.
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(B) Sei M, M so gewdhit, daf die £, v e My, einc Q-Basis von
[B,; v € M bilden. o ist transzendent, wenn

(9) dimyloga,; v € M]>1+dimg[loga,; v e M — I,]
ist; wenn On (8,3 ve MY = {0} isi, gentigl sogar
(10) dimg[loga,; v € M] > dimg[loga,; v € M — M,].

Tinc Losungsbasis ¢, von (7) mit w el = M — M, LaBt sich, ndmlich,
in Form von Lisungen des Typs

ﬁﬂ “"E rﬂ:’ﬂﬁi' = (

rally,

angebon. Sie ldRt sich durch die Binheitsvekboren r, == e,, u e M,, w1
einer invertierbaren Matrix B ergiinzen. Fir B = (s,) gilt dann

§, =1 fir alle pe M,
8y =¥y, Hir alle pel = M—~M, und » e .My,
8, =0  ponst.

Nach (8) ist o also transzendent, wenn

dimg, [log o, 2 P loga,; v E Mb-l >

. MaM~ 3Ly '
igt. Dag ist sic_]ier erfiillt, wenn die Codimension von [loga,; p & M —M,]
in {loga,; » € M] mindestens 2 ist. Dag Kriterinm (10) ergibt sich analog
aug der Schlufibemerkung von §7.

9, Dag fragliche Produkt (6) kann bis auf rationale Faktoren iu der

Form o = []afr mit B, := cos(2nrfq), M ::= Z]gZ, geschrichen werden.
wedd '

Um dag Kriterium (7) anwenden zu kdunen, mufl alio zuniehst eine

Basis fiir alle linearen Relationen mit rationalen Koeffwmntun awigehen

den cos(2my/q) bestimmt worden: '

Zu jedem v e M und jeder Primaahl pl--<.. gibt es eino Relabion

( ' 4 )
\? Dy
(1) . Lo Buy vy Byy) == » o o8 e
uwrmgglql_u

pedl
Diese Relolionen (man identifiziere f, ,, wmit fo,, fiir 8 ==rmod ¢fp) end-
halten zusammon mit den Rolationen

(12) cosaz—r — 008§ gff&:’ﬁl =0 fir alle r mit 0<r<q/e
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eine Q-Basis des Lisungsraums von
"1
(13) : e b =0
,HEITI
Den Beweis fithrt man auf einen entsprechenden Satz {iber die Ein-
heitswurzeln e(u/g) : = 6™ zuriiek, daf nfmlich fiwr alle v € M und alle

4 Relationen

(7, @)

() Do (L +%’-) =0

aeZiipZ

Primzahlen p '

gelten — was klar ist — and daB die Relationen (117 eine O-Basis des
Lésungsramms von

(13') Z wﬂe(m‘g«) =0

weld

enthalten: Tir Primpotenzen ¢ = p™folgt das daraus, dal die p* Binheiby-
wurzeln e(u/p°) den Binheitswurzelkérper Fo vom Grad p™ '(p—1)
erzeugen, duB durch (11') genan p® ' Ligungen von (13') gegeben werden,
und daf diese Liosungen offengichtlich linear nnabhiéingig sind, da jedes
é(pfp”) in. genan einer dieper Losungen cinen nichiverschwindenden Koef-
fizienten hat. : _

Tiir zusammengesetzte ¢ = [[ p» (P sel die Menge der Primteiler

7

von ¢) fithrt man den Beweis darauf zuriick, indem man mit Hilfe der

Zerlegung
M ] # 1
e(—g—-) == C] o (E%), alle  p, = p mod p ",

den: Korper &, als Q-Tensorprodukt d@r Jff‘

10, Wenn 7 E’qf

10

p Deschreibt.

~ mit o1 st denn gill sogar (v, g) s

.(I“'a )

"

« . . q
rmod gfp, wlso  insbesondere winder o7,

fir alle we M mit g - o d)
)

Fir jeden anderen Primteiler p’

4 et
e o111 gegt recht
(ryg) °

L g alle pe M mit == r mod glp’

(#" q)

By gibt alko keine Relation (11) oder (12}, welehe zugleich Summanden

a

p
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dop q . q _
eos —— it p*|—— und solche mit p°) —-—- onbhilt, Sei 5F . <.
q 77%)) (15 ) !

e q
== M
{'w © (1, 4)

hoheren Primpotenzen zusammengesetzt s, Q.. ple - p2iy extiillty
el

qua,dmtfrei} und fiir joden Teiler % von ¢, der nur aus

ﬂu:m{‘ueﬂ rm—-g—---_ e G v quadratfrel, (u, v) - 1 L

() @) 17

dann heit dasg: .

Dea‘_Iﬂaum Iﬂq:—fz Leos (2nv/g); v & M (= Qfoon(2n/g)), der mawimale
reelle Teilkdrper von F,) ist die divelite Summe der Untervime [cos (2mue/q);
e M, T und des Unterraums _ .

2n — 2
[aos wqu‘“- HF R MD] s [uos ?Tff_ sV E Z/q,,z] ,
o

WERT TN WL G @ == ﬂ P den mawimalen quadraifreion Teilor von q bezeichnet,

Aus § 8 (A) folgt nun, daB es s Bowois von Subz 2 gendigt, die Trans
sendens eines der Leilprodulte [T ol oder [] ol 2w beweisen.
veid, vafir,
11. Betzen wir zonéchat voraus, daf g nicht anr aus den Primteilom 2
und 3 zusammengesotzt ish (dieser Fall wivd in § 14 behandalt), Dann kaom
man bexeits zeigen, dofl das erste Toilprodulh

‘ ag~1 -
’ Tl & o \ =1 geoy”

I—] (xfr' o I 7 (2 — 2 G0N '(w) tty

e Rl T 'f

ve iy Heot ty

transzendent ist. Entfernen wiv aus diesemn Produld rationnde Hakioren
und fassen andere in nabelisgendor Weise wusarmoen, o stehi hier i
n P r . y

Fall 4iq, also 2| gfg, vnd ¢, - 2, 24d,

[ 4 Qi
\ Sy Yooy S
(:5 e B G 'y
q

B e B GOH e
4

(14} big) s

0<pga
o all 3ig, tpg, A0, fi Bgig, und g, - 2¢, B,

a7y
- 4:73,” LOUH e
] (Z-W:Beoﬁ N L
¢ '

horegifn

(15) o(q) 1=
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und schlieSlich erhalt man fir ungerade g mit ¢":== ¢,

2 a b i
(2-—20032_7:._1'.,) 2 608 g
q 2

(16) ag:=[]

27y
p<ry’ 2—2cos
2l '
ios sind wi e
Dies sind wieder Produkte der Form [] "¢ . Aus der neuen Index-
ve M

menge M = {0<r< ¢'[2} bzw. {0<r< ¢ mit 2p} EBt sich leicht
eine Untermenge M, := {v e M| (y, ¢) = 1} auswihlen mit der Bigen-
schatt, dagf die cos(znfu/q’), ye M,, eine Bagis von [cos{2nv/q');ve M]
bilden: Wie in § 9 beweist man das mit Hilfe eines entsprechenden Satzes

: . AN
iiber den Kreisteilungskorper F,: Fiir Primzahlen p bilden die ¢ (»5)7

v =1,...,p~1, sicher eine Basis von F,. Da ¢ quadratfrel und ¥,
darum dag Q-Tensorprodukt der F, ist, wenn p die Menge P’ der Prim-

teiler von ¢’ durchlimit, bilden die e(%), veZ[¢'Z mit (v, ¢') =1, ¢ine

Basis von FaQ.
Diese Auswahl von MM, gestattet also die Anwendung von §8 (B):
Das fragliche Produkt ist tromszendent, wenn

(17) dimg [loga,; » € M]> 14+ dimg[loga,; v e M, (v q) 1]
erfullt ist.

12. Um die Ungleichung (17) zu verifizieren, setzen wir

Y 2ny
snemar .= 1 (42— 9 —a |
'y( ) op (,3 o8 ),

m
dann. 86
¥ 2y
dy =) —2 "7) fir 4] ¢
2}(q) y(q ’
2 .
loga, = 1 2y (—d;) fir  2|gq, 4¥q,
Ay (j—/-?—) — 2y (:-,,—) flr  2¥q.
q q

In allen drei Fillen gelten
togasv e 30 = [(Z)i0< v <

7. . Aste Axidhwmabinn WWWTY o
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v
Moga,; v e M, (v, ¢') #1] = [y(-—q—;);ﬂ <Ly (v ) :1.].

In den anderen Fillen folgt es aug cinem Lo von Minkowski {[B],
8. 523), daf eine Matrix (a,), p,» = 1y wovy iy duvertiorbar ist, wenn
fir g 5% » allo @, < 0 sind und wenn alle ) By 2+ 0 s,

B

Zum Bewois von (L7) genilgt os also su zotgen, dof

(18) dimg [y(z}), 0«2 wg g'] o L dimg[g} (w;;-); U I N (T N |

richtig ist. Die Zahlen 2 —2cos(2mv/m) e B, sind bis aul MaNiplikation
mit einer Minheitswarzel gleich

, P W
1l—e ';n‘ G_[.",m;

von diesen 10 (77}")’ 0 < v < gm, Woild man, da wie in doer (toulfiplikatd ven)

Gruppe, dic von den Binhelten von ¥, und don Peimteilern von m in R
crzeugh wird, cine Untergruppe von endlichem Index crzengen {[7],

Sata 144, [2]). Mit anderen Worten igt also
i
[7’ (__q_’_)’ 0 <y q‘] == [log [e]; ¢ Winheiten in 2,7 @ [log p; p Teiler vong'],

’ ' [

Woeun ¢ eine Primzahl > 8 ist, folgh daraus Deveits die Gilltiplkei
von (18), weil die Dimension wuf der rechten Seitio vorschwindet und die
Fioheitengruppe von B, nichifeivial ist. Wenn g musnengesolzt st
kann man den- Vekboveanmn [ (v/g); 0 < v« ¢ mit {#, ¢) - 1] hoschreiben
als Bumnie dor Riwme [y (p/8); 0 - v <2 ¢ ither alle eehion Teilor s von q
Dann kommen auf beiden Soiton (or Ungleichung (18} dic gloichen logp
vor, plg’, sodal ey geniigh, cinen entaprechenden Hudy iiber die Binloiben
Z0. - beweisen :

. 18, Sei U(s):++ [logiel; ¢ Binhoiten von A1 Danw it fir alle wiold-
pramen quadratfreion ungeraden g
dimg U (')~ dimy, L’ HOEEY
i sla'wrn’

Zum Boweis gel wioder P dic Menge der Primtoiler vou g’y 1 die Anzahl
der Primteiler, p sei dio Wulersche Funktion. Dann it nuveh oinor buleannten
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kombinatorisehen Sehlufweise ([41, Thm. 260) und dem Dirichlefischen
Finheitensatz ‘

dimg U (q) —dimy > U(s)

slay by’
- diHIQU(Q')*«Z(l]‘mQU(gm) }ZE dianU(-—q—,-) s
b ? ppal AR 24
. H{ —1)dim g U (1)
Nt V1L (L |
5 olr) -1 % ; rp(?) -
oI A (e o=t (R ey — )(_:1)1
+m‘$2¢(w,) ey e )+
1 1 11 a 1 1
~s[Te-n-(- 32w D3
2 IP’[ ‘F’J " 1 pikp el P 7 p 1
1 —1)
(1) l "1;"::]"‘) —(1 ““1)i+-(—-§"')“
I.ar' ‘ .
Ly 1 (—1)
.lepj (p —-J.)]jﬁ[(l——};—:i:) 4 —

- ([T oo

14. Es blciben noch die Tille zu betrachten, in denen ¢ nur die Prim-
teiler 2 und 3 enthilt: Mier igtin der Tat dag Teilprodukt [l afv algebraiseh,
veld,
da die Hxponenten rational sind, Fir diejenigen ¢ = 2"3“2 welche nicht
gohon in §6 erfaBt sind, kann man fir cinen Transzendenzheweis nach
§ 8(A) geeignete Teilprodukte folgendernaBen angeben (M, ist dabei
wie in §10 definiort): »

() o dy, g == 0, wihlo 4 = 8 =

. = 2008 -3%‘-‘-»
[Jor= ][ o) - iars
vaify pral,d,5,7 )
() o238, o1, wihlo 4 =4 = |
: a00s 2T ' .
T - o ) L
1[“5” et ]I (2 Té2cos-i-é~") — (2,,“]/3')21/8;

F o<p<1s
e, 4 Z'I' I
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¢) 6 =2, p=1, 4 =4 =

—-zmmfll"i
[T = [T [e-2e0s %) — (2 —Y/F
veil, o<p<is
() oa=1, p=>1, 4 =9 =
2{—1)*a0s 2’;;‘ _____ , 4‘“‘“ 2008 2’»}‘1
]Y abr = [1 2— 2@(»4 Al s 9 2 008 ~a
reify o-rafjr;:m 0<3.cﬁ9]2
(¢} 0 =0,p>1L,4 =9 =
2 2, 2008 —
8(—1)#con 2 9“ (2 —~2@os~§u .-E)
¥ .
[e=[ps)™ - 11
veit, bop=d 9 buct | 2D OB e 2
e Ha 2l Bt e 9

Die beiden letzten Produkte — jeweils mit 3 Faktoren ~ sind aus fi
gendem Grund transzendent: Je zwei der Exponenten bilden cine Ba:
des Raumes [cos(Bmp/9); 3fp]) (vel. §9). Flir die Bogiszahlen ibertrd
sich die Argumentation des §12 : By ist

[w (—9’1); 0<u<9, m] —~ U(9)®[og3]

dreidimensional, algo ist das Transzendenzkriterium (9) anwendbar,
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