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3. Seit Abel (J. Reine Angow. Math. 1 (1828), 8. 185-221) isb bekaunt, dap
mit der Liésbarkeit der Pellschen Gleichung (5) in Polynornen p{2), g{z) dguivalent
die logavithmische Integrierbarkeit gowisser algebraischer Differentiale ist. Zur
oxpliziten Lisung dieses Problems sind soehen von J. H. Davonport {,,0u tho inte-
gration of algebraic functions”, Lecture Notes in Compuber Science Nr. 102, Springer:
Berlin-Heidelberg-New York 1951) sum Eingabz in Computern goeignote Algorithmoen
angegeben worden. Damit kann man algo nun auch die Frago nach der Existenz
von z-Einheiten im Falle w® = D(2) mit grad D > 4 enfacheiden {vgl. Abscluiti ¢,
disser Arbelt).
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1. Introduction. Une série rationmelle (¢f. G- Pélya 107) est le déve-
loppement en série de Taylor d’une fraction rationnelle régulitre & 1’origine.
De nombreuses propriétés de la fraction rationnelle se déduisent de pro-
priétés arithmétiques des coefficients de la série associée. Il en est ainsi
du lemme de Fatou: gi les coefficients de la série sont entiers alors la
fraction ratiomnelle est un quotient P/Q de deux polyndmes pl_'emiers
entr’enx 4 coefficients entiers avec Q(0) = 1.

G. Rauzy o montré gque la méme conclusion subgiste avee une hypo-
these plus faible: il suffit de supposer que l’ensemble des coefficients
qui sent entiers rencontre toute progression arithmétique [12]. Un tel
ensemble est appelé arithmétiquement dense par Rauzy: dans d’antres
problémes des ensembles de cette nature on été considérés (voir par exemple
Lewis, Davenport et Schinzel [15]). Un tel ensemble est dense pour la
topologie sur N qui rend continnes les injections N -»Z,. Une fonction
continue qui s’annule sur un ensemble denge est done nulle. Parallélement,
on dédnit d’un théordme de Skolem {voir [9]) que & les coefficients d’une
gérie sont nuls sur un ensemble dense, cotbe série se réduit & un polynéme.

Dang cet article, nous étudions des propriétés arithmétiques des
séries rationuelles en plusieurs variables non commutatives (cf. S. Eilenberg
[(3]). Remarquons que si 3’ a,t" est une gérie rationnelle, le coefficient a,,
est égal & une combinaigon lindaire fize des coefficients de lp puissance
ndme d'une matrice fixe; la matrice en guestion n’est autre que la matrice
compagnon de la relation de récurrence vérifide par la suite (a,). Ainsi
est on amnené & généraliser la notion de séries rationnelles {définition 1).
On se donne un nombre fini 4,, ..., 4, de matrices carrées et l'on étudie
une combinaigon linéaire fixée dey coetficients des matrices étéments du
semigroupe engendré par les 4,, ... 4,; si 4y, ..., ?, désignent des variables
non. cmnmutatives, on obtient ainsi une série formelle en les ¢;: Ie coefficient
de # %, ... & est combinaison linéaive des coefficients de AH.A& v Ay
Les sérles obtenus de cette fagon sevont appelées les séries rationnelles;
M. P. Schittzenberger a montré (veir par exemple 8. Eilenberg [3], th. 5.1,
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du ehap. VII) que leg séries rationnelles- sont exactement les séries qui
appartiennent & la sous-algdbre des séries formelles qui est fermée par
passage & linverse et qui contient Ies polyndmes: ainsi se retrouve le lien
avee les séries rationnelles d'une variable, considérées comme quotient
de denx polyndmes.

Nous montrons ici que la généralisation par Rauzy du lemme de
Fatou reste vraie pour les gérieg rationnelles en plagieurs variables non
commutatives (théordme 1). Oe résultat résulbte essenticllement &’une
propogition sur les semi-groupes de matrices: nous caractérigpong les gemi-
groupes =.#, (0) qui sont semblables & des semi-groupes «.#,(Z) (propo-
gition 1). Nous généralisons ensuite un résultat de Laméche-Jacob ([8],
[61) qui étend un théordme de Polya [10] sur l'intégrale d’une gérie ration-
nelle. (Théoréme 2.) Au dernier paragraphe, nous étudions Pimage d'une
série rationnefle (I’ensemble de ses coefficients) et montrons, par exemple,
qu'nne telle série est un polynéme dés gue ses coefficients sont nuls gur
un ensemble dense. : :

2. Définitions. Soit X un ensemble fini, X* Ie monoide libre engendré

par X: son élément neutre est noté 1. _
Une série formelle 8 sur X & coefficients dans Q est une application
X* +Q.0Onlanote: § = 2 8 (w)w; 8 {w)estle coofficient de w, et ’ensemble

{S w)| w eX*} et Z’mmwge de 8. Un polynéme est une série formelle de
support fini, i.e. §(w) est nul pour presque tout w & X*. Nous notons
Q¢ X} Pensemble des séries formelles et Q(X) I'engemble des polynbmes,

- DiTiNiTION 1. (i) Soit. 8 une série formelle. 8 est dite rationnelle
il existe un entier r> 1, un homomorphisme u: X*-».#,(Q), deux
matrices 1 e.#,,.(Q) ot ye#,,(Q) tels que: VYw e X*, S(w) = Auwy.

(i) Dang les hypothéses précédentes, S est dite Z-rationnells si de
plus A, n ety sont & coefficients entiers.

- Bn particulier, une gérie Z-rationnelle a tous ses coefficients entiers.
Réeiproquement une série rationnelle & coefficients dans Z est Z-rationnelle
([18] ou [4]).

Remarqgue. Q¢X)» est muni canoniquement dune structure de
Q-algébre, qui prolonge Ia structure multiplicative de X*. Schiitzenberger
% montré (cf. 8. Eilenberg [3]) que les séries rationnellos gount exactement
les séries appartenant & la petite sous-algdbre de QXY qui est stable par
passage ) Pinverse et qui contient les polynémes. _

Pour une variable, on retrouve donc la notion de série de Taylor
d'une fraction rationnelle régulidre & l’origine.

Sous les hypothéses de la définition 1, nous dirons que (A, u, y) est
une représentation de §. Lies reprégentations de § ol » = dim{u) esh mlm-
mum seront appelées ses représmmtwm minimales,
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Schiitzenberger & montré que deum représentations minimoeles @une

série ralionnelle sont comjuguées, et que si fous les coefficients de 1o série

sont enticrs, alors elle est Z-rationnelle et admel une représentation mimmale

a eoefficients entiers ([16], III. B.1 voir aussi M. Fliesy {4], th. 2.1.2).
Si » e X*, nous noterons v* ensemble " n e N}.

DLI‘INI'llON 2. (i) Un rayon est une partie de X* de la forme uv*w
avee wu, v, we X", » % 1.
(ii) A <« X* ost dense dans X" gi A rencontre tout rayon.

Remarquons que si Card (X) = 1, X* est isomorphe & N et les rayons
cvincident avec les progressions arithmétiques. De plus, dans ce cag, les
engembles denses sont exactement les ensembles denges dans N pour
Ia topologic borne supérieure des topologies p-adignes.

Cette topologie s'étend de maniére naturelle au momoide libre X*:
c'est In topologic obtenne par restriction de la topologie des sous-groupes
d’indice fini sur le groupe libre engendré par X (cf. M. Hall [5]); nous
é¢tudions cette topologie dans [14]. Cependant, si Card (X) > 2, il n’y
a pas identfité entre les ensembles denses pour cette topologle et les ensemb-
Ies denses au sens de la définition 2.

Le résultat suivant est imumédiat.

Lamvs 1. Soit 4 dense dans X" et uv*w un rayon. L’ensemble {'n e N ]
ue™p e A} est dense dans N.

3. Sur un lemme de Fatou. G. Rauzy a généralizé le lemme de Fatou
(cité dans Pintroduction) de la maniére suivante:

TmgoriME (Ranzy {12]). Soit 3 a1 le développement en série de la
n=0

fraction P|Q, o P et @ sont deus polyndmes e Q (1] premiers enir’euz, Q étant
& coefficients entiers premiers enir’euw avee §(0)>= 1. Smt A dense dans N.
8i¥Yned, a,eZ, alors @(0) = 1.

Le résultat que nous voulons démontrer egh I’analogue de ce théordme
pour les séries en phisieurs variables non commutbatives; nous obtenons
ausgi. que pour presque tout w e X*, lo coefficient de w est entier.

Tukowivn 1, Soit 8 une série rationnelle ot A dense dans X*. On sup-
pose: Ywed, S(w)eZ. .

(1) 8 admet une représentation minimale (A, p, ) ot u 6st & coefficients
entiers. ‘

(ii) Powr presque tout w e X, S(w) est entier et il ewiste une série
Z-rationnelle S, el un polynéme P tels que: 8§ = 8, 4P, '

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin de demx lemames et
d'un résultat sur les semi-groupes de matrices.
Le premier lemme découle du théoréme de Rauzy.
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Lmvue 2 (Mypothdses du théoréme de Rauzy).
(i) Il ewiste des emtiers P21, ¥y, ..., ¥, tols que

Ynz Uyip = Pallypp—t F T e@upgen o or Ty By
(ii) 11 ewiste des matrices M e My(Z), e My,(Q),y e Ay, 1 (Q) Wls que
Y0, a = iM%, =]

Preuve. (i) On considére la relation do récurrence linéuire apsocibe
au polynbme réeiprogue de @. (i) On prend pour M la matries compagnon
de Ia relation de récurrence lindaire. w

Le second lemme est eombinatoire.

Lawvwe 3. Soit T wne séric Z-rationnelle, d wn entier =1 et & un
entier. 87 Vensembls {w e X*| T(w) = amod &} est infini, il contient un
FaAYoN. .

Preuve. Soit p la projection canonique Z — Z/dZ; nmm notereny
encore p la projection canonique 4, (%) — #,,(Z[dZ). Soit i ~ pou, i
=p{d), 7 =p(y) et @ = p(a). On a:

T(w) = amod. d < gwy = .

8i lensemble {w} T(w) = e mod d} est infini, il existe w = w@,... 4,
dang oet ensemble avec s> Oard(.#,(Z/dZ)) et x,e X, Vi, Par swm,
deux éléments de la suite @my, Foy®sy .., G0y ... & SONG éga.ux et il s'en
déduit que w peut s'écrire

W o= Wy  AVee - Jwy == B, Wy ¥ 1.

Done: Vn e N, pgwmld = fw, = gww, obt: Ilgwwiwy =& Par suite:
T(wwlw) = e mod d. m '

. Le résultat suivant, sur lequel repose la prewve du théordme 1, carac-
tériséd les semi-groupes de type fini = .4,(Q) qui sont semblables & un
semi-groupe c ,(Z). ‘ '

. PROPORITION 1. Soit 8 un sous-semi-groupe de type fini de A ,(Q).
Les conditions sutvantes sowd équivalentes.
(i) Zoutes les valeurs propres des matrives de S sont dos entiers algébm—
s,
! (H) 8 est semblable & um sous-semi-groupe de ML), i.6 G0 ewiste P
e GL,(Q) tel que P8P — #,(Z).
(Oette proposition g’étend aux annesux prineipaux, comime le montrera
la preuve.)

- Preuve, L'implication (i} = (i) est claire.

Pour (i) = (ii) on peut supposer que § contient la matrice identité,

1. Montrons quil existe d e N* tel que d8 < #4,(Z).

(a) Nous nous plagons d’abord dans le cas ol 8 est irréductible, L.e. 1l
n’existe aneun sous-espace de O stable sous tougles endomorphismes définis
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par 8. Lo’ @-algébre I engendrée par 8 est donc aussi irrédunetible, et
par suite, d’aprés [2] (exercice 1 du § 2) Ia forme bilinéaire sur M (M, M)
- Te{M"M") est non dégénérée, Par hypothése: VM e 8, Tr(M) & Z.

Jomme & est un semi-groupe, Palgébre cngendrée par S est égale
& Lespace vectoriel engendré par 8 et il existe My,..., M . €8 formant
une hase de M. 8i M e 8, on a:

M= > oM, xeQ.
] 1dsse
Par guite:
Vi 1<j<or To(MM) = 3 o/lr(MM).

1eis
On obtient aingi un systéme de Cramer (puizque, la forme bilinéaire Tr(-)
étant non dégénérée, le déterminant d’ = {Te{ M, M;)|, 1 < 4,5 < 8, st # 0)
en les @, Comme Tr(MM;)eZ, on a: Vi,d» e Z.
~ Soit @' un dénominateur ecommun aux M, et @ = d'd",
Alors: M == d's;-d"" M, e M.(Z).
(b) 81 § n’est pas irréductible, on se ramémne par cha,ng‘ement de
base au cas ol § s’éerit:
8, T
s=(0 )

ot §, ost irréductible et 7, == dim(8,) < + = dim(S).

Par réeurrence sur +, il existe d, e N* tel que dy 8, = A, (Z), et
’aprds (a), il existe d, e N* tel que: 4,8, = A, AZ).

§ ost un semi-groupe de type Ilnl, done il emste des matrices M7, ,

v Me S telles gue tout M e § s'éerive: M = [f M. Posons:
1k

Mo .
M”’:(Ol Mg), 1gj<t.

Soit d'un dénominatenr commun aux ¢ et ¢ = d'd,d,. Alors:

[ 3wl g wl
i 1 '

0 ] o ’

ap o [(FGEY: S @@ @)
Y (@) 4,1,

avee Ny, Nl e B, N,, N e 8, done dM & &, (Z).

2. T1 existe done d € N™ tel que d-8 < #,(Z). Soit V le sous-Z-module
de Q' engendré par les vectewrs M-v, M eS8, veZ'. On a: d(M-2)
e (dM) v € 2"

AM = d

3 — Acta Arithmetica XXXIX. 2
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Done V = 412" egh un Z-module libre, de rang ¢ puisqu’il contient Z".
Tl existe done une base de Q7 qui est une bage du Z-module V. Par ailleurs,
T est stable sous §; donc, éerivant S dans cefte bage, on voit que § est
semblable & un sous-semi-groupe de &, (Z). m

Preave du théoréme 1. (i) Daprés M. Fliess [4] (th. 2.L.L)
il existe une représentation minimale (A, gy, 1) de 8, ot g, est de dimen-
sion #, des éléments u;, v; de X¥, 1< 4, =7, des mutrices g,y € A4, (Q)
telles que:

1
VweX* g == 2 g, 58 (w07) .

]
Soit w e X* et ’l’” Ia série formelle do 1& variable i:

Z 8 (up0™0g) 2 Ty 4 (myt™,

Azl sl .
T;,; est rationnelle car: @, = /'Llylu,,;(ylw)"ylﬂy, Soit aN-+1 une progres-
gion arithmétique dans N (o >= 1}; alors waw®(w®) v, est un rayon et par
suite rencontre A. Il existe done n &N tel que: S(uaw™ o) = 1Ly, (an -+
+b)eZ. _

Donc Vensernble des m tels que T (m)eZ ost dense dans N, e
d’aprés le lemme 2 la suite (Ty(n)) véritie une relation de récurrence
linéaire 4 coefficients entiers. Il existe done une relation de réeurrence
linéaire & coefficients entiers comme & toutes les suites T, .(n), L €4, < r:
Vi, j,¥n=0,

Tygn+q) = o Ty y(n+q—1)+aTyy(h-+g—2)+ ...

Par suite:

T = Zm"dT‘;’f fi-i-q) = ZW’WZ%T‘” (- g )

S,y 1 (1),

X o
== ZakEMMTM ﬂ"i‘"g"“'lﬁ Za‘u’wﬂquk
k=l 37 FESD)

Done les valeurs propres de wyw sont des entievs a,lgébuquv Par suito,
d’aprés la proposition 1, il existe P ¢ GL,(Q) tel que: Py, X*F < # (7)
Soit g X* > #,(Z) Qétini par: pw WI’ Y, et A e AL, o Dy,
Alors: Yw e X", Jpwy = A, PP wwPP Yy, = §(w), done (4, g, p) ost unc
représentation de 8 et u est & coefficients ontiers.

(i) Soit ¢ un dénominateur commun aux matrices 4,y ot d = d'%,
Alors la gérie T' dont une représentation. est (d@'A, u, d'y) esf. Z-rationnellu
et vérifie: Yw e X*, T(w) = d-8(w). L’ensemble des w tels que d divise
T{w) contient A, par hypothése. Par suite, aucun des ensembles {w
e X' T(w) =amodd} {a=1,...,4—1) ne contient de rayon, dono
ces ensembles sont finis (lemme 3). Par suite, pour presque tout w, &
divise T{(w), i.e. S{w) est entier. ‘ '
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Soif
$p= > Bww et P= > Sww.
e weX*
S{w)eZ S(w) ¢z

P ost un polynéme, ot d’aprés les remarques gui suivent la définition 1,
&, est une série Z-rationnelle.
Le théoréme 1 est donc démontrd. m

4. Sur un théordme de Pélya. Soit 3o t" la série de Taylor d’une
fraction rationnelle réguliére 4 lorigine. G. Pélya a montré [10] que si
e (n+4-1) Z alors la série ) (a,/n+1)1" est encore rationnelle. K. Laméche

eti G. Jacob ont étendu ce résultat de la maniére suivante (jw| désigne
la, longueur de w e X*): si w = By gy - By BVRC Iy, e X, alors |w] = k:
Tutontme (Laméche [8], Jacob [6]). Soit 8§ une série rationnelle.

8t pour towt w e X*, 8(w) e {jw|+1)Z, alors la série

N Sw)
Zi Tl 41"

est rationnelle.
Le résultat que nous nous proposons de démontrer est le

TugoriME 2. Soit § une série rationnells et A dense dans X*. Si powr
tout wed, §(w)e(lw|+1)Z alors la série

2 8 (w) w

] -1
o8t rationnelle.
Nous avons begoin d'un résultat intermédiaire.

ProrosITION 2. Soit § une série rationnelle et @ un ensemble fini de
nombre premaers tel que les foacteurs premiers du dénominateur des fractions
réduites S(w)/(lw] -1-1) soient tous dans Q. Alors la série

18 (w)
ool +1
est rationnelle. _
CAvant de démontrer  eette proposition, énongons un lemme, dont
1 prenve 'obtient en congidérant la reprégeniation d'une série rationnelle.
LmvMn 4. Soit § wne série formelle et a,b e N*.
(1) § est rationnelle si ef seulement si la série 2 ab™ 8 () w ost ration-
nelle. :
(ii) (Propriété d'Bisenstein) 8¢ § est mmmfbmlle, 4l emiste a, beN*
tele que 3 ab"8(w)w soit Z-rationnelle.
u .
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Preuve de la proposition 2. En vertu du lemme 4, on peut sup-
poser que S est Z-rationnelle, donc que S(w)eZ. Boit d = ] ] B et
T =3 d"8(w)w. ped

w

T est rationnelle;soif p un nombro premier et », la valuation p-adigue.
On a: Vo e N, v,(n+1) < n. Par suite:
(i) Bi pe@ on a:

O [T (W) /(o] +1)] = 0, (8 {w0)) - o] - v, (w - 1) 3= 0,
(ii) Bi p ¢ @, par hypothése:
0, [T ()] (I] +1)] 2 0.

Par suite 7'(w) e{|w|+1)Z et d’aprés le théoréme de Lamdéche—Jacob,
2T (w)/(lw|+1))w est rationnelle; on eonclut avee lo Jemme 4.

Levme 5. Soit (w,) une swite d’entiers vérifiant une relation de réour-
rence & poefficients entiers:

Yz 0, = Gl oty gy . hau, (4 2).

Soit p un nombre premier ne divisant pas a,. Il existe T e N™ tel que
Dapplication n b Uy, $OU continue pour la topologie p-adique (i € N).

Preuve. Soit M e #,(Z) la matrice compagnon de la relation de
réeurrence; il existe alors A e J#, ,(Z) et y €., (Z) tels que: VneN,
4, = AM"y. Comme p ne divise pas det(M) = J:a,, Pimage de M dans
M (Z[pZ) v est inversible, et par suite il existe 7' tel gue: M7 == I mod p,
od I est Ia matrice identité. De ceci se déduit: Vi > 1, M?" = I mod p**.
Par guite, Y% 3> 1, 'homomorphisme N - GL,(Z/p*Z) qui a » associe MT*
est continu quand N est muni de la topologie p-adique ot Z/p*Z de la
topologie discréte,

Done 'homomorphisme N - GL,(Z), % s MT" est continu pour la
topologie p-adique et le lemme b g'en déduit.

Preuve du théordme 2. (i) Nous dirong gu'une matrice M est
peeudo-régulidre §'il oxigte uno matrice semblable 2 M, de la forme

M, 0
o o) o» .
produit de celui de M, par une puissance do la variable; pur suite
det(M;) ne dépend que de M ot si M e.#4,(Z), det(M,) est entier.
Nous poserons: d(M) = det(M,), _ .

(i) Soit p: X* - #,(Q) un homemorphisme. G. Jacob a Inontré
qu’il existe une constante N e N telle que powr tout élément w de X*
vérifiant jw| = N, il existe une factorisation w = Wty telle que 0 << juy
< N et uw, est une matrice psendo-régulitre ([6] ou 7], chapitre VII,
‘th, 19). : '

) o M, est inversible. Lo polyndme carnctéristique do M osh
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(ili) Gréce au lemme 4, nons pouvons gupposer que S est Z-ration-
nelle. Soit done (4, g, ») une représentation de 8 aveec: le My (B, uX*
c M NZ) ot y e, (Z) :

Soit @, Pensemble fini des nombres Premiers ot p divise d (uw), (w| < N
et uw psendo-régulidre.

(iv) Soit w e X* tel que jw| > N. D’aprés (if) il existe une factorisation
W= w0y 01l w, vérifie: 0< jw,| < N, w, est pseudo-réguliére. Done
gI‘ g) oll M, est inversible.
Il existe done une matrice ligne A, et une matrice colonne p, telles que:

Vo1,

ptwy cat gemblable 4 une matrice de la forme (

S (wywitts) = Auo i uwyy = A MYy,

D’aprés (i), le polyndéme caractéristique t"maltq;l——
coefficients entiers et a, = +-det(M;) = Ld(uw,).
La snite w, == §(wwlw,) véritie done: '

—&, de MM, est

VYn2l, U,.o=a, . +... @by, «

(v) Boit p ¢ Q,. Comme p ne divise pas @y, 1l existe d’aprds le lemme 5
un entier T :=1 tel que lapplication n s w;, ., == & (wltT™0,) soit
continue pour la topologie p-adigne. Or Vapplication. » s 1+ lw| +nT|w,)
= 1+[wywit™w,| est continue; done l'application f: n s ﬁ#%’;{
egt continue N — @, . _

D’aprés le lemme 1 et ’hypothse, f(n) est entier quand = parcourt
une partie dense de N, done dense pour la topologie p-adique. Par guite,
F(N) est contenu dans Padhérence de N dans Q, i.e. {& €@ v,(z) > 0},
ol v, désigne la valuation p-adique. En particulier: 1:1,(8 {w) /(] +1))
= %;(f(ﬂ)) = 0. ‘

{(vi) On obtient ainsi: Vp € Q,, Yu tel que |w| > N, 0y (8 (w) /(|| +1))
= 0. Soit @, Pensemble fini des nombres premijers qui interviennent dans
les dénominateurs des & (w)/(1-lw]) ol ] < N; soit @ = @U@, On peut
alors appliquer la proposition 1. m

5. Sur limage d'wne série rationnelle. Nous présentons dans ce
paragraphe quelques résultats donnant des conditions suffisantes pour
qu'une série rationnelle n’ait qu’un nombre fini de coefficients distinets.
La plupart d’entre’cux ont déjh été établi dans le cas d’une variable par
J. Berstel [1]. - _

Auparavant, énoncons un résultat qui caractérise les séries ration-
nelles d’image finie, et gue mous avons démontré en [13).

PROPOSITION 3. Soit § wume série rationmelle. Les deww conditions
suivantes somt bquivalentes: '
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() {S(w) we X"} est fini.

(il) Pour tout rayon B, {S(w)| w e B} est fini.

Noung allong démontrer la

PrOPOSITION 4. Soit 8 une séric Z-vationnolle of A dense dams X,

(i) 8% S(A) est fini, S est dimage finie.

(ii) 8%l ewiste & e N tel quo powr towt w & X*, S(w) ost nul ow n'e pas
plus de & diviseurs, 8 est dimage finde.

Preuve. D’aprés la proporition 3, il suffit de nontrer guo pour
tout rayon B, S(R) = {8(w)| w & R} est Lini. Boib up*w un rayon; la séric
en la variable ¢, 3' 8 (ue™w)t"® est Z-rationnelle. De plus, d'aprés lo Jomine 1,
Pengemble B = {n e N| wv™w € A} est dense dans N.

On est done ramené & démontrer la proposition dans lo cas d’une
variable. Pour (i), ¢’est un résultat de J. Berstel [1] (corollaire 3.1).
Pour (i): soit 3w, 1" une géric Z-rationnelle d'nne variable. .

Elle vérifie une relation de récurrence lindaire & coefficienty entiers:
V20, U, = ity g ... a0, (¢, €Z). En supprimant un nombre
fini de termes de (u,), on est ramené a: a, # 0. Boit p un nombre premier
ne divisant pas a,: d’aprés le lemme 5, il exigto T tel que les T’ fonctions J;
(0 <4 T —1) définies par: f{(n) = u,, p, soient continnes pour la topo-
logie p-adique.

Pour tout i, Pensemble 4, des » tels que i-+Tn e 4 st dense dans N
(lemme 1) et 'on a: f;(4,) est finl, Par suite fi(N) = f,(d,} est fini, ot
les u, sont en nombre fini. m

_ CorOLIATRE 1. Soit 8 une série Z-vationnelle et A dense dans X*
tel que S(A) = 0. 8 a8t un polyndme.

Preuve. D¥aprés la proposition 2, § est d'image finie. TI oxiste
done un entier d:>>1 tel que: S{w) = 0 <> d divise §(w). '

{w] 8(w) == g mod d}, 0 < a € d—1, sont finig; leur réunion dtant préeisé-
ment le support de §, celui-ci st fini ot 8 eyt un polyndme.
- CoroLLAIRET 2. Soit § une séric Z-rationnelle et A demse dans X~

8i Vw e A, 8(w) ost wul ou wn nombre premier, N est d'image finie.

Oe corollaire décounle de la proposition 2 (if), m

Soit P un polyndme d’une variable tel que: P(n) ¢ Z, Vo & N. 11 est
bien connu [11] que 8i P(N) est infini, i.e. P non constant, I’ensemblo
des nombres premiers p qui divisent I'un des P(n) ost infini. On obtient
un. résultat analogue pour les séries rationnelles, sn se restreignant aux
séries & groissance polynémiale; wne sério 8 est dite 4 croissance polynomiale
8'il existe des entiers 0 et s tels que:

VweXt, |(8,w)<Clwl.

(Rappelons que |w| désigne la longueur de w.)
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~ Prorosirion 3. Soit 8 une série Z-rationnelle & croissance polyndmiale,
A dense dans X* et d un entier > 1. 8i pour tout w g A, B(w) est nul ou
n'admel pas plus de 4 diviseurs premiers, alors § est dimage finie.

Preuve. Comme pour la preuve de la proposition 4, on est ramend
an cas ol 8 est une série d*une variable. Mais dans ce cag, la proposition
déconle d’un résultat de J. Berstel ([1], théoréme I). m

Nouws dirons gquun ensemble B de nombres entiers est: un ensemble
de Pdlya si Vengemble des nombres premiers p ot p divise I'un des » e B,
z 5 0, est fini.

PROPOSITION 4. Soit § une série Z-rationmelle ot A dense dams X
Si S(4) est un ensemble de Pdlya, Vensemble des coefficients de S est un
ensemble de Pdlya.

Preuve. Soit ) lensemble des nombres premiers p ol p divise
Pun des » € §(4),  # 0. @, est fini par hypothése. Reprenons les points (i),
(ii), (iii}, et {iv) de la démonstration du théordme 2. '

Soit p un nombre premier ¢ ¢, UQ;. D’aprés le lemme 5, I'application
%> Uy gy, = 8(wAwi™,) est continue pour la topologie p-adique.
D’aprés le lemme 1, Pensemble B des = tely que w,w20i™w, 6 A est dense
dang N, donc dense pour la topologie p-adigue. Or, # € B impligue que
Uiy, = 0 00 P ne divise Pas uyy gy, Le.: [thypel, =0 ou 1. (| |, désigne
la norme p-adigue.)

Par suite: Va, [ty o), =0 ou 1, ef en particulier: [uyl, = |(8(w)),
=0 ou 1. _

Dloti: Vp ¢ Q,0Q;, Vw tel que [w| = N, |8(w)l, = 0 ou 1.

Boit @, Pensemble fini des facteurs premiers dos S{w) avec jw]| < N
ot @ = Q,UQUQ,.

Alors Vp ¢Q, Yw e X, S(w) est nul ou p ne divise pas §(w) et Ia
proposgition en découle. m

Tous mes remerciements vont & J. Berstel pour son aide et ses conseils
pendant la rédaction de cet article, et pour avoir bien voulu lire le ma-
nuscrit.

Ajouté sur épreuves: la démonstration de lo proposition 1 peut-dtro simpli-
fido par Tutilisation d'un théortine de Shirghov {voir th. 4.2.8 dang L. M. Rowen:

Polynomials identilios in ving theory, Acad. Press 1080).
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A problem of Erdos on sums of two squarefull numbers
by
R. W. K. ODONI (Exeter) h

¢. Inroduction. In a recent st [6] of solved and unsolved problems,
P, Tirdios notey that many interesting questions arise when one attempts
to imitate the proofs of results on quadratic forms (and in. particular
sums of squares) when eonsidering their apparent analogues for squarefull
numbers, that iy, positive integers # such that, when p is prime and pln,
then p2ln. (Brdos calls these powerful ﬂu,mbaas)

Our concern in this paper is to answer, in the negmtwe, Erdos’s questmn
a8 1o whether the number of natural numbers < 2 which are sums of two
squarcfull numbers ~ Oz{logz)™* (which is the expected quantity, by
analogy with Landan's well known result [10] for sums of two squares).
We shall achieve this by proving

Tumorym 1. Let % denote the set of sums of lwo squarcfull numbers.
Then there exist positive consianls o, § and y such that

(1) card ¥~ [1, #] > ax{loga)™ *exp(floglogz/logloglog)

for oll @ >y, : . .

Weo remark that Theorem 1 is not necessarily so surprising as it
seems ab first glanee, since A. O, L. Atkin [1] has shown how a .slight
“perturbation” of the sequence, 8, of natural squares ean yield a sequenee 8
for which &' -- 8 has positive natural density. There is no relation between
Atkin’s argwments and onr own, however.

The proof of Theorem 1 iz rather complicated, and themiﬂre reguires
gome proliminary disenssion. We view Hrdos's problemw. as one on the
representation of natural numbers by at loast one of & large set of pomtwo
definite binavy integral quadratic forms. We note that % is ifdlentical
with, the set of all intogers reprosented by ab least one of the quadratic
forms

B2 Lopgty? 1 ~ 1. < m & =1,
B = By A5, ) s w4y for m, fn,/l, m<n and (m,n) =1

Sinece we only regnire an £-result Eor , it will suffice to replace # in The-
orem 1 by any subset %, of #. We ta,ke advantage of this in order to



