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Lois de répartition des diviseurs, 3
par .

'GERALD TENENBAUM* (Talence)

1. Introduct:lon Soit; (.?L t) un couple de réels appartenant & [0, 1] x
*x[1, --eco[; nous avons étudié dans Darticle précédent [3] quelques
yropriétés des diviseurs d’un entier » qui sont dansg Pintervalle [, a1,
Noug avons montré en particulier:

1) Llexistence pour tout entier positit ou nul % d’une fonction con-
tinne f,(2, 1) égale & Ia densité asymptotique de la suite des entiers
ayant da.ns Pintervalle [, [ exactement % diviseurs premiers. On

a pour t= k41

) Fildy 1) =%,—(10g1/}.) ( L Guld “)

I‘(t—Jo)
avee |a. (4, 1) <
2) L’exlstence d'une fonetion contmue (A, t) égale A la densité

asymptotique de la suite des entiers n ayant dans l’mterva,lie [fn,"" i
au moins: un diviseur, premier -ou non.

La fonetion h(4, t) est done 'analogue; pour les d.lVlseurS quelconques,
de 1 —fy(4, ¢}, Nous montrerons dans un prochain, article que le cag k = 0
est en fait Ie senl non trivial, Panalogue de f,(A, %) pour k> 1 &tant iden-
tiquement nul. Comme la fonction 1—fu(4,?) tend vers une limite (égale
& 1—2) lorsque ¢ tend vers infini nous sommes portés & conjeeturer
Pexistence dune limite
(2) (/1):-—~11m R(2, 1)

! [

qui scit une fonetion continue de A; cest ce que nous nous proposons
de démontrer dans cet article,

Notations. Outre eelles infroduites ci-dessus, nons utiliserons les
notations suivantes:

Pour toute suite o d’entiers, nons désignerons par dens( ) Ia denslté
asymptotique, lorsqu’elle existe, de la gunite .

* Laboratoire associé au (. N, R.S. n° 226.
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Pour tout couple de réels (4, ) de [0,1]x{1, --oo[ nous noterons
a4, 7) la densité asympiotique de la suite des entiers ayant au moing
un diviseur dans [, y[.

Tes lettres a,b,c,d, k, 1, m, n, » désigneront des entiers nabuvels
positifs alors que les letires p eb ¢ désigneront exclugivement des nombres
premiers.

Pour tout cntier », nous nobterong:

p(n) (resp. q(n)) le plus grand (resp. le plus pefit) des facteurs pro-
miers de #;

£(n) (resp. w(n)) lo nombre de factours premicrs de % comptiy avee
(resp. sans) leur ordre de mulfiplicité;

u(n) la valeur en » de la fonchion de Mobius.

Le plus petit commun multiple & & cnticrs ay,..., ¢, scra 1066
[y 00y Oz _ : '

La fonction it g{t) est définie pour 2 0 par

ofty =1
g continue 4 droite en
to' () +o(l—1) =0

La fonction s—{(s) est la fonction zéba de Ricmann.
Enfin dans tout cet article, nous poserons:

pour 01,
t=1,

pour i>1.

_ log(elog?)

d=1
log2

= 0.0860 ...

Notre résultat principal s'énonce ainsi: .

TiosoRIEIE. Soit 2 wn réel fixd dans [0, 1]; alors la fonction y—d(1, ),
égale & lo densité des entiers ayant aw moins un diviseus dans [y, y[, admel
yme limite h(A) lorsque y fend wvers Dinfind.

La fonclion Ar>h(A) est continue et vérifie

2y h(d) = lim h(4, %)
: {0

ot h(A,t) désigne ln densilé des entiers n oyont aw moins wn diviscwr dans
L T ;
[n™, w1,
De plus, on a powr towt A de [0, 1] Dencadrement:

(3) 12X h(A) < 612,

Notons que Pencadrement (3) est une conséquence innédiate do la
relation (1) appliguée pour k = 0 o de la majoration de % (4, ¢) démontrée
dans [3) (formule (34)).

2. Cinq lemmes. La preuave du théoréme repose sur Les cing lemmes
suivants
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LEMvE 1. Soit o un nombre réel supérievr ou égal & 1, et soient X7, S
deux ensembles dentiers contenus dans [1, y[ ef tels que F & A On désigne
par o (resp. o) la suite des entiers positifs qui sont multiples d'aw moins
un nombre de S mais ne sont multiples & aucun nombre de F (resp. et tels
que p(a) < y). Alors of passéde une densité et Von a

dens(at) = [Ja—p™) 3 a7t
. sy assly,

Démonstration. s est une réunion finie (dans N*) de classes de
congrucnce, done o posséde une densité, égale & la densité analytique:
dens(&) = lim {77 (s) 3 a™".

:;i aes’

Posons, pour § > 1:

A(8) 1= {78 Za”

asa’
on at
Ay = [Ja—p=) Y al@ya Ya*
LY d=1 acnf

ou l'on a posé:

s 0 sinon.

De plus, on peut écrire:

Da@at Ya = Dglnyn~

az=n aes’ nzl
avec: :
gin) = D' p(d).
dln
nidest _
En particulier, g(n) = 0 si » n'est pas dans . Décomposons chaque n
de o sous la forme n = be avec: ' '

b='Hp'..

?’ln
PpPEY

Comme le plus grand diviseur de » appartenant b SN\ est formé de
factenrs premiers < y, il divise b et donc b est dans &, Alors, si d est un
divisenr de #, z(d) ne peut étre non nul que si d divise ¢; mais, dans ce
cas, njd est multiple de b, done appartient 3 .. D’oly, pour % dans

1 8 e=1,
= ay =4
g(_%) g wd) {0 sinon
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on en déduit lexpression de- /(s) _
. - —m5 N -8
M) =[J-p7) Ya
=y ' assfy
et, finalement, le résultat en faisant tendre s vers 1.

LEMME 2. Soit 2 une swite, f.nie ou non, dentiers distinets. On définit
pour tous entiers m, k lo. quantité ry(n) comme le nombre de représentations
de n sous la forme n = [&y, ., g avec g, e L powr j =1, ..., ket 2, < ...
o <D Ry} O pOSE

r{n) : Y LY te(n) .
]Cﬂi

Aloys on o Pindgalité: '

|r(m)] < 270,

Démonstration. Posons, pour n et & entiers positifs:

a(n) 1= D 'r(d)

aln

On voit que i n posséde exactement ! diviseurs distinets dans &, on a:

ak('n') = (;g)
avee la convention (;) =0 8l 1< k.

On en déduit Iy relation:

[=4]

- =D T e (n) = ey

K=l

ol g, vaut 1 8l # 2 au moing un diviseur dans % et vaub 0 ginon. Ocla
équivaut & 'égalité smivante, valable pour tout entier positif n

Zr(d = &,

P o A,
on peut encore I’écrire:

r(n) = D' u(d) eyg.

aln

< Q@] = 2.

gin

On a done, finalement:

Levvr 3. Sozt k wn entier posmf et soit & = (ai, cves ) Um 2F-uple

de nombres réels tel que pow tout- * 4= 1, ...,k oneit 0 < ey ) &K oy < 1o
On pose '
N = N(a; a} = card{n <

<w: Vd (d]n_::-Vi(i = 1., ...., k) d¢ [w“z-in—l’m"z‘-‘[)}~

icm

tout 6 (6 =1,...,k)

(4) Ve>0

[
o
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Alors 4l existe une fonetion continue f: 10, 17*->{0, 1] felle que:
(%) Na;x) = of(@)+olx)
o la quantité o(x) est uniforme en @ lo-rsq-ue a appartient & wn compact
inclus dans 10, L[*%

 De plus la relation (+) est encore mlabla 8 Don vemplace dcms la défint-
tion de N, pour ehagque i, les intervalles fermés-ouverts [x 61 G par
des intervalles fermés, ouverts ow ouverts- fermés.

Démonstration. I1 suffit de prouver le lemme dans le eas parbi-

culicr ot les inbervalles [x™¥~1, #™[ sont fermés-ouverts ¢t olt on & pour

Oy < 12,

En effet, en utilisant la continuité de f, on étend sans peine le régulbat
3 des intervalles queleonques, puis, en utilisant la sy métrie des divisenrs
de n autonr de n'® (qu'on peut remplacer par «'”, quitte & fairc une
erreur qui est o(wx), comme on P'an montré au lemme 7 de {37} on obtient
Pénoncé général.

Nous allons voir que le lemme se démontre 3 partir du cas k =1,
traité dans [3). Nous avons, en effet, montré dans [3] I’existence, pour
tout « de 10, 1[ d*une quantité e(a), ne dépendant que de «, telle que
T'on ait
(1—0(a}a”$f(ams, a-te) < 1).

Considérons donc & = (ay, ..- 0, on pose:

N, = Na; o) = card {n <

, Oy}, Pour tout £z
z: Idm, F (L<I<R)
de[a Y, o™ et q(d) =3}

Alors Ny = [#]—N; de plus, gl un entier n < ¢ est compté dans N,, mais
pas dans N, pour s> 0, il existe un entier ¢ (L << k) pour lequel %
posstde an moins un diviseur d dans [0, 2"¥[ mais tel que tous les
divigeurs @ de n dans [#%, "% véritient également g(d) < «"

81 on ‘pose, pour un tel #

@ :=min{d: din et &¥ < d <™,

221

on a alors & [g(d}) < 7, done:

maﬂi-—l < @ < m"ﬂi—l"“’_
Draprés (4) le nombre de tels » est done majoré, pour & assez grand, par
2¢(a,.,) &2 et on a, en posant D(a) := 2 max 6(0g—y)y  POUL. X ABHCD
grand: ik

< N, —N.< D(a)la.
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Celo montre qu'on peut se ramener pour prouver Pexistonee de £ 4 prouver,
pour tout ¢ >0, Vexisbence dune fonetion g, vérifinng:

Nela; @) = ag (@) +-o(w).

En effet g sera une fonction déerolssante de ¢ of on aurs f == L--limg,.
L

D’autre ]_Jm:t, sl f exigte o'est néecssaivement une fonction continue de
@ car, st §i=(fy, ..., fup) €5t tel que max|e;— 4] << ¥, on montro i I'aide
du (4) qu’il existe une constante £(a) telle que, ponr @ assez grand, on ait:
(B) |V (a; a)—N(F; 2)

Il ne nous reste plus qu'a prouver Pexistence de g, pour tout ¢ 3 0 fixd
8l nous posons

< Bla)y w.

® = {U [0 ™ [} nfe <o gle)
o1 &t
Ny(a;u) = X (=18, (x),
. te-1
avec:
Bm () == ‘\_1 [ rij.,_m ‘ ]
- :“ = L"'l:"'?"‘m]
! :Js‘/

On montre alorg exactement comme dang le cags B s« L {tenité dany [31,
page 31 — la seule modification consistant d rémplacer Ia définition de
Z, dans [3] par la détinition (6)) que la sormmation sur m est en fait finie,
que le nombre de valeurs de m ost borné indépendamment de w, ot quo,
pour tout @, a7 B, (2) tend vers une limite lorsque @ tend vers Vingini.

Cela aehwv done de prouver 1’0\;1;31;01160 de f3 1110111;1'071&1 qne dans
Négalits: :

N{a;a) = af(a)
& quantité o (@) et uniforme lorsque @ paccourt un conrpact i do 0, 1[**.

S n'em dtadt pas ainsd, il exisberait une constante ¢, uno suite o, de réols

tendant vers - oo of une suite a, (1(* pointy do K tolﬁ (U pour Lmﬂ. endior
7, On ait .

(7) ‘ [N (8, @) — 0, (&, )] ey, .

) ola)

Comme @, est dans & pour tout » on peut supposer qu'll existe w &
dang K tel quo:

lima, =a.
"
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Pogona &, = max|a, ;—«a;l; &, tend vers 0 lorsque % tend vers linfini.
+
Dlaprés (5) on a pour z, assez grand: ‘

LN(GAJ “’u)"" '.nf n < |N(an2 ) N(ﬁ Tn): +
"]'wn]f ﬁi) —"f(fin |€ E(a) E)L.‘TB,,,‘—I O(wn)ﬂ

N (@, 2,) o f (@) +

ce qui contwvedit (7) pour n assez grand, et achéve la déinonstration.
LevME 4. Soit f: R >R wne fonction intégrable au sens de Riemann
dont le support est inclus dans un compact de 10, 4 oo, Alors:

\ 1 log 1 P
lim M f( 08P ., ng")= ff(ul,._.,nn)ﬂ... Y

Teroe  Amd Pyl By logz loga Uy U,

.’ﬂp----pn C RN

Ly démonstration de ce lemme a été donnéde dang [3] (lemme 9).
Lo lemme suivant a é66 montré par Bovey dans [1] (lemma 4).

Lramve 5. Pom‘ tous réels y =3 el t >0, on a:

Z — ]Omyf Q(’Li: fl’lﬁ"i‘o(lOgJ)

no>yt
r{ny=y

3. Démonstration de la premiére partie du théoréme. Nous nous
proposons de démontrer dams ce paragraphe l'existence et la continuité
en A de la lhmite

B(A) =Hm d(i, g).
Yoo

D’aprés un résultat d'Erdés [2] on sait qu’il existe deux fonctions

E,(e) et R.{y) telles gue: '

(8) A(L -z, y) << By(e)+Ry(1), hm R (e} = Hm B,y(y) = 0.

Y—00
Posons, pour tount > 0:
d, (A, 9) = deng{n: Id|n, ¥ < d < ¢ nonId|n, v < d < v}
Drapres {8), on a:

(%) d.(A, ) << d(4, 4) < d, (4, ¥) %—R1(£)+R () +1ly.-

1 gutfit done de prouver Vexigtence de la limite
k() :=1m d,(, 1);
H—rco

en effet, en faisant tendre ¥ vers Pinfini puis & vers 0 dans (9); nous ob-
tiendrons Pexistence de (1) et nous allons voir que si h(1) existe, c’est
nécessairement une fonction continue de A:
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en un point 4 ¥ ¢ on a pour tout &> 0

,y““)/l% ()1+ ) PRy

0< d(l,y)—d(l-l-ﬁg?l)éd(l+8/

d@’olt la continuité en A;
1 continumité en A = 0 décounle simplement de la majoration pour

tout s> 0 de 1—d(s, y) par la densité des entiers D’y ymni, pas de factenr
premier dans [y" y[:

1—dle, y) < (L—-p7") = e-to(l).
Iy 2ST] ‘

= ['.'/za AR

=[Ja-s Fa
pRY

(1)
ot la sommation porte sur les entiers o vérifiant les conditions:

Appli(iuons Ie lemme 1 avee A = [y*"*, y]; nous obbenons

Iexpression de d.(2, ¥):

pla) <y,
Ad|a, V' <d <y
nonddie, ¥ <d=<Y.

D’aprés le théor éme de Mertens, il suffit. d’étudier l’exlstonce de la limite
en ¢ de la quantité .

(10)

(logy)™ X'a™

{0
Tixong ¢t > 1 {(grand); on pose

ol =

0 {19),
a<y

a '+ Hy, ).

Dapres le lemme B, on a:
05
H(y, %)< logy j o(uw)du

comme r[ w)du tend vers 0. lorsque ¢ tend vors Vinfini, il nous suffit

de montrer que pour tout £ fixé la qua.ntlbé suivante admet nne 11rm“be en o

Za‘.

(10)

log y)”

Pour chaque entier: a considérons la déeomposmon a = bo ol o est le
plus grand dmseur de & dans Yintervalle [¢’ ,yl“"[ Alors g(b) = ¥', ot
pmsque b<a< 4, le nombre des facteurs premiers de b est inférienr

icm

Lois de répariition des diviscurs, 3 27

4 tfs. Cela montre que nous pouvons nous ramener &
entier & fixé, la limite en y des quantités snivantes:

8= (logy)~! E pt Zc“‘
(11} (12)
oll la sommation en b porte sur les entiers vérifiant
Q) =%,

Pr<eb)<pd) <y
bgyﬁ—ﬁ.

& étudier, pour tout

(11)

ot ol la sommation en ¢ porte sur les entiers yérifiant

y<o<y™
e < yib-—-l,

(12)
' Va (dbe=d ¢ l¢, 4]).

Pour tout entier _7 1, on éerit alors:

=1

so-§ 3o

(12) C =0 (12.4)

ot 1o sommation intérieure porte sur les entlers e qui vé.nﬁent outre
les eondltlons {12y,

(13)
avee, pour tout ¢ (1 <4
4
) e‘,g'w——'. ;-"E“? (1_”)»“"“8).

Considérons un entier b fixé vérifiant (11). La derniére condition de (12)
a'éerit

V8B (p A1) Vd(dle=d ¢ Jop™H yb™D).

Cela permet Pencadrement suivant, valable pour 0 <i<j—1,

Yol el 2** ¢!
. (n (%) sy
ot 3" (resp. ™) désigne la sommation sur les entiers ¢ de Vintervalle
(12,,4) . (12 i)
Ly %1 "I A [y, ¥'5™1] qui n'ont pas de diviseur dans U]y Wigt yp]

Gesp. 1", 987, h

AL
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Daprés ce qui précéde, on a 'encadrement

Posons
, ., logd o— A
= min t— t = e | .
i O BRIk Ch oty as) AT )*2 i Loepy | LoBDe)
. BT <T- i7" logy 777 logy
Pour tous les entiers ¢ tels que 1)f << p sanf an plus un, la somme }:* =
5%) — A=
{resp. “\_:*) est 6tendue aux entiers de Dintervalle [y", g ”1”[ qm L HimAze) jz 2 25"1*3‘“ max ?71(?! Zb -
n’ont pas de diviseny dans chacun des mtorvwlleh WL Y (LSS R an an
i a= it 1o valeur Pune foneti sontinte Jad .
Ol @ = (03, ..y ) 08t L valeur d’une fonetion continue s _];u,l-—a JY% yb“lg(H‘l logp, logp, )+
. Ty A S T T
&('z. logp, lOgm.) esp &('iw:l. logp, logp,, # R T j T logy T logy
- e IeSp. onamnirein Vs - b=
i logy ' logy i logy T logy |
\ . L 2=AmE) X1 py Do
0u Py, ..., Py, désignent les facteurs premiers distinets ou non de b, D’aprés J g Z K i:ina»}jcwlm(y) i
lo lemme 3 il existe une fonction continue f: 10, 1[** —[0, 1] vérifiant: o an
(14) y*c‘l 1—d—g (s i logp, ldg;pk 1 Or d’aprés le lemme 3, 0111 a: ,
.- D ———— — e e . r 5 i
o j NT TTogy * " Togy ) - (y)logy, (a) lim > bt f b . 2
%) Y-r02 My Uy,
{11) K
N R i+l logp, logp, ’ (b)Y pour u dans [0, 1]
) e = By T, 773 () logyy
{12,%) J J logy logy . 7 104:191 logp, v du, du;,
hmzb gk, eey w—ﬂjg(% gy ooey Ug) 11\
. logy ’ logy Uy Uy

ot n,{y) et 7;(y) sont des fonctions de gy tendant vers 0 lorsque y tend
vers Uinfini ¢t ne dépendant pas de b puisque les logpflogy (L << k)
sont tous dans Pintervalle [s,1—s]. ‘

Posons alors F = foa: 10, 1[**" [0, 1); T est une fonetion continue
et pour tous les entiers ¢ tels que 2/f < 3 sauf au plus un on a:

* 1—-Ai— ;1 1 ;
L EF(—i I “gf”")-1~n.-(y)1<)gy,

&3 j §' logy ' logy
o T—de—e (i1 1
LD M et _,_,,( 41 logp, lug,m) -
{2,0) ? i 7 logy’ logy

Powr leg entiors 4 tels que ¢/f = » lu somme (I}J: (resp. (‘_\_;‘;"“) est vide
2 TR
sauf powr au plos une valeur de d.

Boit alovs g: J0, L[*¥F 5[0, 1] la fonction intégrable au sons do Rie-
mann définie par: '

Gltby Wy, oyt == 3 B(U, By, oy ) sl wstmin |, m]_ —— .

0 sinon.,

T

oll 4 est le domaine de B® défini par la condition
e U L L KUK L —k,
Fn faisant tendre  puis j vers Uinfini dans (18), on obtient:

du1 duk
Uy Uy,

?

lim 8, = (1= ).—s)fdu fg (%) Uy ouny ty)

Y00
c¢e qui achive la démonstration.

4. Fin de la démonstration da théoréine. Noua allons maintenant
montrer que Arh(A) vérifie (2). Posons:

By(A, ) 1= deng{n: Id|n, W < d < ', et ¢{d) > n*};
nous avons v dans [3] (pages 30 et 31) que, pour i 3 0, on a;

(19) (A, 1) —hu(A, 1)) €2 6°
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Déecomposony alors:
1, @)
2 R ok AL I S A

[t

olt X, (resp. X)) coavespond aux enticrs sans (resp. ayant au moing un)
factewr carré.
Fn utilisant le lemme 2, on a:

mi< 3 ot Y e

8)d 16 gl
wf<p<a aflbgg(n) < n) <o/t

Ef T — T .
/ (1—2p~1)~t < g (L — g1y < ™,
it pkallt w e <all

€ ®

D'autre part, on a:

1241 m’fzj' Z ?‘(-n,a;)n"‘i:z.; Zj:“{ 2; ?—1}“’

o)) mef BT
i _
< f\-’ ?Tlogfi. fo = By o
avee lim R({f,s) =0.
i—poo

Bn faisant tendre dans (21) @ puis ¢ tend vers Pinfini on obbicnt:

lmhg(A, 1) == h(A).

i—-»o-o

- Bn faisant tendre & vers 0 et en utilisant (19) on obtient done (2).



