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Eine Erweiterung des nullstellenfreien Bereiches
der Heckeschen Zetafunktion und Primideale
in Idealklassen

von

© JireeN G, Hinz (Marburg)

i. Is sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade » nnd der Digkyi-
minante ¢ iiber dem Kérper der rationalen Zahlen. Fiir ein ganzes Ideal
a in K bedeute Na seine Norm. Ferner bezeichne {z-(s) die Dedekindsche
Zotafunktion in K. . -

Tin. Jahre 1968 bewiesen T. Mitsui [21] und A. V. Sokolovskii [24]
unabhingig voneinander, daf keine Nullstelle von fz(o--4) im Bereich

o ()
1— H =i(H
Tog " (oghog ™, = o)
liegt, wobel ¢ (K} > 0 und £,(K) > 0 nur vom Koérper K abhéingige Konstanten
sind. , :

In der vorliegenden Arbeit werden zunéichst im zweiten Paragraphen
entsprechende Untersuchungen fiir die Heckeschen Zetafunktionen {z{s, %)
darchgetithrt. Dabei bezeichnet 3 die Charaktere der engeren Idealklag-
gengruppe modulo eines festen Tdeals g in K, wie sie K. Landan in [18]
definiert hat. Man erhélt das folgende Resultat:

Sarz 1.1, Bet passendem o0 = ¢(K) > 0 liegen im Bereich

[4

T A
M(q, t) = max {log Nq, {log(j¢l --3)]*(loglog ([¢] -+ 3)}**}

aufer der eventuell vorhandenen einfachen reellen Ausnahmenullsielle keine
Nullstellen irgendeines {x(o+it, x), x modulo q.

Das gur Zeit offenbar Leste, bekannte Resultat bei entsprechenden
Problemen im Kirper der rationalen Zahlen ist in diesem Satz enthalten.
Ts wird ferner eine entscheidende Verschirfung des bigherigen Ergeb-
pisses im Zahlkdrper erreicht, welches in [20] mit M (q, t) = log{Nq(#| +2)}
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T Mitsui bewiesen hat, Man vergleiche hiexzmu aweh die Arbeit {2] von
T, Fogels, der ein dhmliches Regultab wia T. Mitsui zeigt, "

Fum Beweis von Satz 1.1 wird die in [21] £iir £x($) entwickelte Mothode
auf Zetafunktionen mib Charakteren verallgemeinert. iy gelingt, das
Problem iiber Gittexpunktbetrachtungen auf die Abgehdtzang  einer
gewissen trigonometrisehen Samme suviickzufithren, Diese Abschitzung
erhélt man in der bekannten Weise unter Verwendung eines Satzes von
I. M. Vinogradov. : ‘

Der Satz 1.1 gestattet versehiedene Anwendungen auf die Vertoilung
von Primidealen in einer Idealklasse @ der engeren Idealklagsengruppe
mod q. Bin erstes’ Resultat dieser Art wird im A’bﬂchnit_i} 3 bowicsen.
Dazu itbertrigt man die in [22], Kap. IX angegebene Mathode von
T, Tatuzawa fiic den Fall von. rationalen Primzahlen in arithmetischen
Progressionen auf Zahlkorper. Bs ergibt sich dex

Satz 1.2. s sei A eine beliehige positive veelle Zahl und L= Nq
< (logo)?, Fir jedes &> 0 und @ > (e, A, K) am‘st@:mﬁ_t wziwagias;evw .mi-ne
satiomale Primeahl p im Intervall [0, @—+-a"+*] und ein Primideal p in €
mit Np = p. Man bann 6 =1-—-1[(2n+41) withlen.

' Romorrax L.1. Sei 1< Ngq< (logw)?, 4> 0 und aell cine ganze
Zahl mit {a, q) = 1. Fir jedes e > 0 und @ > (e, 4, K) gibt es mindes-
tens eine Primeahl o des Korpers IT mit :

o'=amodg, |No| =pels, 4",

Falls o total positiv (o = 0) ist, dann. gilt auch w > 0. Insbesondere folygt
mit q = (1) und o =1, daf fir & > m,(s, K) stels eine Primzahl ¢ im I%
terwall [x, o -+a’te] liegt, die Norm einer total positiven Primzahl aus K ist.

Bine Zakl o aus K heifit hievbei Primzahl, wenn das von thy eracugle
Hauptideal ein Primideal in K ist.

KOROLLAR 1.2. Sei q 3= 2 eine natiirliche Zahl und 1 < ¢" Nq < (logz)®,
A = 0. Ferner sei | eine 2u g teilevfremde gance rationale Zahl, zu der es ein
Ideal o in K gibt, so daf No == lmodyg, (a, q) = 1. Dann  epistiert fir
e> 0 wnd @3 ayls, A, K) mindestens eine Primzahl p in [o, @ -]
mit den Figenschafton:

PR lmodq,. p = Np,

p und o legen in derselben Idealklasse modulo (g)q. -

Fntsprechende Folgerungen aug ecinem. zu Satz 1.2 dhnlichen Stz

findet man auch bei 1. Fogels in [3]. Es sollon hier kurze direkte Beweise
angegeben werder.

Die Existenz einer solchen nur vom Korpergrad » abhingigen Konstan-
ten 0 < 6 < 1 in Satz 1.2 wurde 1965 von 1. Fogels ([5]) fir |d| Ng 2= Dy
und 7 3= (|d| Nq)% ¢ = o(K) hinreichend groB, bewicsen. '
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Fir den Spegialfall, dafl man statt Primideale in einer Klasse Cmeodg
alle Primideale ersten Grades in K betrachtet, gelang es 1968 A. V. So-
kolovskil ([247), einen Wert fiir § anzugeben. Dieses Resultat ist in einer
kiirzlich erschienenen Axbeit von D. R. Heath-Brown ([9]) verbessert
woarden.

Eine weitere Anwendung von Satz 1.1 findet man im vierten Para-
graphen. Jis wird wie bel entiprechenden Problemen im Korper der ratio-
nalen Zahlen ([22], Kap. IX) eine agymptotische Abschitzung fir die
Anzahl Il{w; € der Primideale p mit Np < « in ciner Tdealklasse © der

" engeren Tdealklagsengruppe mod g bewiegen. Man erhilt den

Sarz 1.3, 8ei 4 = max {logNq, (logz)** (loglogz)'®}. s gibt positive
Konstanten ¢; = ¢ () und oy = 6,(H), so daf gleichmdfig in 1< Ng
1 F du {1 - P @ logz

Wa) ) Togu | Wlq) logw | Bl@) T ( o A")}'

Dabei bezeichnet h(q) die Anzahl der Idealklassen. modq und S, = 8,(q)
die eventuell existierende veelle Ausnahmenullstelle von i (s, x1), xn Aus-
nahmecharakter mod q.

Iz; €) =

Dieser Zusammenhang zwischen einem nulistellenfreien Bercich der

Funktion [] &x(s, x) und dem Restglied im Primidealsaiz. wird anch von
gmodyg .

W. Stas und K. Wiertelak in [23] untersucht.
. KOROLLAR 1.3. Hs sei 4 > 0 eine beliebige veelle Zehl und 1< Ng
< (loge)?. Dann folgt mit einer geeigneten Konstanisn ¢ = ¢ (A, K) > 02
1 F du { 2 (loga}®® \)
— | e BEP | — G}
B(a) ¢ Togw AV h(w P\ T ®(leglogan )]

Insbesondere ergibt sich fiir eine su q teilerfremde total positive ganze Zahl o
in K '

O{z; €} =

(logz)*”®

X
AP S N SR Ry B LS
< 77wy ogw U U @) TP T Qlogloga)® |
Py : -
we g Iod.q
Y e

K;)R{JLLAR 1.4. s seil < ¢ < (loga)*, A > 0 und Il.em Idealnormenrest
modg, d.h. (I, ¢) =1, I = Namodg, webei u ein ganzes Ideal in K isl.
Dann gili: ' .

s

Z 1 = 1 au ) { x -exp( . (logw)** )}
pu(@) ) Jogu T L eu(g) * {logloga)'® /|’

Np=uw
Ny=imodg
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wobei v, (g) die Anzahl der modg mkongmemen Idealnormen Namit{a, ¢) =1
baw. die Ovdnung der Gruppe der Idealnormenreste mod g isk.

Tin Korollar 1.4 entsprechendes Resultat mit dem schwichaoren
Restglied

0{ (ij) exp | ~a,,(10gm)”2)}

eibt schon T. Tatuzawa in der in Kiirze erscheinenen Arbeit [267 an.

Man vergleiche wu dhnlicher Problemstellung auch die Untersuchungens

von E. Fogelg in [7] und. [8]).

E. Landau ([18]) bewies als erster im Zahlkérper cine agymptotische '

Abschitzung fir den Augdruck IT(z; €). Im Jahre 1956 verdtfentlichte T,
Mitsui ([20]) das bisher beste Resultat dieser Art, Br zeighe Kovollar 1.3
mit dem Restglied

04 [wexp { —a(logz))}.

Tiir die Anzahl IT(z) aller Primideale p in K mit Np < » gilt nach [21]
als beste Abschéi.bzung:

(Iogm)”f'
f Togu 'I'O{MXP( () (logloga)™* )}

Dieses Ergebnis ist in Korollar 1.3 enthalten.

Im fiinften Abschnitt dieser Arbeit soll auf eine letzte Anwendung
von Satz 1.1 eingegangen werden. Der Primzahlsatz von E. Bombieri
([1]) wurde von M. N. Huxley ([15]) und in einer schwicheren Form von

R. Wilgon ([27]) auf algebraische Zahlkorper {ibertragen. Im Jahre 1969 -

" bewies. M. Jutila ([16]) ein dhnlichos Resultat fir rationale Primzahlen
in ,kurzen?” artthmetischen Reiben. Unter Verwendung von Satz 1.1 und
Lemmsa 3.5 kann man dieses I}rgebms auf Zahlkdrper verallwcmemem
1.

Atz 1.4, Hs seien @ T
4

_ =2 ufnd Yy = g% =2 mit festem 1—
<a<X Mon sele fiir &> 0: '

2 —~1 —dnt (L)

At 12m —6 &
l)cmn gilt fiir A >0
bt
Z Bl max maJxH(m-{—z, ®) — I (m; cs)_,w},.._._ _fyi_,
Nowub Emoﬂq sy . - h(q) 2 10gu

oo | <, Y(loga)™"
wobei D(q) die Eulersche Funktion fiir Ideale ist.
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Fiir eine beliebige Kérperzahl « seien im folgenden die #» Konjugierten
von o mit o®, k& =1,...,%, und die Norm von a mit Na = ... o™
bezeichnet. Die Zahlen r, und 7, haben die in der algebraischen Zahlen-
theorie iibliche Bedeutung, insbesondere ist also n =v;+2r,. Kleine
deutsche Buchgtaben werden fiir ganze Ideale in K verwendet. Alle
auftretenden Konstanten sind positiv und nur vom Xérper K abhin-
gig, falls nichts anderes gesagt ist.

Die wesentlichsten Resultate der vorliegenden Arheit sind in [12]
angekiindigt worden.

2. Das Ziel dieses Paragraphen ist es, die in der Einleitung angege-
bene Erweiterung des nullstellenfreien Bereiches fiir die Heckeschen
Zotafonktionen zu beweisen. Man verfihrt zunfichst wie bei dem ent-
sprechenden Problem im Kérper der rationalen Zahlen. Es wird gezeigt,
dafl sich Satz 1.1 aus dem folgenden Satz 2.1 ergibt. Die in [22], Kap.
VILI, 6 angewandte Methode 18t sich auf Zahlkérper iibertragen und soll
hier nur gkizziert werden.

Sarz 2.1. Hs sei x ein Chavakier der engeren Idealklassengruppe mo-
dulo q. Dann gilt bei passendem o5 (K) > 0 ¢m Bereich :

(loglog [¢))**

(2.1) oz co==1—~05(K)W’

[ =3

die Abschdtzung:
(loglog |#)**
(log [¢])*
Beweis von Satz 1.1. Die Behauptung folgt fiir [tj < 4, 4| Nq> Dy
nach [2] und fiir |¢ <4, [d|¥Nq< D, wegen (g(L+i, x) ¥ 0. Da die
Nullstellen von (s, x){z(s, %) zur reellen Achse symmetrisch liegen,
kann man £3> 4 annehmen. Sei ¢ = 8+dy eine Nullstelle von Cg(s, %) -

Lels, 7) < exp {cs(K) Iog ¥q +g, () loglog ]

-und ¢ = 4. Man setze

M, = Mo(q, ¥) = max {logNq, (logy)”* (loglogy)"},

. b
(@2) f=1—gr
a, = 1+ 11; ,  wo 0 < a<§ spiter bestimmt wird.

L]

Ferner sci ¢, = ¢, (&) so klein gewihlt, daf fitr jedes ¢ > 0 nnd jedes ¢ = 4
die Kreisschgiben

(loglogy)™®

s—a —z To, -
| o — Y| < Ty Togy)™

[§ —ay—i2p] K gy o = 7
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im Bereich (2.1) licgen. -
Nach Batz 2.1 folgt dann

Crcls, 1) inag+iy, x) < By fiir

I8 — @y —iy| 5 7

und

belsy D)Mo +i2y, ) < Ry fir  |s—ay —~i29] < 7,
wobei

R b8 | (Toglogy)H '

By = w{;‘ﬁ-uxl.l { ¢ () (lngy)jzf)’ -~ log N q%-lo}dhm;;)}.
Bs gilt mib {2.9):
‘ .‘ loglogy)**® 1
(3!3) 1o -;-‘R ( L TN G S e

8o < (log ) Mylog P

Man Wﬁ.hl@ nun wie in [22] die Zahl & unabhingig von q wnd v 80 kloin
.(5 < droMy), dal die Nullstelle p = Btdy fir 0 <a<<o und 0 <o b 5
in der Kreisscheibe |8 —ay —iy| << #¥, licgt. )
Es ist; zn zeig"(_m, daB es cine von yx und y unabhingige Konstante

€y, = 03(I0) gibt, Hir welche 0 < ¢, < b<C 4 gilt. Man bezeichne mit o
den Hauptcharakter mod g.

. .Wegen Ex{s, %) #0 fir Ros > a, > 1 folgt nach [22], A. Salz 4.8
.Imt k21 baw. k>0 unter Boriicksichtigung von (2.3):

’

(i L ' 1 i -
Re ‘éjl; (013-}-%’}1, x) = — 0 (If)ﬂft, IUg —6;‘ -} E[;‘::—ﬁ—,
Re te o g 1
e (aoHi2y, 72) > — oo (H) M Jog
) i B 4
Ferner gilt analog [2], Lemma §:
‘ Lx 501 5 M,
= (25, %ol < Z_cz_ﬂ-::l— =TT fir  0<agd =4,(K)< 4,
s ergibt sich also fiir 0 < & < 0, < 6 und 0 < b < o:
3 153 £ ’

et R 2 Yy . - ER’ e
. (a0, %0) 1_11%(‘ ‘. {ag+1v, 1) - Ra E;(a@--l-@:}y’ )

4 15 1
>0y~ = ewmog 2 e a0,

1 |
Nun folgt: f(0) Zo> 0 i 0< 6 8,(K) < 4,
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Wegen der Stetigkeit von f(b) gibt cs cine Konstante ¢, = ¢,(K) > 0,
go dafl bei festem 0 < g < §,(H) gilt: ' ,

1
JOyz >0 i
a

Andererseits erhdlt man fiir jedes @ > 0 nach [2], (11):

li L . o L .
8 - (ag, 1o) + 4 Re -5 (a4 iy, g) +Re == (o +1i2y, 2%) < 0.
£x br {x

Es soll nun der Beweis von Satz 2.1 gelfihrt werden. Man kann in (2.1)
o<t 2 und |i] = §,(K) annehimen.

Die folgenden Lemmata zeigen, dal man sich bei den Untersuchungen
aut gewisge endliche Summen beschrinken kann.

Levma 2.1, Es sei y, dor Houptcharakier der engeren Idealklassengruppe
mod q. Dann gilt bet passendem o;{K) > 0 4m Bereich

(loglog )

oz oy t= L —a; w‘(klo_——g TR il 2 1y (H)
e Abschitzung:
' logTog [#)™* -
Lrelss 20) < exv{ﬁs(ff) L(%ETW;F loquMm(K)loglogItl}-

Beweis, Zunachst folgt bhekanntlich:
Lelsy g0 = Zx(e) [J{L—(Np)™) = Ze(s) Y pla)(Fa)™.
' _ e alg _ _
Nach [21], Lemma 9 ergibt sich fiir 0 2 oy, [¥| 2 4 (K):

. . g '\r 1—ayg
Erls, %0) € {log gyt E (Na)~™ < —————(ilcim.—_-m exp {6, (1) loglog [#}.
No=Ng 0

TmMMA 2.2, Bs sei y ein Charakier der engeren Idealklassengruppe mo-
dulo q, der nicht der Hauplcharakter ist. Man setze: '
A 1= Nq-exp {{logli}* Qoglog 1)'*},
(2.4)
Ay == Ng- ™,

Dann gill im Bereich

: o (loglog [e)¥® 8 —B )
P SR BT e ] e 1 == (K
gz gy i=1—ag (I} (logtF ° Tnn i)’ it] 2= ()
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die Darstellung

el ) = ) Z(BFD
..‘I.QQNI.'l(Al
loglog [¢])**
40 (oxp {a (K) L(()ﬁ;m‘)ql/), log N + ¢, {XK )logloglt[})

Boeweis. Ful‘ > 1ist

Crelsy 2) = ZB) (N DY My (b)(N By,
Nb<d © Nbad,
By gei nun
. 8n—~6 3

22020, —
@ 20 Sm-1)

Durch partielle Summation unter Benutzung des von Landan [1 97 auf
Zahlkéiper verallgemeinerten Satzes von Polya——Vmoomdov orhmlt man,
mit (2.4):

a1y T

(s, ) = D, mn e [wi N e
© Nb<d, Y AN b
Y 10 b (o a0y BOBIOE ™ )[
= B)(NB) ™ +0 e .)( Ng):.
N%ﬁx( BTN {6 g g 1oe o )
Ferner folgt:
e L. Al
MOEE < Y Npea S
Ni<dy Nh<d
| [ (7 Loglog )™ 1
< ex K - log N loglog |t
pl ( ) (log It”ﬁ g (T '_013( ) O!c:t 00‘] I]

Lvwa 2.3, Bs seion X und 7 reelle Zahlen mit L <2 X < 2. Fiir 0 << ¢ = 2
ailt: '

O™ <

<€ (AN max J M
ANgEND<ZNq e

N<¥ =l xnqeNhe v vy
Bewels. Die Behauptung crgibt gich unmittelbar durch partielle
Summation.
Das Ziel der folgenden Ausgfithrungen ist bs, den obigen Ausdruck

(b)(Nb)"“J.

x(b)(Ne)™*

XNENb< ¥ Ng

iom

(2.5)
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in geeigneter Weise umzuformen, so daB die Methode von Mitsui anwend-
bar ist. ,

LBMMA 2.4, s gilt:
V Nb 1t

XNq<ND< YNq

g ZE(N(I v
()7 (0}
a=0moda
e=lmodqg

-0 ’
IN(ag)<| Na| < FN(aq)

Dabei wird in der ersten Summe dber alle h(q) Klassen € der engeren Ideal-
Klassengruppe mod q summiert. Die swoite Summe liuft dber die verschie-
denen Houptideale (a) mit den amgegebenen Higenschafien: o = 0moda,
a = 1modq, a total positiv, XN (aq) < Na< YN{aq).

Beweis, Man erhilt zundchst:
D ()

Z(BYFBY ™ = My
[ el
XN NB<FP Ny

XN N ¥V Ny

Zu jeder Klasse € werde nun ein Ideal a aus € gewshlt mit (a, q) = 1.
Sei ab = (a) fir b aus €, dann folgh die Behauptung nach [18], Satz
XXXI.

Ey sei € die Binheitengruppe des Karpers K und ¢ die Gruppe
aller Einheiten # ang € mit 5 = 1modq, % > 0.

Man bezeichne mit w die Anzabl der Einheitswurzeln in X und mit
w(q) die Anzahl der Binheitswurzeln in E*.

Nach [10], Batz 35, gibt es in € ein System VONY = 7, -+, —1 Grund-
einheiten #y, ..., 5, der Form

[Na|™%, ae@?,

b
1 ?‘511;
) b1 brg by
Np =8 By e &, byl b0

Dabei sind ey, ..., &, Grundeinheiten in K. Ferner gilt; fiir den Tudex von €*
in €: .

[E: (6*] = br

w
——Dby ... b,
w(g) ,
Es bezeichne B den Regulator von & und R(qg) den aus den Grundein-
heiten 7y, ..., 7, von € gebildeten Regulator; dann folgt:

R(q) = by... bR,

Man betrachte pun alle nicht-assoziierten Zahlen @ mit a = O0moda,
a =2 1modg, a > 0, XN{aq) < Na < Y ¥{ag). Dies isb wegen (a,q) =1
gIe:L(,hbedcutend 1n1t '

o = gamodag, o >0,

XN (ag) < Na < YN (aq).
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Sei a° eine feste total positive ganze Zahl aus der Restklasse a,modag.
Man erhilt genau alle zu af assoziierten total poﬂmven ganzen Zahlen
0
o der Restldasse gomodaq in der Form a' == g4 ...k a W(;J_ @ rgino
beliehige Einheitswurzel aus @ ist, wad 1, ..., !}, alle ganzen rationalen
Zahlen durchlaufen. ' 1 | ‘
Es existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen oy, ..., s, mit
1 "
JEdEs 0 Zilog | Na®; B el
aylog e+ ... +a,log|e®| == log o] — —-log |Nafl; ,
Man bestimme nun nacheinander die ganzen rationalen Zahlen e, g,, ..
very @y, gy 805 den Gleichungen

?.mr] = ‘brg'r = sy 00, < bw

(o] = by — - ;bﬂlgﬂ =bygytdy, 0@ <Dy
Dann gilt: |
derl el =yl gt g%, wobel 0 <y, U=,
e, .

Bei willkiirlichem ¢ (Einheitswurzel aug ) gibt es somit genan ein Tuapel
(gl? vy g,.), 80 df-}:l?)

a == gL et
c'ien folﬂ"endcn Bedmgungen geniigt:
Lo o= aomodaq, a >0,

(2.6) XN (aq) € Na < YN (),

log ™| — l1ogif\fa = qt,Jog | 4oL e dogle®),  B=1,...,7,
no o _

(Jb;<’ul<a;+l, lml!"‘JT'

Schlicflich werde bei fostem Tupel (@y, ..., @) jodor ganzen Zahl ain (,J i)

die Zahl
B = aeq, &g w= & . g5w

gugeordnet. Man sctze _
2.7 MW o=We(ay, ..., @)=
XN () <

= oy g0 g,

IV 8 < YN (an), fMsgns® >0, Toowm Ly ey Py

1 »
i0g [f%]— = log| NV ] = vilog ef?|+ ... +o,loglel",

be=1,...,7 0y<l, I==1,..,%h
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By crgibt sich insgesamt

LEmmaA 2.5,
: 1 b1 bp—1
2 Wate o N > > wse,
(=) 7(0) w(q) a;=0 Zp=0 Feilt
Ezbmoda . 1 p=0 f

uslmodq

aQ
XN (a0) <IN o] < FN(ay)

Das Hauptproblem der weiteren Cntersuchungen in diegem Para-
graphen begteht darin, die tngonometnsche Summe

D) exp{—itlog | N8|}

feill

nach der von Mitsui in [21] angegebenen Beweigrnetho
von a und g abzu

SATZ 2.2

de unabhingig
schitzen. Man erhdlt das folgende wichtige Resultat.

- Bs seien X und Y reelle Zahlen mit

exp{logt)**} < X < T 2X < 295 45 1o (X).

logt
Man setze @ = n

Tog X 5 donn gili

) exp {2nitlog |[NA|} < X'-o
fedlt
wobei ¢’ = ¢'(n) > 0 eine nur vom Kowpergmd n abhingige Konstante ist.
Bevor auf den Beweis dieses Satzes eingegangen wird, soll zunachst
gezeigt werden, wie sich Satz 2.1 hierans ergibt.

Beweis von 8atz 2.1. Bs sei y ein Charakter der engeren Idealklas-
sengruppe modgq, der mcht der Ha.uptcharakter ist. Nach Lemma 2.2

gilt im Bereich
(loglog |¢])**

020y =1 — 0 (]f) (].Og [t|)2ﬂ'3 !

1] 3> 1, (K)

die Abgehitzung

Cel(s, x) == 2

ANy

%(B} (D)7

(loglog [#])*?
(log [#])*

4) definiart sind. Falls 2514, < 4, <

'—i—('){exp (05(1() log Nq - 0,3 (K)loglog |3 )},

wobel 4, und 4; in (2. 2V 4, mt
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dann folgt:
N-2

(2.8) 3w =) 2(B) (V)™
I=0 ol 4= Nb<a?t1ld,

AQQNTJ‘Q%I
' D g(B) (e
oV =L 4 ND<aly
Terner gilt:

A
(2.9) N < log~* <loglt.
Ay

Hy sel

A
V< 2X < 2™ = 2 Sk

H

A
TE}"- = exp {(log 1) (loglog [#})"*} < X <

dann crgibt sich insbesondere
4] 38 it 6%
exp{([ogz ) }<X< Y= 2X<2(-W) .

 Man erhalt somit nach Lemma 2.4, Lemma 2.5 und Satz 2.2 unter Bertick-
sichtigung von (2.3):

10g]6| wlogzn
T logX

£ (0) (D)™ < B [6:6*]- X7, swobed ai«
XNq&ENI<FTNg

‘Weiter folgt mit Lemma 2.3 fir X < Z < 2.X:
£ (B) (D)™~ & (W)™ *0h(q) [G: €1 X "0,

XNEND<ZNG

Nun gilt log X = (log 1)) (loglogit])"® und somit fiir ¢;(K) < o' fn:
loglog [t o (log X)? |
(log oglll) o' (logX) )logx}

xi-o —o'f2? 3 ey
a _'QGXP{(%(K) (log s ¥ (logit))®

e
h(q)

man - nach (2.

(125]) die Behasuptung.

Zum Beweis von Satz 2.2 sind Uberlegungen verschicdener Art
erforderlich. Das Problem wird iber Gitterpunktbetrachtungen aunf die
Abschitzung einer trigonometrischen Summe zuriickgefithet, auf die
gich die Methode von Vinogradov anwenden laBt.

Fr seien im folgenden X und ¥ reelle Zahlen mit dex Bigenschafti:

< X<¥Y

Schlieflich erhélt 8) und (2.9) wegen [G:E*] <

- (2.10) exp {(logt)*®} < 2X < 2", 4ty (K).

In allen Tj'berlegungen ist X als geniigend grofl vorfmsgcsemt ohne dafl

dies immer gesagt wird.
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Nach einem Lemma von Rademacher [26] existiert eine Basis fy, ..., 8,
des Ideals agq mit der Eigenschaft:

(2.11) 1B < (N ()}™, 1<k i<n
Ferner kann man 8, in (2.7) so wihlen, daf gilt:
- (212) 1B < (I aq)}”" k=1,
Man bezeichne mit £:= {1 k< ry; sgnsg) +1} und definiere im

n-gimensionalen Euk]ichschen Ra.um R? eine Teilmenge T'g durch

>0 fir kel .
Tyi={(¥ .-+ ¥s) € R"; ""-—ﬁ””+2yﬁ”"<0 fir kg, L<h<rny.
iz fir n+l<g<k<sna

Die Zahlen wy sind durch die Gleichungen
LT S0 fie jFER
Dl wyloglef] = 6y =

j“k, 1<j, k<~

i=1 1 fir

eindeutig bestimmb. Nun setze man:

2o =log|Nyl, Ny:i=3" ... ™,
Zwﬂ{loglwl——-zn}, I=1,.
Gl
g, =gyt 0<g<m, l=1,..,7
Dann folgt mit ¢, = —gp L 1<t

zzlogisg"’l} sgny®, ko= 1,...,7,

b 2

2
,y(k) WGX}){ .;: +
i=1

(2.13) |
r
%) = exp { _Eo_ + E 2’110g|5§k)|+7f‘}9m—r1}a ko=r+1, SRR

Ts wird jetzt eine Abbildung fﬂ T, — R" definiert vermdge

Falyry ooos Y

Wegen (2.13) ist fy cine eineindeutige Abbildung von 7'y in R"™. Es bezeichne
B den folgenden Bereich im R™:

= (%) #11 +++1 %y Prs "'7?’1‘2)'

log {XN (aq)} < 2y < log{Y N (an)},
0-<._z;<1) Z::l!"_')?n’- "
0 <o, < 2, 1 ) N

Bi= PR i

(zﬁ?zl’ ey

Byy @1y -
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‘Ferner setize man fiiv e € I, o £ 0:
(2.14) B(a) : = exp {2nitlog [ Nal}.

Leyora 2.6, Bs gilt:
QEE =

Bellt

Blgo+ X', 8).

(mgmy)erg i) 1

Boweis. (a) Sei feWi: g% = ”‘J+z my A, T,

o . Wegen

Fsgne > 0 fie 1< h<r, folob (mi, s My) € T, Nach (2.7) und
Definition der Za.hlen w,;, erhiilt man fﬂ(mi, coap i) €8,

(b) Sei § = fy+ 5 m;fy Wd (my, ..., m,) e f7H(B). Wogen (m,, ..,

j=
) e Ty folgt ﬂ(’“’sgna”“)> 0 fiir k=1,...,r.
;3 e M nach (2.13) und Wahl des Bereichos B
Man definiere fiir ganze rationale Zahilen [
Wiirfel im R"™:

Weiter ergibt sich

verdy dita fplgenden

(2.15) W =W, w) i (0, e, Yu) € B*; LG << (G-+L)E,
; j=1,...,m
wobei S &
G = [X¥™],

Leaes 2.7, Piir ¢ = (@y, ..., @,) E.R” set &t ¢ = V@?fm-{?:-. +al. Man

selze
ot = anx (3P [ —2%all, 31, % € fo (W)}
Y of )~ Botg
Danm gilt: e
. : da < G- F-Un < X—-l/”m' '
Bewels. Sel g, = (20, !, . ca gl L, qa,, ) ein fester Punkt aug

Jo(W)nB, W < T,. Dann exmtmrt (i, ..
.f (Jl: ey yﬂ)

?/n CWﬂf” (B), %o daB

= (4, 4], .. s Ry @1, .

) ‘i’rg)

Wegen 3 eB und 2 log[agk)i =0 it § =1, ..., 7 folgt mit (2. 10)

(2.16) log

e Y 9] = Lhog @F 200, h=1, ..
i=1

Es sei jetzt 3 ein weiterer Punkt ausj'g(W).; 3 #fg(lj), = (yy, ,éJ yeW
| _ ey Yn .

icm
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Dann gilt fir 1 < & < » nach (2.11), (2.15) und (2.16):

T

log | 4+ 2 5,6 | = log 4+ Sut B +0(6-X 7M.
F=1
Ferner erhalt man fir »+1 <k < Lrytrg:

arg {ﬁgﬂ) -+ j'yjﬁ?’)} = arg {‘BU) + E J;J i’ﬁ)} + O(G'X“”“) .
=

Somit crgibb sich |l3 —3,] € GX ™" und folglich die Behauptung.
Lowuwma 2.8, Es gilt:

S w5t Ym)

(g eesttig)6fg L (B)
1

B gt 3 mp) +ox” ™),
j=1

-3 3

weig Y [C ST TING 7 g

Beweis. Man betrachte die beiden folgenden Bereiche B, und B,
im R,

log {XN (ag)} —dy < 2
< log{Y.N¥ (aq)} +d,

Byi = (z“’zl""’z"’wi"""tpfz)ERn; —dy<y<ltdy, I=1,...,7 ;
\ 0\{@;427&', . Z“—*«"'l,...”ra )
log{XN (ag)}+dy < 2
. - < log{¥N(aq)} —do,
By: = (%s%:-n;""w?717--'1%2).513 P, < <l—dy, L=1,..7,[

Aoy < 2n—dy, T =1,...,1

log {XN (aq)}+d, ist, werde B, = gesebzt.

Falls log{YN (aq)} —dy <
Sei
Yo = (41, ..., ¥n) €F5"(By) und

Feorner sei

80 = (%0, 21, coes B, 01 -*-:‘Pgé) “':fﬂ(t)o)_-

Dann erhdlt man mib (2.11) und (2.15) fiir 1 <

o S|+ S| — 3 - s
= i=1 i=1

)Xﬁ]'m {N(aq)}lh}.> 0,

<k < n wegen 3, € B

> 035 (B) TV {N (a) P — 034 (K
X, (K) nach (2.10).
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Tir & e & folgt wegen (¥, ..., 4)) e Ty

prea Z% B = |80+ S’J, P+ Z (; — 9 A

LD
> 04 K)X””{N aq) I — ¢ (K) XN (aq) P > 0,

da X = X, ().

PFir ke, 1<k 51, ergibt sich analog:

B+ )j Y5 < 0.

Jeml

Somit exigtiert ein Wiirfel W, = W, (%,
1)0 =] Wl < e R?L; .'?/j
Nun gilt:

18y mit

{(W1s -y ) "GS%“&:%"}'G: =1y, & Ty,

30 = fo(0y) efo(W)NBy & fo(W)NB

Aus Lemma 2.7 erhéilt roan |3 —3,/ < 4, fiir 3 efu(W,) und folrrlleh
Jao(Wy)c B nach Definition von B,.

Tnsgesamt ist damit die Besiehung f3'(B;) & |J W gozeigt. Bs
Wergm

sel. Woly, Wnfg'(B) <0 wnd y, e Wnfg'(B); dann folgh Fe(10)

efs(W)NB. Nach Lemma 2.7 und Definition von B, orgibt sich fo(W)aB,

. und gomit

W = fg'(By).
W’S.‘Tﬂ
Wty (B0
- Wegen
B U W= U Wiy
werg B) WaTy
© - WAy (B)ee
gilt;

3 e Smp) - D)

K

r
Blpt 3 mf)
(rgse sy g Y gl sy () Bleom)en” gl
i Volumen von. f3' (B, —B,).

— By} berechnet sich nach der Formel:

o(yy,
a(%’_’al?“':

- Dag Volumen von. f5"(B,

ez ?jﬂ-)
Zpy Pry e

ay, ... dy, = | f

o B
- T (B—By) 1e( 75t (B1-By)

dzy... fidqa,.2 .

3 (Prz)
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bo
b
[~

Erwetlerung des nullstellenfreien Derelches der Heckeschen Zetnfunktion

Zanichst ist:

@('ym J“”)
= VA ¥ {(a
ol | 1A ).
Weiter erhalt man nach (2.13):
A%, .., M)
= Ny|-|R
8(30:- :‘P/n) = Wyl-IBl.
Die Behauptung folgh nnn mit Lemma 2.7 und (2.10) wegen
dy, ... dy, € e f ey e, ... do,dp; ...
. f | Yoo 0, N(aq) o 2oy ... dz,dep, d?rg
Fetun—1) 1~

1

< (XL XY (b —gh) L Xd, < X 7,

Lunvd 2.9,
D 1< X6 < XV
werglim
Beweis. SBel vy = (¥, -.., %) s fg'(B); dann gilt nach (2.13) und

Definition von B fiir &k = 1,..., n:
.

B0+ 3P < XN (ag) P
=

Weiter folgt mit (2.12):

%

2 0B < XN g,

jel

Be=1,...,m

Man erhilt algo nach der Oramerschen Regel fiir die Koeffizienten y; die
Abschitzung:
Xl/u {.N aq)}lln {N uq }(n-1)jn
V1d| N (ag)
Damit ergibt sich die Behauptung.
I folgenden wird bel festemn Winfel W = W{(l,,
die reehte innere Soimme i Lemma 2.8 betrachtet:

B (Bo+ 2 ™ fy)-
J=t

Yy < <X”” i=1,...,m.

o b)) € F5YB)

==
(m Trrers iy JETE
Ry gilt: :

LEgm < (-6, j=1,...,n.
Nan. folgt:
(=1 (=1 Eq 131
8=85 =3 . JB(E+ D mB), & =Bt DG
i1 ,

my=0 My 52 0 J=1

2 — Acla Arithmetica XXXVIIL3
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Terner ergibt sich wegen ((H,,...,GL) ¢ W < fi'(8) nach Loemma 2.6

8
R
= fo+ (G4 €M,
i
algo inshesondere firl < & < ne
217) o (KX IV () < 18] < e (I0) XN (ag)}
Dag Ziel der weiteren Untersuchungen igh ok, den Ausdiuels §(£) aul cine
ghnliche wie in [21] betrachtete trigonormetrivche Summe zuriieckzyfi-
bren. Dazn wivd zonfehst aine newe Basis aq, ..., @, des Tdeals ag definiert,
die gich nach [21] wie folgh ergibh, Man setzt :
L = (log X)*,

2.18) g = (DX, ..., [LX~"¢L, 1),

1
Ry = [LXTVGLY, G,
g
s gilt g = 1, wie man sich leicht {iberlegt.
Bei also etwa kyy w5 0 und ferner

Jo = lkualy Gy =gz [Byl)y T =2,.0,m.
Man Destimmt jetzt ganze rationale Zahlen b mib der Higenschafi:
hyky; = —g;modg;_y,

SchlieBlich wird definfert

|}b},[$_':‘gjw“ §ow=8,,n.

mh}]\‘}]jz ].’-‘m:j{lé”,
T

Bppae= 1 1 ' .

Y — (gt Iy, 2l = §m,
11 '
0, : Sl n,

Man iiberzeugt sich Ieicht ([21)), daB die &y, ganze rationale Zahlen gind
wmnd dal gilt:

det(ky) = dx(Jluds <oy hyl) = L1,
TFolglich ist

» hid
Gy == \ ;’611‘8.'“ reny &y, § == lr(fnjf))_;
"-“=1

3 FLH

eine Bagis des Ldeals aq.
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Wegen  [ky| < |k l+1 (1,5 =1,...,n) ergibb sich mit (2.11) und
(2.18) fir k, 1 =1, ..., n:

#

o < (N (aq)}"LX ™" 311GL| -+ (¥ (aq) .

i=1
Nach (2.17) und (2.12) gils

n

2 (Glj)ﬁg.’a) < Xl!n{N(aq)}I{n’

j=1

h=1,...,%,

nnd somt

< Xl]’n {N(aq)}lm {N(aq)}(n—-l)lﬂ.
N (aq)

GZ‘? :XI/’.'!]‘ j=1, ...,n.'

Eg folgt insgesamtb:
(2.19) of) < I{N(ea)}**, k,1=1,...,n.

Da @, ..., a, eine Basiz des Ideals aq ist, erhflt man die Darstellung

T
ﬁjzzmﬂal, jﬁl,...,ﬂu,
I=1

wobel die my;; ganze rationale Zahlen gind.
k3 1] n
Nun gilt D m;f; = 3 g, wobel ¢ = M mmy, L=1,..., 5.
j=1 Tem1 i=1 .

Wegen [kyl < ZX VG142 < L, iyj =1,...,n, und det(ky)
= +1 ergibt gich my; < I"Y, 1< j, 1< n, und schlieflich

. n
o= Dmmy < G-L*7, 1=1,..,n.
j=1
Der Wiirfel {(oy,...,2,) B 0<y<6G—-1,j=1,...,n} wird
durch die unimodulare Transformation

(2.20)

(mla LR wﬂ.) - _(33'1, ey mn)(mﬂ)

auf einen konvexen Bereich im. R" abgebildet, wobei die Gitterpunkte
(Mg ooy my) UDA (gy, ..., 4,) der beiden Bereiche eineindeutig einander
zugeordnet sind. ‘

Hy seien jetzt g., ..., g, fost gewihlt. Dann durchliuit ¢, ein gewis-
BOS VO g, ..., §, abhiingiges Intervall:

g =q(¢s, - @IS U<Y =4 (dsy -+, Ca)

Man erhiilt: '

86 =3 jE(f+2nq,az)- |

Iy 4y 91=4 =1
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LA 2,10, Fs sei U = [ XY™, g = [6w]4-1, wobei w = logtflog X,
Man setze
1 %
B iy e 0a) = (£ {}_, 0a),
—1 AT W
(2.21) Q;(m) = = j)' i‘;}_{ (AR )™ el gy,
mel, m ey (OEL,
[_7 i-y
¥, = 2 (axp{ié'rc?, M (‘HTJ)JQ}(M!;)}
WUy W=l J::l

Damn gilk:
(& <G{U* max

ol s g B)GRL

['Fm[ + X" 1/7“} -+ .U"' (G.anl)w‘l ;

Beweis, Zunichst folgh mit (2.14):

61(5)24{ \“ a1ZFﬂFQ1<2 Z‘Z]ﬂ Q’t'

iy '—" 4= iy &y med

Ferner ergibt sich
gt

ZE}HQIH Z ) B2t uw)

Q= Uy B ] o= qﬂml

I'd I o

< U 2 Z (1 + "ﬂf )‘ 4 DR

m=q

up=1

Nach (2.17), (2.19) und (2.20) erhdlt man fiv L < <n and g m < ¢
die folgende untere Abschitzung:

kY )
DX lgil L] —1af?)| m|
l 3

S 0,0 (K) XY [N (ag) P — 0y ( K)Gljt{N (ag) e
‘;?f O (T X]‘M{‘N (aq) }1 '

1o (A )| 2 |69 —

Bs gilt somit unter Beriicksichtigung von (2.19) und (2.21):

’WD

A m < U o X1 (N (aq)y ™"

€ DXV = (log XVBXY" - o= d, .., 0.

bo
Lo
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Nun folgh tix X > Xo(K):

uv Ej ' UY
tl ‘N 1 =1 14—
o ( g )‘ émg{ +Af’f’+m}

g

x . o0 n i1 T
-\ (w0) @;(m) +1 E (1) ( w )
od : (k)
=1 ’ fremgbl k=1 J AT +m

— 2 (o)’ Q, (m) -+ O [t {65, () LE~1er) a1}

Wegen 1{ey, () LX 76"yt L X1 ergibt sich die Abschitzung

17 [ Zy
un
0 Z —1myy [ ( )}
Z (1—|— H—'f?) {1+0(X )} exp Z )
H,B==1 w4, = J=1 .
= frn+ O(U‘Xml"m)
=1 -1 )
Inggesamt erhdlt man mlt Ound Y ...¥1= 3} .. 31=0G"de
Iy ql myp=1 Wy ==l
Behauptung.
s bleibt der Ausdruck
U ¥
F,, = 2 GXD{ZT‘:’!:-E (uv)"Qj(m)}
Ay =1 j=1

in Lemma 2.10 abzuschitzen: Nach Mitsni wendet man aul dicse trigono-
metrische Summe die Methode von Vinogradev an. Duazn werdn von o
und ¢ unabhingige untere und obere Abschatzunnen fiir |Q;(m)i, j gerade,
benotigt.

Leyma 211, Es sei § < @, eine gerade natiirliche Zakl. Dann gilt fiir
[m| < 6, (K)GL" '

Qg (m] & - (D) LXY'

Beweis. Nach (2.15), (2.17), (2.19) und (2.20) folgt fir b =1, ..., %
(2.22) o) () 4oy = E 4 O{GL" {N (aq)})
= 01 4-0{(og Iy ey
Ferner ergibﬁ gich mit (2.11}, (2.12), (2.1;) und (2.18): ;

i
3-“ {ou0 (H) X

(2.28) o ::——IZLX‘””GZ B9+ 0 (¥ (o))}

=l

= -]E;Lx—imgm QA+0ET™Y), k=1,..,n
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LK g

{%
jarg (AP 4 m) = jarg{ Em {1+ O(L”X““”))}

Romit erhidlt man wegen 1

= jarg {1+ O (L")} < (log X)),
Bs folgt also fiir gerades j < o
s 1] P ra
@y (m)] = i—{z(i&(’“ +m) -2 (28 - [~ cos {farg (AT L. m)}}
Y Feeml Tty 1

t V3 ¢
LA ) 1 =1
>3 E |4 -+ m|
Weiter gilt mit (2.17) und (2.22):

o e _ .
HO Al ™ 3 gy > 1PIET (N (aq)}

1€
Als unfere Abschitzung fir Iq§'°)| erhilt man mit (2.17) und (2.23);

b == R

1 1 '
Ia(lk)l » ?Lx—lfnlé-(k)l 5 wL{N(aq)}l’“, k=1,..,n.

Wegeng < [[LX~"@11 < L ergibt sich
[a(].}a)1 > {¥{aq) }lln, b=1,..mn,
und somit
i fm| ™ > XV k=1, ...,m.
Insgesamt folgt:
. . .
|Qj(m) “j‘ {022 anm}j

‘Die obere Abschitzung fiir |Q,-(m)] in. Lemma 2.1% gilt wegen
l ”“I

(k) -

< LX"”“, be=1,...,m,

_wobei (2.17), (2.18) und (2.22) bunuwt warden.

' Bei der Abschitzung der Summe ¥, in Lemma 2,10 kann man nun
villig analog verfahren wie Miteui in [2 L1

Lpoira 2.12. Mit den Bezeichnungen in (2.21) ) gilt fiiy [m| 0, ()G
die Absohitzung S

44

7, = Z pr.{ 2731'-2_(%1))“@“%)} < Uzmc”fa;z’

sl Feal

icm
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wobei ¢ eine absolule Konstanie ist.
Bewels. [21], Lemma 6.
sieh jetzt unmittelbar der
Beweis von Batz 2.2, Zuniichst gilb nach Lemma 2.6 und Lemma 2.8:

Es crgibt

Z exp {2=itlog |NB1} = Z

Hedll ”'"Efgl(li‘) (#1350

B (50+ .ﬁ‘mj ﬁj) + 0 (XY

.,mn)ei’f'
Mit Lomma 2.9, Lemina 2,10 und Lemmsa 2.12 erhéilt man die Behauptung.

3. In diesemn Paragraphen sollen erste Resultate iiber die Verteilung
von Primidealen in Idealklassen modqg bewissen werden, die siech unter
weyentlicher Verwendung von Satz 1.1 ergeben. Hs wird dabei die in [22],
Kap. IX, aunsgefiihrte Beweismethode von T. Tatuzawa fir Sitze fiber
die Ditferenz aufeinanderfolgender Primzahlen auf Zahlkgrper ibertragen.

Fiir einen beliebigen Charakter y der engeren Idealklassengruppe
mod g setze man

Pl g) = D pla)da) = ¥ xl@

Natx NpTy

")log Ny,

wobel A{a) die v. Mangoldtsche Funktion fiir Tdeale bezecichnet.

JHis ist zunfchst das Ziel, eine ‘explizite Formel’ zu beweisen, welche
¥z, ) durch % nnd die Nullgtellen von (i (s, ) ausdrickt. Die dabei
anftretenden Konstanten miigsen von dem Ideal ¢ unabhingig sein.
Diese Aunsfithrungen schliefen an Uberlegungen an, die E. Landaun in [18]
ohne Beriicksichtigung der Abhéngigkeit der Kongtanten von gq und yx
durchgefithrt hat. Ferner wird seine Beweismethode ans [17] verallge-
meinert und aunt algebraische éah]korper ube,rtragen '

Man gefze im folgenden

1 fir

0 fix

X=X

(3.1) B, = Bylz, q) = ’
: L 7 %oy

wobei xo'immer'den Haupteharakter modq bezeichnet.

LisMvA 3.1, Bs sei gy ein Charakter der engerem Idealklassengruppe
modq. Ferner seien T und — T nicht Ordinaten einer Nullstelle von (g (s, x}.

Danngilt fir T2 2,022, a > 1:
a1 ’ . . .
1. J a® L V a?
— (s, g)ds = —Bew+ M ——+b_jloga+b,+0{1) —
27:"& ai § EI{ . Q“-J=#0. o
' 0= ficl
Iv| <1’
T a+iT o,
1 ms C' . g
s [ SR ety [ 0
m r 5 CK — GoiT K
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Dabei sind b_, =b_ () und by = by(y) durch die Bntwicklung
%
T
an der Stelle s = 0 gegebon, Die Summe liuft iébm a’tdt’ Nullstollen ¢ = B4
+iy 3= 0 vor ({5, x) 1m Bereich 0 =< ¢ < 1, [t] =
Beweis. [18], (90).
Lumma 3.2. Bs sei y ein Charakier modq, Féy o7 —1 wnd 151
gilt:

bm
(5,7) = = byt b e

=% (8, %) < log(Nyls)).
_ Lxe _

Beweis. Der Charakter ymodqg werde erzeugt von dem. primitiven
Charalter y*modq*. Unter Verwendung der Funktionalgleichung aus [18]
ergibt sich durch logarithmische Differentiation fir [f] 3 1 nach cinigen
einfachen Abscha‘.tzungon' '

)logl\ P ik e
vty e Jog N g
E (Np o) C;,( ~8, x*) ~log N g

Nun gilt wegen Re(l—s) = L—o 3> 2

’ o I‘"

EE(l-—s, ¥ €1, = (L—s) €log|l—s < logl|s|

g I '
und somit

&3

Es,n < Z log Np -+log N o* +logls] < log(Nqlsi).

tx Pl

Lewoaa. 3.3, By gitt fur jeden Charakiter xmodq i Bereioh 1, « o < 2t
e 1 B, by
el - Ol N f]-+2
CK( = ngswg iy T HJ o (N (1t]-+ 2}
055

Dabei wird iber alle diejenigen Nullsicllen o = f-liy von (s, 1)

- tm Streifen 0 < o < 1 mit Ausnahme dey Stelle s == 0 summiert, devern Imogi-
ndrteile von ¢ einen Abstand < 1 haben. Die Zahl b’ besvichnet die Vielfachheit
der Nullstelle p = 1.

Beweis: In [22], Kap. VII wird eine entsprechende Formel fiir L-Tunk-
tionen im Kérper der rationalen Zahlen bewiesen. Dic dortigen Tberle-
gungen gelten ebenfalls im Aahlkmpm, g0 dafl hier auf den Boweis
verzichtet werden kann.

Man vergleiche dieses Resultat auch mit Lmnmzb G ans [2].
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Die Integrale auf der rechten Seite in Lemma 8.1 lassen sich mit dein
sinngemif verallgemeinerten Verfahren aus [17] abschitzen.
Man iiberzeugt sich leicht, daB zuniehst wegen Lemma 3.2 gilt:
T log(NqT) 1
— e, p)ds < : :
§ fx r xlogw

—oo4-1"

Ferner ergibt sich mit Lemma 3.3 und Lemma & aus [2] nach der in [17]
angegebenen Methode fiir 1< o< 2

T g Lz (s, g)ils < T g | | log(NqT) a°
LR, < r = .
v § 9% Wi b § S_Ql T logz

0£ﬁ<1

zlog(NqT) 1 }
T {1+ {a—Vlogz |’

Eg folgt algo insgesamt aus Symmetriegriinden unter den Vorausseb-
zangen. von Lemmsa 3.1:

1 aiT " CA . S
(3.2) ——— f E K (e, s = —Tyot D) b jlogatbe+
i s Ly e
a—iT . 70
481
=T
2*log(NgT) 1 )}
: 0‘[1 1 .
o —EE (1
Hiermit erhalt man bekanntlich eine Absehétzung ftiir die Koeffizienten-
gumme von E'E(s, )
{x

Sarz 3.1, Hs sei y ein primiliver Charakter der engeren Idealllassen-
gruppe modq. Denn gilt fir 022 and T'> 2:

Z 2 —by(x )—}-O{—;UTlog(NqT) 4 %Iogzm-{—log_w}.

<<l
{m=

Bs wird diber alle Nullglellen ¢ = o(y) = f+iy von CA(
t<o<l, <L summiert

Boweis. Wegen 3 x(p™)logNp <210gl\7p<logk folgt nach .

Yz, g) = Bow—

¥) im Rechieck

Ny ==Ia
[22], A. Satz 3.1 fiir # > 2 und a = 1+(_logm) '
vy
1’ z CK

' (e, y) = — 5 | = (s,x)ds+0 —logzw—{—logw)
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Weiter ergibt sich mit (3.2) die Behauptung, falls ' und — 7' nicht Op.
dinaten einer Nullstelle von x (s, ¥) sind. Dabel wurde beric kaichtigt,
daf y ein primitiver Charakter mod ¢ ist und deshalb nach [18] 0 =2 § < 1,
b., < 1gilt.

LaBt man zu, daB die Ordinaten T und —I Nullstellen enthalten,
dann bleibt dic Behauptung von Satz 3.1 bestehen wogen

Q @
G . i
\ — == JiI0 —
) -
¢ 0 e ¢

Bs werde von nun an mit g, der eventuell vorhandene Ansnahimecharakbor
mod g und mit §, die reclle Augnahmenullstelle von £, (s, x) im Bereich

L
|?1"f’1"

ot 8
= M, 0 7
bezeichnet. Ferner setze man -
L. fir

B =F =
1 Wz, a) 0 fiir

F AR 4 ¥
X L
Levma 3.4. Biir cinen primitiven Charaliter ymod g gili:

(3.3)

. B,
by = by(y) = vy +0 {log? (2N q)}.
1

'

b#‘ .
Beweis. Wegen _g_?g (8, 1) = m:-«l—- A by -+ By 8. folgt nach Lieinma 3.3

b4
tir einen primitiven Charakter ymodq:
. | ix b 1 ‘
b, = lim {—CE (s, x)b_i} - Z =+ O(log2N q).
a0 15R S_ 0<A<1
=l
6(K)
Es ist nach Satz 1.1 Exc{s, ) % 0 fir o< FF ~~) s 1 - By, o
q,t

die Nullstellen ¢ von {y(s, y) spiegelbildlich zur Gevaden o «= 1/2 liogen,
welches sich leicht mit der Funktionalgleichung ergibt, Man crhiilt also
fir ¢ #1218,

1

1 :
‘i*”l’ ’E < M(Ch?’) % 10g{Nq(|y|~[2)}

und somit unter Berticksichtigung von Lemma 5 aus [2]

B
1"“ﬁ1

boﬂ_

)}

icm
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Samz 3.2. Hs sei w222 und T = 2. Fir einen beliebigen Charakter x
der engeren Idealklassengruppe modq gilt:
Q}'Bl ' e
— -+
¢

1

Ym, x) = Hyw—1H,

0<fi<l
[Ewy

+0 {«m log (N qT)4- ---IO,Q #+4-10g2N q-logw + (log2N q)* +Elfol""logm}

Dabei bedeutet > Summation iiber die Nullstellen o = f-+iy von
E(s, x) tm Bereich 0<o< 1, Wl < T mit Ausnahme von f; und 1 —8,.

Boeweis, My sel zunichat y ein primitiver Charakter mod q. Nach dem
Mittelwertsatz gilt filr ein passendes ¢ mit 0 < a <1 —4,:

L |
- = = plogx < P logw.
1-p, ¢ £
Man crhdlt mit Satz 3.1 und Lemma 3.4:
mﬂl 7 m@
(3.4) Wi,y = Fu—B  — — — 4
"31 Gep<l e
ks

0 {7} log (N qT)+ %Iog% +logz-Flog22N g —]—Elml_ﬁ’llogm} .

Wegen 1 —f8, {1 —% = } folgt die Behauptung in dem Fall, daf x ein
primitiver Charakter modqg Ist '

‘Wenn y nicht primitiv is6, so sei x* der zu y gehorige primitive Cha-
rakter modg*. BEg ergibt sich mit (3.4):

£1 : 2
Ve, g)= ¥(, x*)—|~0( Z logNP)_m By (g} — By (x*)- 7 T
o N ! 1 o=0{x) e
Bla _ et

+0 {-%Jog(zv q*a) 4+ % log*z--logwlog 2N q-+- log*2. q* +E1(x*)m”410gm}-

Man iiberlogt sich leicht, daf B {(x*) ==1 aus H,;(y) = 1 folgt. Bs kann
jedoch smn, daB B, (g*) = 1, aber By (y) = 0 ist. Die Ausnahmenullstelle
= fi(x*) liegt dann zwar im Bereich ¢z 1—c¢M™'(q* 0}, aber nicht
ma 1 mcM‘”'(q, o).
In diegem Fall folgt die Behauptung direkt aus Satz 3.1, der auf die
Funktion ¥(z, y*) angewendet wird, denn wegen 1—p; > o(K)M~ (g, 0)
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gilt nach Temma 3.4:

bo(1) = =g O 2Na") < lowe2q.
Damit ist Satz 3.2 vollstindig bewicsen.

TFiir verschiedene Anwendungen wird cine Folgerung auy Satz 3.2
bendbigt.

KororLARr 3.1, Bs sei p ein Charakter der engeren [dealklassengruppe
modq. Pann gilt fir ¢z T &

] wﬂl -
YV w, g)= By —~-—— — S 4_0’% log® N -+ Fye ™ logw
i il g
By t<f<l ¢
Iplet!

Im folgenden sei € = E(b) fir (b, q) == 1 eine von den h(q) Idealklaysen
der engeren Tdealklagsengruppe modq, dh, mit den Bezeichnungen aus
[187:

C =Ch)={o s K;a~Dmodq}.

Bekanntlich giltt:

hia),
0 sonst,

falls ¢ ~ bmod
(3.5) 3 p@zs) :l et

xmodq
SArz 8.3, Sei 1< Nq

< o und € die oben definterie Ldealllasse moda.
Danee ¢gilt fiir 22122

W(w; €)= Z/J.(a) - Z Ale)
No<pe Nore
aglt a~Tlmodg
_e _m®et 1 Ny o
MO AR TP LN

zimol g g=o(x)
1<p<l
|l

] .
-} (){ ogRip o e 4 log }
- h,(q)'_w 0gay,

wobed g = Q(x)

[i] < T durchliduft und wobei der Strich bedeutet, daf 8, = f.(q) uwnd L—f;
von der Summation aussusohliefen sind. '

Beweis. Dic Behauptuog folgt aus Korollar 3.1 wegen. (3.5), wobei
die Definitionen von #, nnd By in (3.1) und (3.3) zu beachton sind. '
Um im weiteren die obige Summe

."-—,f'—‘ m(!
Z 7 {b)~—
- ymodgd<p<l e
Il )

== B4y dic Nullstellen von {2, x) ém Bereich 0 < o<1,

icm
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abschitzen zu kénnen, bendtigt man Sitze iiber die Verteilung der Null-

stellen von [] {g(s, x) im kritischen Streifen.
zmodn

Dicse Resultate ergeben sich ans Untersuchungen, die in [11] durchge-
fithrt wurden.

Ry bezeichne N (o, T, ) die Anzahl der Nullstellen p = g4y von
tels, x) im Rechteck o< =<1, |yl < T, jede mit ihrer Vielfachheit
gezdhlt,

In [11] ist ecin Ausdruck der Form

SN, Ty, o=h 02

N zmod.q

(3.6) 1, T=2
botrachtet worden. Dabei summiert man fiber alle ganzen Ideale q in K
mit ¥q< @ und alle primitiven Charaktere ymodg.

s folgen mit (3.6) leicht Abschitzungen tir 3 N{o, T, ), wobei

xmodq
iiber alle Charakterc ymodq summiert wird.

Man vergleiche diese Resultate auch mit einer Arbeit von T. Hirano,
der in [13] direkt beweist:
(3.7) M N{o, T, 1) < {Nq3T3“}1 “(log NqT).

. ogmodlyg
Tamva 3.5. Bs gilt fir T2 2 und o2 0:
2 N(e, T, 1) < {Nq5 T4n21 2n—-l)}1—o(10quT)3ﬂ.+10

ymodg
3 Nio, T, n) < ot I (log N g Ty
zmod g
Beweis. Bin Charakter ymodq wird elzeugt von einem pmmltwen
Charakter y*modq* mit g*|q. Ts ergibt sich somit fir o> 0:

N N(o, T, 1) < "N(o, T, 1)
xmodq Nq'<Nq zmodq’
Nun folgt nach [11]) fir 12< o<1 —1 2n, nz=2:

M 2 N(o, T, ) < {Na-I*"P(logNqT)" .
No'=Ng xmoda’

Terner gilt im Bereich 1-—1 Pn<Lo<i, nzl:

3 3 N(e, Ty g) < (N DI log N g Tyt
No'=Nq gmody’
Insgesant erhdlt man fir o= /2 die erste Abschitzung der Behaup-
tung. Dieses Hrgebnis gilh aneh fir 0 < o< 1/2, denn in trivialer Weise

ist _ .
2 N(GaT;Z)é

xmod ¢

3 N, T, < Na-Tlog(N¥al).

rmodq
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Die zweite Abschétzung in Lemme 3.5 folgt sundchss im Bereich ¢ Sl g
< 1—1/(2n+ 1) wegen

Z-N(U: ) X) ZNO T,x)

zraodg rmodg

Q {(NQ)21"+1'szH}IMU(lOg.NQT)‘
2 exrgibt sich nach [11]:
D Nlo, I, g) < {N g5 I (log NIy,

Fmaod g

NqTlog(W¥ qT)

Fir 1 ~1/2n-1)< o<1 und » =

Nach diesen Vorbetrachtungen kann jetzt das auptresultat dicses
Paragraphen bewiesen werden. Dio Ansfilhrungen sehlicBon an Roechnungen
von T. Tatuzawa nach [227, Kap. IX an.

SATZ 3.4. Bs sei Q© eine Idoalklassc der engeren Ldeathlassongrup pe
modg. Man setze

Herner sei 0 < g <1 —0 eine 'reene Zabhl wnd 3°t° y=a. Donn gibl es
positive Konstanten ¢y = 0y5(e, K) und ¢,, = by (e, K, 0 daf gleiohmifpig

, ' log
n L Ng<oxp (st loglgow ) Jitr - co gilt

Flo+y; ©)—Pia; €) = A(a)

e Nosgm-+-4
ael

=~_y5.,{1+0(m!’1 Y40, (oxp(-—cw 1ij))},

A = max {log N q, (logw)*® (loglog @)},

wobei

Beweis. Fiir jede Nullstelle o =

B iy irgendeiner Fanktion £(s, 1),
xmodq, folgt:

e
(wy)r—oe| FY et ,
TS { w g Ly,
i &

Nach Batz 3.3 erhiilt man somit fir w3 T3> % und N G = b woegen ¥ < o
(3.8) W(e-ty; ©)—¥(n; )

—7&:}7 {1"|“0(~’*’F’31“l +0( Z > wt- 1"{- — quug-r |~J Lt log o )}
xmodq e#ﬂa(x) : ) _

<l
ivl<=¥

Thrweilerung des nullstellenfreien Bereiches der Heekeschen Zetafunkiion 239

Ferner gilt:

1
I r
Seteot 3 Sy
gmoedy o=ofz) - xmod g uwe(x) 0
0 fc1

o< Bl
|7l L=

2' 1) " logxde.

xmod.q e=o(x)
fzo
rl=<T
Aus Batz 1.1 ergibt sich
> M1 =0
ymodq pw=g(x)
fzo
l¥l=r
i o e L ~-oMy, MY = M7 g, T) = max {log N q, (logT)**(loglog T)**},
T =8, bei passendem g == ¢ () > 0.
Homit folgt nach Temma 3.5:

39 3 Mo <o Iquoo(.NqT)
zmodq e—n}a(x)
Il :
T—eddy .
|- f (N g = Y " logm(log N g T) P do.
0
B gel nan
, 20 (A) logx _ s0(I)
. also o, < .
(8.10)  logNq < 56 logloga ’ 26 (25 H) < 56
Man setze
Tl o _ 1l—s <i_
R L

dann ist fiir genigend grofies # = #,(K) nach (3.10):

1—.cM .
J‘ . {Nq"n{ 1l —-1}1 ”logm 1oquT)]3do'
b

i {V P T 1M (log ) < oxp {14log10gm —zsell 1logm}
Weiter erhilt man fie ® 2 2, (s, K):

logm loel
™t N g Tog (N qT) < exp {(m Dlogw -+ — Fiﬁ 10d10am +log ogm!

< exp {~#loga}.

]_...a.i,gc(]»—

1
Wegen gz o't =w m’"l) = o't il fiir 2 2 0a(e, K) it (3.10):

wqulog"w

& " —1, Y4 < ~% :
cexp | ——logr), Y@ Hlogw < exp 5 logm).
yT ¢
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Folglich ergibt sich mit (3.8) und (3.9) fir @ 1= wy(e, f):
ie+y; € —¥(z; €)

=L hisowns o(nxp ( _ mgm) + oxp( Alogloga — -+ ¢ 3 loga ))}

s sei jetzt log N q 3= (logT')** (loglog T)'?, also MT? += log Nq. Dann hat
man mit (3.10):

8¢ 10g @ & log.r . o _1_0ng

56 logNq l()g,,Nq R

14loglogz — — chloga, < 14

Sehlieflich crgibt sich fir
log Ng < (log Ty (loglog V" < (loga)*® (logloga)'
und @ =, (s, K):

. Joga
14loglogw u—-g—aMllogm & — 0y (e, ) --m;-_-.

Damit ist dic Behauptung vollstdndig bewiesen.

Die. eventmell exigtierende reelle Ausnahmenullstelle g, 1484 sich mit
ainem von T. Mitsul in [20] and . Fogels in [4] ant Zohlkorper verall-
gemeinerten Satz von €, L. Slegel abschitzen. Man erhilh den

SArz 3.0, Unier den Vorausselzungon von Salz 3.4 sel ferner A eine be-
liebig grofe positive reelle Zahl wnd 1< Nq < (logu)*. Dann gibt s Mm
Konstante €y = tole, 4, I0) > 0, 86 dafl fir w-> oo gill

loma)"
Hiety; €)= ¥(n; €) = /aq(/q) {l+0“ (( }Lp( (1((),;:1{!1;1)&*')”3 ))}

Beweis. Fiir dis Ausnahmenullstelle £, == §;(q) in Satz 3.4 folgt
nach [4] mit beliebig kleinem & > 0:

B <1 —ey(s, K) (‘NQ)MG'

Man setze & = 2/34; dann ergibt sich dic Behauptung aug Sata 3.4,
Im folgenden hezeichne [{w; €) die Anzahl der Primideale p wit
Np<a in einer Idealllasse € der engeven Ldealklassongroppe modq.
I (x5 (Z) sel die Anza.hl der Primideale erston Grades p in € mit Np
=p =
Sarz 3.6. FBs sei © eine Idealklasse der engeven Tdealblassengruppe
modg. Man sefee
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l’efgwr seien 0 < e <10 und A > 0 reelle Zaklen. Damn gilt fiir 1< Ng
og ) : |

(242" €~ (a; €)

l wﬁ-}»s &+ e 13
T Toam T 0na {%——exp(—czg(.g , K)- M)}

(q) logz () (loglog )™
Beweis. Zundchst folgt:
IT(2; ©) = I(z; © +o(21) 23 €)+ 0 (M),
olge
f=2

Man erhilt somit
(8.11)  My(a+a"t; €) —I,(z; 6)
Y A{a)

= (342" €) —I{z; €)+ 0(z"?) = - + O (2.
w<Nasgtad+9 logNa
asl .
Nun gilt fiir o < Na <zt 25
1 1 log Na —logsz 1

sy — 2 = ) O4e—1
logNg logo logzlog Na logw +0(@ _ )

und daher mit Satz 3.5:

Y “A{a) 1 . & 2itey
— T T m'7+¢. RS |
m<an>z¢+m0+c logNa loge e $ 6 =¥ ©) A Oe’ ( h(ﬂ))
ag
1 o't (log )"
0, _ (log
= W(q) togz T {h(q) exp( » (logloga)™ )}

Die Behauptung folgt schlieflich ams (3.11).

Ingbesondere ergibt sich ans diesem Resultat der in der Emle1tung
formulierte Satz 1.2:

M(a+a™ €) —Iy(2; €) >0 fir a3 (e, A, K).

Beweiy zuKorollar1.1. Sei 1l N g < (loga)*, 4 > 0 und (a, q) = 1.
Man betrachite die Idealklasse € = €(a)modyg, dle das Hauptideal (a)
enthilt. Nach Satz 1.2 existiert fiir ¢ > 0 und 2 = x,(e, A, K) ein Prim-
ideal p in € mit ¥p = p e[z, z-+2""].

Nun gibt es nach Definition von € zwei ganze Zahlen 8,y in K,
g0 dal gilt:

p=(e), (VB =(a)(y); PF=yp=1modq, >0, y>0.

Eg sel ew'f = ay, wobei £ eine Einheit in K ist. Man setze @ == g’y dann
folgt die Behauptung.

3 — Acta Arvithmetlea XXXVILS
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Bewels zi Korollar 1.2, Bei 1L N{ga) = (Jogm)t, 4 > 0 ung
ity q) = l\\Ta‘ =5 Zmodq, (a, q) = 1. Zundchsb Iolgt la, (9)q) == 1 Wwpgen
{Na, g) -—1 Man betrachte die Tdealklasse & = (2"‘( )mod( )q, die
das Ideal a enthilt. Nach Satz 1.2 gibt ex fir & 20 und @ 3= wi(e, A, K)
eine Primzahl p im Intowmll [, @+ w1 und mn Primide Ll pin € mit

_Npq P Nun gilti, b ‘ ‘ L
(a) =a(f), «=f=lmod(gq,  a>0, ﬁ > 0.
Es ergibt sich wic in [3], §4: .
. Na =~ 11.{1()('1;1,":;" Nﬁ g Lmodyq.
Insgesamt erhilt man wegen a > 0, § > 0: Lo

p=Np=NpNa=NpNa)=NaN(f)= NaNf - Na

Bemerkung: By sel insbesondere.q == ;{1), 2 e g (10;)‘:3)*“; A =0
und ! ein Ic‘lemlnormenreqt Janod g, dLh. (Z, g) =1, I = Namodyg.
' Dann existiert in [Hyz--a2't*] fir w/'ro(s A, K} cine rationale
Primzah]l ¢ mit p = Imodg, p = Np, p Rrimideal m O P
Weiter folgt, dal jeder Ide.xlnormenrc st mod ¢ g]mvh/mm o Prinvides L1-
normenrest, mod g isb. ' :

Sohlml&hch sei in Korollar 1.2 Z cin AL]1lnormcnrmt. modlyg, d.h.
(T, g =1, Na>0,"

Dann gibt, es filr m>wu( A, K), eine Primzahl p e[z, ©+a “"‘] mib
p =1lmodg, p=No, o = amodq, @ Primzahl.

= Imodgt?

l = Naemody, -0 gangd

4. Weitere Anwendungen von Satz 1.1 liefern mmlu;, don Uberlegungen
im rationalen Fall ([227]; Kap. IX) abynlptomscho Absehdtzungen fur die
Anzahl [T(z; §) der Primidedle p mit Np <o in einer Tdealldagse © dor
engeren Idealklassengruppe mod q.
 Zunichst ergibt gich der

Barz 4.1, Bs sei € = €(b) fir (0, q

s 1 eime vow den h{a) Tdeolklassen
mod q. Man selze” :

A = max {og N q, (log2)*® Qoglogw)*}.

Dann gibt es Komstanten ey = 6y () > 0 awnd tgn = Ogy (JCO) 5> 0y g0 daf.

‘I .
glewhma/}?g 1< Ng<oexp (031““‘2‘%@" ) gite:

loglogw
: Z @ ;h(b) el [ @ ( ]ogm)] '
9‘7 3 (g - . A e it s - Bl £ 4l | — J——— e
i )'3 Nﬁﬁw W Ma)  R(D) B . O] h{q) B S !

Das zweite Glied tritt nur auf, wenn modq ein Ausnahmeoharakter y, ewis-

icm
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tert. By = B.(q)" bezeichnet die Aécsaiaizw-zéwaulisiélfe::‘"'vf;sr" z"ugehi‘iﬁﬂigéw Trnk-
ton Cr(s 7}{1) s b : e

Beweis. Der Be\vels wnd in dre1 Teile’ untertellt, ]e nachdem m wei-
chem Bereich log Nq liegt.

(loga:)"”5
A (loglogz)¥’

1. Full: 0 logz _

<logNg < ('l_og.éﬁ)éf% (1gg’1qgm)w, 2150
Ex soll der Angdruck o

= th}m

xmodq o=0(x)
05 R
I¥[<T

{4.1) L=ty

a‘pgescha’i’nzt Werden, Zunéchst erhdlt man wic im Bewels zu Lemma 3.47

. :
| e $log2Ngq  fiw i<, oA 1p,
o L1 fie |y > ‘1'. . ’-
—_— 1y = ,v
o] e

Weiter gilt fiwr § = §,, T > 3 bei geelgnetum ¢ = c(IL) >0 (mankarne < 2
annehimen) nach Satz 1.1: : _
B<l—eM,, M;y'=M7'(y,T) =max{logNg,{ogT)y ‘5(l-og_10gT)'l""§}':
Folglich ergibt sich | e

8 < Nquocr(NqT)mexp( —cﬂ[llogx)lc\g?f\fq&.
Man setze nun
1 (logx)*®
T =exp {z ¢ (u(mlim)a;)lf‘*}

Wegen 0 < ¢<2 151: fitr geniigend grofBcs

B T<e, '(lo;g'f[’)'*”3 (leglogi')”"“Lg‘(logm)m(loglcgm)”""

und somit

M7l = max {lequ (log T ’WloglogT Y g

iys

(logz)** (loglog)

Insgesamt erhilt man : _ B . ‘
1

s <wexp(w~csa--%m-). : o

gx)** (loglog 2)'}:

(logam)*” }
(toglogay™ |

Ferner folgt wegen h{q) '< Ng <exp{lo

—mélogzm -

Wlog € — ox ‘{—‘G"K
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Damit ist nach Satz 3.3 die Behauptung von Satz 4.1 im 1, Pall bewicsen.
loge  loga

2. Tall: (logm)**(logloga)"® < log Nq < (loga)™?, = Togxe

Man setze

_ (log Nq)**
T=oxp { (loglmg.rN‘C()“2 }

dann gilt tir @ = @,

S<T<e, (logl)PP(loglogT)"® « logNy.

Aug Satz 1.1 folgt somit bei passendem ¢ == o(K) > 0:

¢
fir ymodq, 1———m— Ko

Zxls, 1) #0 e

17 Jti “QT: § 75:.51'

Fir die Summe § ergibt sich nach (4.1) mit (4.2) und (3.9):
(4¢.3) 8 < NqTlogNg-log(NqT)+

iy
+axlog Ng f '
1]
Weiter ist Nq > ¢o(K) fir o>
nach Definition ven T':

{Wgr Pt g W= lopp(log Nq T)* do.

@y(K) und wegen logNq < (loga) folgt

qu_vnq-szn+lm—l < exp {(loqu)ﬂ.’ﬁ mlogm} <1

Dahér erhdlt man fiir geniigend groBes x:

Tt
log Nq

wlog Nq f N g~ Nogx (log Nq 1) do
0

&
< p{Ngi "+ = or Ny 100 W) ¥ log Nq - loga.
Nun gitt log Ng < (loge)%, log(NqT) <

< (log»)* und  schlieflich nach
{4.8):

(log w)** loga
log Nq log Ng
43logloga
4 (loga)**

8 < mexp(—gslogm) Q}«mexp {(2%-{—-1)6

logw }
log Ng

. Jog : -
< mexp(—oas(K) Eﬁ%&“) = mexp(w_«cas loiw).
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Es bleibt noch das Restglied in Satz 3.3 abzuschitzen. Wegen

logw (logNgy? 1 log Nq)**
g goq

1,’2 TP RS TN
(log) (loglogz)™ ™ y5 (loglog Nq)**

logNq <

logNgq

und nach Definition von T folgt:

@ © V2—1 logw
—log2y < exp| ————.
T h(a) 2 log Nq
1 : @ 3 x 3 logw
aMlogr < ex (-——10 w)g ex (__.. )
h(q) i) P\ 88 i TP\ T Tog g
log® loge logx
: v < - = .
3. Fall: (loga)™ < log Mg < on logloge ~~ 4 log N q

Man setze T = Ng?; dann gilh: _
(log T)** (loglog T)*® < log Nq.

Der nullstellenfreie Bereich fiir {x(s, x), ymod g, hat wie im 1, Fall die
Form

¢
~<o<l, WST, s #h

log Ny

‘ logx
Nach Voraussetzung ist fir 2= o (K) logNq<os —l—g-—-_—g logx

oglog®
1
und folglich @ > exp (-—-—loqu-loglogN q) No*™ 3 wegen Ny > go(X)-
Bs crgibt sich fiir # > #,(K) mit (4.3) die Abschitzung:

1 loqu
8 < zexp( —%logw)—km(logw)15 f {(Nq)" 3~ "de
1}
] (1805 —0) 70~ Jogz
<< wexp( —% ogx)+wexp m Tog Vg |
an wahle ¢y, <{—; dann folgt:
log»
S <% mexpl——c%(K)iog—Na-}.
Schlieflich ist wegen (logNq)*> logz und T = Ng*:
o © %1 No) < mel(llogm)
P oo Y —_—— .
7 %8 TR o SRS TP\ T2 Tog Fa
z*log x.
h(a)
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Setrt man dies alles in Satz 3.3 cin, donn folgt die Behauptong im
3. Fall. ' |

Dot ‘ini der T}mimtung formulierte Satz 1.3 crgibt M(h hieraus durch
partielleSummation. -

Beweis zu Satz 1.3. Zunichsth g.':Il‘u.

1 Afa
(tL.i- {i{w; €) = ot e ()
) (#; &) :}4 lo,s,N o F‘ (@),
. LIS T ] .
neld
Weiter folgt durch41);\‘1'tie]]u Smunmation
Af) L | . o |
/. E___myf, - ) -1 f am 1/2
s IowNa lngw (P’L)I Hlus Q') #lo wu 100 )
-\;E(_[ : . ) ‘.V“" .
Mit Satz 4.1 erhilt man wo;,,cn 3/41 s By L fie
1. logaw | - YoV 7
1 Ny e,xp( T:}I— ‘-_———‘—' - )\ U{])( 1~U£V-a:-w-) =i 18 ()
die Beziehung: -
A9 L w1 j why o fom, L oM
2%’%% log.l'iV'a gy loge  -h(q) § wlogi [ i 717(&7 Togw +

asl
+-é;-e;c])( .mgf I._i 01;) ) logay £ cim; |
(C[) U /I h(q) l . 31“;2'--) f,

wlogiy |
af ® L lnﬂm
_}.. { 1/2+ e e e 1] gy -
h(q) lugw | h{q) P e )
Die Beha;uptungrergmt sich nun aus (4.4} wegen

L loga
“'!= » h(q) e A_m’

Bewus zu Korollar 1.3. Sei ].'»”Nq £ (logae)t, A > 0. e dio
Ausmhmonullhtello B = f1{q) gilt nach [4) mit heliebig kleineny & = 0:
P <L —ey(e, K)(Ng)~

Man setze ¢ = 2/54; dann folgt die: Bohmpmn aus Hutz 1.3,

Beweis zu Korollar 1.4. Soi 1 < g < (loga)”, A > 0'und T ein Tdeal-
nor memest mod 0 d. b

e

h(q 100 U

AL g =1, == Namodg, ., -

wobei g ein gmnzw Ideagl in K igt. Nach Korollar 1.2 exi

sti.ert fiir o3> wo(A, K
ein Primideal p in K mit ' Np = p == Tmodg. R o:'( 7 )

"bo]mmlthuh {I 1 Rj, l)c-

- viele, also in jo RN e~

s seien ¢p.und ¢y awel Ldeale in K it (¢, 4} = (Cgy g)==:1. c, und ¢, heiBen

VIII) Aquivalent mod(g) (c1~621110d(£l))a'
gilt: B gibt wwel ganze Zahlen », nnd y, in K, so dafl

(po)ey = (valca,

wenn

Py =2 Yy - lmod(q) yy > 0y yy > 0.

Dic Tdealklassen €mod(g) sind dic Aquivalenzklassen der Relation 1.
Man. setze

T ;. c;nmd(q) '

Wenn “wilti = N czmod q.

, .
l)m'( b diese [ﬁvlwium ~ Wud olwnfalls eine’ .A.quwalenzrelmtmn definiert.
Man begeichne die Aquivalenzklussen mit H

I e H(B) == {(c, @) == 15 Ne == Nbmodg}, (b, q) =1.

Die. Klassenzahl q’:l(q) NL die Anzahl der modg mlz;ongmonten Tdealnor-
mert ND mit (b, q) = v

" Sel (b, q) =1 wnd TJ - (ﬁl, ooy B); dann gibb es ganze Zaklen gy, ..
ey fypg 0 I, 50 dafl

U= i+ o Bt g
Nun gilt : L
(g Byt s ) = N(L *qu‘l) ” (L—uffq) = 1modg,

k=1

i dlie elomnentargymimetrise hm Funlcblonen der ,uﬁ“,,ll',. ,,u,l' 1 ganze ra-
tonale Kahlén gind. v

Wogen b/(ufy -+ ... +uf) folgt N 9 iy . Bl soit
(NG, g) == L. SchlieBlich' exgibt sich aus (N'Db, ¢) = 1 wegen ND = Omedb
auch (b, ¢) == L Bs gilt also (b, g) = 1 genau dann, wenn (Nb, ¢) = 1 ist.
Die. Klasgenzahl P1(q) Ist damit die Ordnung der Gruppe der Idea]normen-
reste modg. T

Ty zwei Ideale ¢, und ¢, mit ¢ ~ c21n0(1(q) folgt na,ch [33, § 4 ¢
~ tymod{g).

Alle l(l%](« einer Tdealklasse (_,mad( ) haben somib denselben Tdeal-
noxmenrest modg,
U Waeh [3], Lemms 1 zerfallen die Tdeale ¢ ]odor Kiasse H in glelch
Hg) Tdealklassen €mod (g).
_ l)xu Rehauptung von Korollar 1.4 ergibt sich ans Komllam 1.3 mit
q - (g), wenn man die Klagse H botrachbet, die das Idou.l a enthils:

v N @ { (loga)™® ))
N\ b ))qﬂ (Q) \n (fl)j 1"””’ 0‘4(7@((@)%]?( * (logloga)*” }
Wiz
ey

s soll noch eine weiters L‘olg(,mng aus Smt/ L 3 zmgegebcn wurden.
Man bendtigh das - folgende S :



]
LuMMA 4.3, Hs sei 2 2= 2 eine beliebige yeelle Zahl. ¥iir alle Charaktere , _ Im“

2u Moduln q mit No <2 ist (i (8, y) 5% 0 im Bereioh
¢ 3
— 5l
: Myz,t) 7 4’
My(2, 1) = max {logz, log([t]-- 3))**(loglog (|t + 3 )}*)

(4.5) ozl

bei passendem o = ¢'(I) > 0. Dabei sind evenluell die ly(s, x) ausge-
nommen, fir die y durch einen und denselben reellen primitiven Charalter
x* = x*(v)mod q*(2) induaiert wird.

Be weis. Fiir komplexe Charaktere ymod g folgt die Behuuptung nach
Satz 1.1 wegen Ng <2 Ferner kénnen im Bereich (4.5} fitr roclle Oharak-
tere nur reclle Nullstellen liegen.

Es seien nun 4y mod gy und gy mod qi zwei versehiedone reelle Primiti-
ve Obaraktere mit Noy < 2, Ng; <o Mon eklire 4* und ¢* nach dom
Modul of g5 durch

|t fir o (q, ofed) =1,
x:(a) = N ¥ ok .
-0 fir - (a, qyq7) %1, 1==1,2

Dann gilt x, gy, da jeder Charakter modq*q} primitiver Charaktor
modulo genan eines Teilers von gF ¢} ist.

. Nun boesitzen {g(s, y) und (s, z) in ¢> 0 dieselben Nullgtetlon
wie {8, x7) und {g(s, 7). Nach [2], Lemma 15, kann somit i Boreich
Gy (I0)

~ logax(arey 1T

hochstens eine der Funktionen {y(s, ¢}, Zg(s, ¢¥) verschwinden. Man,
erhilt wegen log 2N (q}a;) < 2log2z

(4.6) Lels, 1) %0, o1l
logz

] pact
fiv alle recllen primitiven. Charaktere y*mod q* mit Nq* < 2, oventuell
mit Ausnahme eines einzigen.

s seien nun qy, g, Moduln mit ¥q, << g, Nay << 2, zu denen o reolle
Charaktere x;, xo gibt, fiv die (4.6) nicht gilt, o* mod ) wnd yimod g
seien die zugehorigen primitiven Charsktere.

Da {x(s, x1) und Le(s, x3) in o> 0 dieselben Nallgtollen haben wic
i (8, x2) und L (s, xa), folgt nach den obigen Uberlegungon :

A =5 =g,

womit die Behauptung von Lemma 4.1 bewiesen st
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Sarz 4.2. Hs sei A >0 eine beliehige reclle Zahl. Dann gilt gleich-
logx :
logloge

1 € 1
w; €) = Wm{l'w*‘ (mgm)}-

Dabei sind hoohstens die q ausgenommen, welche Vielfache eines einzigen
Moduls " = q*(x) mit Ng* > (logay* sind.

Beweig., Doer Beweis des entsprechenden Satzes im rationalen Fall
([22], Kap. IX, Batz 2.3) iibertrigt sich unmittelbar auf Zahlkérper.

mdfig fiir 1 < Nq < exp (

“5. M. Jutila gibt in [16] als Anwendung seines Hauptsatzes ein dem
Bombicrischen Primzahlsatz dhnliches Resultat tiber die Verteilung von
Primzahlen in ‘Jrarzen’ avithmetischex Reihen an.

In diesem Daragraphen sollen entsprechende Untersuchungen im
Zahlkorpor durchgefithrt werden.

Lemyma B.1. Hs sei A > 0 eine beliebige reelle Zahl. Ferner seien © >
ol A, ) wnd 3T <o Dann gilt filr Nq< Q<o mit Ausnahime von
hoohstens Q(logz)™4 Moduln q:

> N(1—(Qogayh, T, z) = 0.
gmod o
Der Ausdruck N (o, T, x) i8¢t vor (3.6) definiert.
Beweis. B sel zunichst log ¥q < (loga)**; dann folgt wegen T <=

cund @ 2 oo (d, K):

max {log Nq, (log 7" (loglog T)**} < o(K) (logm)*.
Nach Satz 1.1 liegen somit fiic komplexe Charaktere ymodg mit Ng
< exp {(loge)*} im Bereieh 1 —(logz)™* < ¢ < 1, #| < T keine Nullstellen
irgondeiner Funktion Cg (s, x), ymodg. :
_ Bei teellen Charakteren kann im obigen Bereich eventuell eine reelle

Nullstelle existieren. .
Man sotze z == cxp {(logz)**}; dann ist nach Lemma 4.1:

¢ (K)
logz

lla, gy 920, oz2l— ;, =0
fir alle meﬂen primitiven Charaktere xmndq'mit Nq < 2, eventuell mit
Augnahme eines ecinzigen Charakters g*modg*(z).
Woeiter folgt:
¢’ (K) 1
g R T
logz ! (logw)™*

Nach dem Satz von Siegel ([4]) gilt fiir = die zu q* gehérige Ausnahme-
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I}ullstelle ﬁ1 < (g ¥ e e o e

51<1-—c,,0( K)(Nq*)"*" e jedes 830, 4

Zoll B, = 1—(loga)™* sein, so ergibt sich Ng* = o, (e, I0) (log fn)*““
Sum Beweis von Liemmsa b, L 151, der Ausdrock
L ' - —
os= 2
o ¥ N(lf(1?:§=n}?3’4.’f‘=x)N.
gmaoity ! : L

abzuschatzcn s Eolgt m]t den: Bwemhmmgon in (.3 OFS

Sg—.’ vN( (Onbb)"”’l 11)
q~meudq :

RN

N xmmlq
L loN sh(lugmlzf‘

—(loga) ™", I, ) +

+ 2 > N {1 —(loga) s, ) N
e "Nrﬁ"Q 'l #inod4’ ’ . .
. log No' >(log..z)~/"

chh den 01)1g(=n Uberleguugon er‘lmlt man iur dio Summo 81. ‘

- XL ?.__, i
(5.1) 8, < w%ﬁwl < ~qu < Qlloga)™.

Bine Abschitzung tiy S mglbt H[(h i'ur @
gung von Satz B aus [L1]:

(logzy*}- Z E*N(l ~(log)™ ¥, T, %)
‘ o Ngul c‘)xmml " ’
G Q(logw} L

Wegon 8 8, + 8, folgt any (5 1) uncl (B, Q) die Beha‘uptlmo‘ ‘
LA, 5.2, Bs sei A > 0 eine beliebige reelle Zahl. Ferner seien v = 2
%%d § == a® = 2 mil festem 1- (2w-l)/1n~ < ~<: 1. Man setze fiir ¢ > 0:

wn(A K) untmz- Buruol{thmw

(5.2) 82 < Qexp{—

‘M—— Lmzm (1 a)
= - e g
Ak ~|u, 4.."”1"‘ ' _

Dann gilt fiir @ < Ng < 2@, Q s o, mit Ausnahme von hiohstans ¢ (loga)™
- Moduln g in- der bfas?wmgm Bcwzohn'amq.sw%su S

WX, 11 s "’ — W [ER—— Mo .‘1‘
vl B ) @3 ©) Rg) | ot h( ) (loga)

Bewais. Dic Behaupﬁtuhb‘ergibt sich unmittelbar fir o < @, (e, 4 K).

By sei-also 22 wele, 4, K)ond 9= T3, Ng<2Q <, ey s

AUTWERUT W] W RUSLHEGUGTL TOW UTE0NEE GET L OCKCROREN X clalunidion Z91
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Nach Lemma ﬁl gllt mit Ausnahme ,)von, hochstens

Mmluln q:
2 Nt

o g

Im folgenden worden dio Ausnahmen aufler Betmeht crelassen Es erglbt
gich mit Lemma 3.5

Q (loga)™*

S

10gm) s, ) 0.

! 2 wit ¢ g™ Na-log(NgTy+
l xmmlq oma(x) : ‘
|7’l{'£'
L~{logz)~dF
A f {Nqﬁ Txmz,'@n—-_l)w—- 1.}1?—‘U(10gm)3n+11 do.

0

Noy~te't; dann folgt T = g+

Man sotwe T o= 3, T< Qeltbtima
I

>
NotImien=1) ¢ exp {(1 —6e)loga} < o',
Man exhilt |
2’ y g1
xmmlnu e(z)

[ B
|plestt

@ m“‘“ibgm.;{- oxﬁ {.— ¢(loga)t ~{— I(B%_—i— Iljlogldgm} |

<44 (log@)™*

und somit nach (3.8) wegan o 12

(o35 €) (03 ) - T S feyloga) i g logte.

Sch]'mﬂ] ch g1113

- Y -4
@~ tlogs €, 4 ——— (logz
womip, die ‘13(5‘]1m1,.\1)1:.11t1g von. Lemma 5.2 bewlesen. ist. -
SAmz B.1. Hs seion @322 und y = a® = 2 mit festom 1 —(2n —1)/4n?
Cwz o 1. Man selee filir e > 0 ' X
e
: P 120 —6
Danm gilt flir A 20
il Z .
) niax mm W(fu+z E) — W(w; B) — | <, 4y (loga) ™.
[’ m(fl) Cmadq & h‘(q)
L

Beweig. Man unmrtmlo (l(ug Intervall [1,2°]in < logw Telllntervalle
der, Form [@, 2Q1, @ s<a”. | L I
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~ Fir dic in Lemma 5.2 ausgenommenen Moduln q mit § < Nq =20
(hdchstens @ (logw)™~%) erbilt man unter Beriicksichtigung von The-
orem 1 aus [26]:

v
o) max max | FPle-+z; €)—¥P(x; €)— - il
p<irza0 P(q) cmodq =< k()
< logx ' Z;(q) MAX T +y oL
ReNa<2Q (a) Em”d“z<z\{§ém+y g @

Bt

b
4‘;'—

< y(logz) ™4+ a (loga)™ ' 4w (logw)=4=1,

Nun gilt:

:L-l—b "‘a+1 l’a b a—1 1"
w om om = "PE’;_% b

Fiir die ébrigen Moduln g mit @ < N q < 20 folgt nach Lemma §.2:

 h(q)
AX MAX
D(0) Cmoaqasy

. 2
V(g +2; €)— Plo; €} — wem
o<Ma=2Q ’ ’ h{q)

- 1
Gaylloge)™™ Y] o < ylloga)™.
QE N2} a

Man kann nun leicht den in der Eihleitnng_ formulierten Satz 1.4 beweisen.

Lmyva 5.3. Hs seion die Vorausseleungen von Lemma 0.2 erfilllt.

Dann gilt fiir Q < Nq <20, @ < a° mit Ausnahme von hiohstens Q(logw)™
Moduln q: '

. . 1 a8 du _ .
max max | [ (w42 €) —IT{w; € — ¥ d
e e T e A T A

Beweis. Zunichst folgt fir 2y und . € mod g:

Hate O=Mas©) = Y 2Lk 10,

R N
agi

Nun gilt tir @ < Nq < 29, @ < o°:

oM < Ll logo) 4 < - (loga) 4 < = (logao)~
Amu(g) \Q(g) Qh(q)(‘%m) .

Weiter erhélt man durch partielle Semmation nach Lemma 5.2 mit Ana-
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nahme von hoéchstens @ (logz) < Moduln q:

Af@) 1 T y 4
log¥s _ hay ) Togu +0 {5y Qo)

< Noget2
ael

Damit ist Lemma 5.3 vollatéindig bewiesen.

Die Behauptung von Satz 1.4 folgt hieraus mit denselben Uberlegungen
wie Satz 5.1 aus Lemma 5.2. .

Literaturverzeichnis

[11 E.Bombieri, On the large sieve, Mathematilka 12 (1965), 3. 201-225.
[2] E. Fogels, On the zeros of Hecke's L-functions I, Acta Arith. 7 (1982), S. 87-106.
8] - On the distribution of prime ideals, ibid. 7 (1962), 8. 265-260.
(4] — Uher die Ausnahmenullstelle der Heckeschen L-Funkitonen, ihid. 8 (1983),
8. 307 -309.
[6] = On the zeros of L-functions, ibid. il (1965), 8. 67-96.
[6] - Corrigendum fo the paper ,On the zeros of L-functions™, ibid. 14 {1968), p. 435.
[7] — On tke zeros of o clags of L-functions, ibid. 18 (1971), 8, 153-164.
(8] . — A mean value theorem of Bombieri's lype, ibid. 21 (1972), 8. 137-151L.
(0] D. R. Heath-Brown, On the donsity of zeros of the Dedekind zeta-function,
ibid. 38 (1977), 8. 169-181. ' ‘
[10] E. Hecke, Vorlesungen dber die TTeorie der algebraischen Zahlen, 2nd eod.,
Chelsea Publishing Company, New York 1870.
[(11] J. Hingx, Uber Nullstellen der Heokeschen Zetafunkitonen in algebraischen Zahlkir-
pern, Acta Ayith. 31 (1676), 8. 167-193.
[12] — Régions libres de zdrog des fonctions deétas de Hecke et lo distribution des iddaus
premiers, C. R. Acad. Sei. Paris, Série A, (1976) 3. 916-920.
{13] T. Hirano, On the zeros of Hecke's L-functions, Sci. Pap. Coll. Gen. Edue.,
Univ. Tokyo 24, 1 {1974), 8. 9-24, :
[14] L. K. Hua, Additive Primezahliheoris, Leipzig 1959
[16] M. N. Huxley, The large sieve inequality for algebraic number fields I1I: Zero-
density results, J. London Math. Soe. (2), 3 (1071), 8. 233-240.
[16] M. Jutila, 4 statistical density theorem for L-funclions with applications, Acta
Arith. 16 (1969), 8. 207-216.
[17] E. Laundau, Uber einige Swmmen, die von den Nullslellen der Riemannachen
Zetafunktion abhdngen, Acta mathematica 35 (1912), 8. 271-204.
18] = Cher Ideale und Primideale in Idealklassen, Math, Zeitsehr. 2 (1918), 8, 52-154.
[19] — Verallyomeinorung eines Pélyaschon Sniees auf algebraisehe  Zahllirper,
Gittinger Nochr. 1918, 8. 478-488. ‘
[20] T. Mitaui, Generaliced prime number theorem, Jap. J. Math. 26 (1956), 5. 1-42.
[21] — On the prima ideal theorem, J. Math. Soc. Japan 20 (1968), 8. 283-247.
[22] K. Prachar, Primsaliverteilung, Springer~Veorlag, Berlin 1967.
[28] W. Stad and K. Wiertelak, On some estimates in the theory of L{s, x)-fune-
tions, Acta Arith, 28 (1978), 8. 203-301.
[24] A. V. Sokolovskil, 4 theorem on the zevos of Dedekind’s zete-funciion and the
distance botween ,noighboring” prime ideals (in Russian), ibid. 13 (1968)_, 8, 321-
334. .



T = A L W A UREEN E et 1 ARTTY LI
254 Fisgarl G W (007 1 TR
) ‘ " XXXVIIT (1980)
[25] T.Tatuzawa, On the number of @':Msgml idedls fipa,!dl'qebrm'e Jriﬁr;ibar'ﬁ:f;%ds; whos; v
norms not ewcaedwg @, Su I’a.p Coll Gren Lduc., Umv Tokyo 23 (1973,
8. '73—86 ;
[26] — On the 'number f: ?mtegml 'wleals whose ’n.orms belan(}mg to s0Mme, Narm residue

closs modg, ibid. 27 (1977), 8. 1 ‘ g

[27] R. Wilson, The large steve fm algebmfw nu’mber f@elds, Mu{.]wlnu.mlm 1(} (1969)
8.1 9—~204

R 4 T NS L Quelgues résultats d’équirépartition liés -aux
FAORERTIICH MATHRMAIK : L ' nombres premiers généralisés de Beurling® = o

UNIVERSITAT MARBURG

D-3550 Marburg/Lahn . o . i pan

Tingegangen am’ 18.1.7978 (1029) JEAN-Pinire Boren (Limoges)

1. Inwroduction et rappels.

e | "1 Soit 2 = {pi},cw un enbemblu de nombres premlers génélahsés'
. de ]30111]111 o’ogt-di- dn‘ que & est muni d'ne norme i2—-R telle
a N S que:

o e T<lpll<lpall < ciglpli<... et limpfl = +oco.
. : [ . e :
Nous noterons .4 lo seini-gronpe multiplicatif libre engendré par & (A7 ost
e : , Pensentble des entiers”); auguel on prolonge || | de maniére totalement

W ‘ o o : nultiplieative: ‘

SIS

Nous supposerons 4 ordonné: & = (b}, de telle maniére que:

G e . - B S = el ) < Wl < S Bl < et lim b = oo

l lpait, & €N, a; =0 sauf un nombre fini. .

a—++co

A peut 8tre ordonnd aingl, de plusieurs agons éventuellement. Nous
gupposerons dans la suite de ee travail qu'nn tel ordre est fixé. Nous
verrons plus tard que, dans les cas considérds, les résultats sont indépen-
dants ’un el ordre.

1.2, Soit f une application de 4 dans €. Nous poserons alors:
Ble,f) = N J);  alw, )= Y f@); d,f) = 3 tog Ipl-f(p)
BES- el UHHGST
ol D (resp. p) roprésentoe Uélément générique de A7 (zosp. 7). On sait définir
sur A7 unoe fonetion do von Mangoldt par: ‘

logllpll s Ape#,dae N b =",
Ad) s
0 HINOIL.

* (e brnvadl corvespond & wne partic de ma those de géme gycle, effectude & L'Uni-
vorsl b6 ' Adx-Marseilla IT sous la direction du professeur G. Rauzy.



