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Lois de répartition des diviseurs, 2 ;
par

GrraLD TENENBAUM* (Talence)

1. Introduction. Dans un précédent travail [4], Deshouillers, Dress et
FAuteur ont montré que la loi de répartition des logarithmes des diviseurs
d'un entier est, en moyenne, la loi de larc sinus. Plus précisément, si on
définit pour chaque entier » une variable aléatoire D, premant les valeurs
log d . . fpe s
Tg—-, ot d parcourt 'ensemble des diviseurs de », avec égale probabilité
ogn
1/d(n), nous avons montré que pour tout ae[0, 1]

1 : 2 e

lim ~ Prob (D, € o) = — arc sin . /a.
x—m X ,,é\:x ( " ) T \/

On voit sans peine que la suite (D,).v n'admet pas de loi limite; on peut

cependant se demander s’il existe upe suite de densité positive .o/ telle que

la suite (D,).., posséde une loi de probabilité limite. Nous montrons que

la réponse 4 cette question est négative. -

THROREME A. La varisble aléatoire D, étant définie pour chague entier
n comme ci-dessus, soit pt une mesure de probabilite sur [0, 1] et soit of une
suite d'entiers naturels telle que la suite (D,)ey ait u pour loi limite. Alors
la densité naturelle de la suite o/ est nulle.

Ce théoreme montre quil est inutile de tenter de préciser la loi de
répartition des diviseurs en étudiant directement les variables D,. Une autre
approche du probldme consiste & étudier non plus la ,proportion” des
diviseurs de »n qui sont dans lintervalle [n%, n’[ mais la densité de la suite
des nombres n ayant dans cet intervalle un nombre k, fixé, de diviseurs.
Nous nous intéresserons ici au cas k = 0. L'existence de la densité des
entiers ayant au moins un diviseur dans lintervalle [#% n' [ n'est pas prou-
vée directement: nous la déduirons de létude de la densité des entiers
ayant k facteurs premiers dans un intervalle du type [n?, n”[ (voir théo-
réeme C) an moyen des deux idées suivantes:

‘L. si la densité existe, c’est une fonction continue de (a, ) dans 10, 1[*;
‘ df‘“”v"“oﬁ_ %
* Laboratoire associé au C.N.R.8. n® 226. *
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2 G. Tenenbaum

-2. si un nombre n a au moins un diviseur d dans [#%, n*[, avec « > 0,
alors on peut presque toujours” choisir d avec seulement de .grands”
facteurs prermers Nous verrons que certains calculs sont simplifiés lorsque
les paramétres («, f) sont remplacés par t = 1/ et A = a/f. A cause de la
symétric autour de ﬁ des diviseurs de n, on pourra toujours supposer

=2 ou <2, de plus lorsqué A/t < 1/2 < 1/t on pourra toujours se
ramener au cas t = 2.

L’essentie] de nos résultat sur cet aspect de la répartition des diviseurs

est résumé dans le théoreme B ci-dessous. Nous noterons pour x réel:

D, = [0, 1]x [x, oof,
@, = [0, 11xx, o[,
@y =10,1] % [x, oof.
THEOREME B. Pour tout couple (A,t)e @, la suite des entiers n ayant
au moins un diviseur dans intervalle [n**, n'"[ posséde une densité h(i,1)
qui est une fonction continue de (1, )e@\{(1, 1)} et vérifie les propriétés
suivantes:
() Pour 1e[0,4/5] on a:
1—u—v du dv
v w oo

hiA,2) = 1—log 2i’1 - _[Aj log
oit A est le domaine de R* défini par
o) | _ st 0<A<23,
4= { {(u, v): 1—/1/2—-5 Su<min(@, -2} s 2/3<i<4/s.
(i) Pour (A, )P4 on a

h(A, ) < 6 (1—AY

log (e log 2)
© log2
(iti) Pour (A, t)e %, on a

2T el aoan \/T
— | arc sin —=—arc sin_ [~ {.
n ﬂ t

" Comme nous I'avons dit plus haut, la démonstration de ces. résultats
est lie 4 I'étude de la répartition des facteurs premiers, qui est ,souvent
beaucoup plus facile que celle des diviseurs” et comporte une importante
bibliographie dont hous avons reproduit en fin d’article une partie assez

compléte. Les expressions explicites des densités étudi€es sont peu maniables;
cependant, en les considérant comme des fonctions de 4 et t on peut

it 8= 1~ = 0.0860 ...

hid, 1) z
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montrer qu’elles satisfont certaines relations fonctionnelles et en déduvire des
encadrements assez fins.

Dans le théoréme C, ci-dessous, fi(1,t) (resp. fi*(4,t)) désigne, sous
condition d’existence, la densité des entiers »n ayant exactement (resp. au
moins) k facteurs premiers dans Pintervalle [n*, n**[; v, (x, y, z} désigne le
nombre des entiers moindres que x qui ont exactement k facteurs premiers
dans lintervalle [y, z[. Dans tous les cas les facteurs premiers sont comptés
avec leur ordre de multiplicité. On pose:

g:= ¢, ol y est la constanie d’Euler.

Enfin, I' désigne la fonction eulérienne.

Le théoréme C exprime qu’en moyenne le nombre des diviseurs premiers
de n dans [n*", n''[ est une variable aléatoire qui suit approximativement
une loi de Poisson de paramétre log 1/A. '

TrkorEME C. Avec les notations précédentes, les densités fi(A,1) et
S (A, 1) existent pour tout entier naturel k et tout couple (1,1) de D,.
On a de plus les propriétés suivantes: :

(i) Pour (4, f)ed,

1
ol = 1= [ foluy 119 2%
i u

(i) Pour keN et (1, e,

Jesr (A, 1) = jfk(’l I— u)%

(i) Pour keN et (1, t)e‘,fm.l.

10g 1/,1 (1+ a (A, r))

Ak = T~k

avec |a (4, 1) < 2
(iv) Pour tout (A, e

D<o

1;
(v) Pour keN et (x,y,z)eR® tel que e € y < z < x et log x < log?y
logy logx x  log*(log z/log y) e i
= () > e /108
Velx, 5, 2) fk( logz’ logz + log y k! O (e )

ol Ies constantes impliquées par les symboles O sont absolues.

Notations. Nous utiliserons indifféremment les symboles 0 de Landau
et <€ de Vinogradov. -
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Si o, 8, ... désignent des suites d’entiers nous noterons A(x), B(x), ...
le nombre des entiers de ./, #,... qui sont moindres que x et d(),
d(B), ... (resp. A(), d(:#), ...) les densités naturelles (resp. densités naturelies
supérieures) des suites considérées — sous condition d’existence.

Les lettres p, p' désigneront toujours des nombres premiers; on écrira;

m(x) = 3y, 1.
pEx

Dans tout cet article, 1+ ¢(1) désignera la fonction introduite par Dick-
mann [5] et définie par: .

<1,

olu) =1 pour 0 < u
0 continue 2 droite en ¥ = 1,
ug' (W) +ofu—1) =0 pour u > 1.

Nous prblongerons g par 0 pour u < 0; pour u > 0, o{u) est la densité
des entiers n dont le plus grand facteur premier est moindre que n'/.

On a [1]:
fodu =0 = ¢ = 17810...
(

2. Etude de la répartition des facteurs premiers

2.]. Commengons par montrer lexistence des densités f,(1,1) et la
relation (i) du théorsme C. Désignons par fi(x, 1,1t} (resp. fi(x,4,1) le
nombre des entiers n < x qui ont exactement k facteurs premiers dans

l'intervalle [x*, x*[ (resp. [#*\, n**[); une démonstration analogue a celle
du lemme 7 ci-dessons montrerait que

i.ﬁl(xs A: r)—ﬂ(xs ’l: f)l = O(X)'

I suffit donc d'étudier les quantités
1,
‘;jk (x’ ’la t)

lorsque x tend vers infini.

Pour ¢ela nous nous intéresserons d'abord au cas k = 0. Le principe
de la démonstration consiste @ montrer que fp(x,A,t) vérifie une relation
de récurrence intégrale & o(x) prés et & déduire Uexistence de fy (4, t) pour
tout (4, f)e %%, en utilisant cette relation et les résultats connus pour t < 1.
On pose, pour tout ue[4, 1]:

A, = card {n < x' 7V pln = pé [x¥, x1[],

icm
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La formule fondamentale est:
1 du e —
(1) x—folx, 4,0 = jx”"fo (x0T gy p— ) — - O (xg™  Hlenxy
: U

ol ¢ est une constante positive et le O est absolu.
Elle se démontre en remarquant que

Ay = fo (X 01— )
d’ot
[x]—folx, 4, 1) = A+ O (xE

xS p= it <510t

(le terme O (x'~*) prend en compte les entiers n dont le plus grand facteur
premier de l'intervalle [x*”, x'"[ intervient avec un exposant > 2) et la
démonstration de (1} se réduit alors au lemme suivant: :

LemMmE 1, Awvec les notations précédentes on a:

L du e
An = j'xufx Au +O(xe—c\«‘(2/tllog.‘<)
xAftg peum tilt 11 i u
ol ¢ est une constanie positive et oni le O est absolu.

Démonstration. Pour tout entier n < x“~?" désignons par s(n) le
plus grand facteur premier de n dans lintervalle Jx*, x'"] lorsqu'il existe
{si n ne possede pas de facteur premier dans I'mtervalle considéré, on prend
s5(m): = x*"); notons d’autre part:

r(n): = min {x'", x/n}
et

J,,:‘= Tsimy, r(n)].

Alors la contribution d'un entier n < x*~*/ & la quantité Y’ A, est:

Y 1+0(1).
paldy,
A a N . du
De méme, la contribution de n & la quantité [ x*" A, — est
: i
f o
i, 1084

Si T'on pose

dg
dy 1= 1—
bEZJ,, ' JJ,, loggq
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on a alors:
du
— ul!A —_ < d..

v Y A= [ "S}_m .
En posant pour tout réel v

i J‘.’ du

i) = ! log u

on a

dy = [ )G~ DL )T

et comme il existe une constante c; positive telle que pour tout réel v = 1

< pe” \/legu

|7 () —life)l <
on peut écrire, quitte & changer la valeur de ¢y,

d,, ‘~<-. 1‘(11) —clvlngr(n)

En reportant dans (2), on obtient la majoration

< x"e +
wi& xlt 1Mt

T A [ 4,

+ Y (x/n)e”

2t Dftg g 1 — AWt

d'ot le résultat désiré. o
Pour montrer lexistence de fy(4,r), fixons 1e]0,1] et considérons
I’hypothése H, (a) suivante

HA'(a): Pour tout couple (u, t)e[A, 1]x[0,4] la limite fy(u,t) existe.
Pour (v, t)e[4,1]x[0,a+i] on a alors d’aprés (1)

1 d'l) .
3) 1~x’1f0 (x, u, t} — { x—h—-v)/rfo(x(z—v)h’ v, tm-U) “;M+O(1)
Ihypothese H;(a) implique donc l'existence de fy(u,t) pour tout couple

(u,t)efA, 1]1x[0, a+4]. D'autre part on sait (voir par exemple [2]) que
-H; (1) est vérifiée pour tout 1€70,17; en effet pour 0 £t < 1) on 2

x._lfo (x, A!t) =g (_;')'*'0(1)

-

icm
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On en déduit donc I’existence de f5(2, 1) pour (4,¢)e @y; pour A =0 on
montre directement que f,(0,t) = 0, ou on utilise les résultats de [137].

2.2. Montrons maintenant les propriétés (i) et {v) du théoréme C. On
vérifie facilement la relation suivante pour tout entier k > 0 et tout couple
(L, eD,

) k+1) fra (x4, 8) = ST A, )

Mg pexlit
log p
log x

Par un argument analogue 4 celui du lemme 1 on peut réécrire (4)
sous la forme

ou l'on a posé u: =t

, i efF
(5) (k-!—l)x_Iﬁcﬂ(x,ﬂ,I) = jx“‘”"”’ﬂ(x“‘""",l,t—u) —~+O(e . ! )

ce qui montre, compte tenu de l'existence de o5 a la fois Pexistence
de fi(4, 1) pour tout k et la relation (i) du théoréme C.

Dautre part on sait [2] que pour tout couple de nombres réels posmfs
{x,y) tels que

log y < log x < log?y

on a

log x x log ¥ x
= o
wo(x, ¥, x) xa(logy)+o(logy) fﬂ( o )+ (logy)

ol la constante impliquée dans le terme reste est absolue Pour un triplet
de nombres réels {x, y, z) tels que

y 1 1
(b<z<x), (ogx <log?y) et (ng<1+ ogy)

logz = logz

~on a dong, d'aprés (1) en posant

| .
_ Jogx L log y
log z log z

1

x—yolx, y,z) = _f{xfo (u,t-u)-I-O(
. i u

~cv/log

b
N
(S

l .

=
+
<
¥
L

= x{1-fo(4, f)}+0( )+0(xe—chugy)

80it encore

X
log y

(6) Wo (x, v, z) = xfo(}.,t)+o( )+0(xe“"/1"};)-
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En itérant ce procédé on voit que pour

1 .
g% 14n-BY  Ge t<14nd)
logz

log z
on a

iy logh 1/k
‘!/0(-‘5,}’ = xfO (4, t)’I'O(E“g‘}“)-FO(‘CE viogy 2 .___.__._—)

k=

ol les constantes impliquées par les symboles O sont absolues. En prenant‘
n = [log y] on voit finalement que (6) est valable sous les seules conditions:

0 y<z<x) et (logx < log”y).

En utilisant (5) oen montre alors par récurrence sur k que pour (x,v,z)
vérifiant (7) on a:

logy logx ) 0 (_x_ log* (log z/log y))+

lﬁk(x,y,Z) -f;‘(logz logz k! ’.Ogy

& J
+O(xe“'ﬁ“ 5 log (log. z/log y))

i=0 j'
ce qui prouve (v).

2.3. La .démonstration de (iii) est plus difficile. 11 suffit de faire la
démonstration pour k = 0 (en effet, application itérée de (ii) permet de
- déduire |a (A, t)] < 2 2 partir de |ay (4, t)] < 2). Nous aurons besoin de cing
lemmes.

LeMME 2. Pour tout couple (1, 1)e @y, on a

Y A, D=1
k=0

Démonstration, En remarquant que f(x, i,?) est nul pour k > t/4,
on obtient

Y felxs 4, 1) = [x],
) kSl
d’oll la conclusion annoncée, on faisant tendre x vers l'infini. Remarque:
Cette conclusion est mise en défaut pour A = 0 puisque f(0,r) est nul
pour tout entier k. On peut, cependant, montrer facilement en utilisant la

méthode de Turdn que, si A = i(x) > 0, on a uniformément, pour { et
x=1,

T Al = x+o().

k= (1+o(l)) log 3

icn
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" On trouvera dans [7] une généralisation de ce résultat A I'étude de lordre

normal du nombre des facteurs premiers d’un entier n dans un intervalle
dont les bornes dépendent de n.

LEMME 3. Soit {2, 5) la transformée de Laplace de la fonction t > g(t/A). .
On a pour Res > 0

a(d,5) = Q‘(I,S)GXP{—IS e: du}.

is

o0

' t
Démonstration. Ona gid,s)=§ e ¢ dt. En dérivant par rap-
T P

port & 4, en tenant compte du fait que o{u) = @ pour u < 0, et en utilisant
I'équation fonctionnelle de g, on obtient:
e—).s

d .
_HQ(A . 8) = 7 g4, s).

Le résultat annoncé découle alors par intégration de cette equatlon diffé-
rentielle.
LeMME 4. La fonction (A, ) > fo(A, 1) prolongee par O pour t < 0 vérifie
Péquation fonctionnelle
1A

(8) Ifo(i u)e(t—u)du—lj"e(u

Démonstration. Soit fy(4,s) = je'"‘fo (A, t)dt la transformée de La-
4]

place en t de la fonction f; (A, t). Posons de plus

1
%A, 1) = Y Xia,11 (F)

ofl y;.q est la fonction caractéristique de lintervalle [4,1]. La propriété
(i) du théordme C montre que pour tout entier k > 0 et pour tout
(A.t)eZ” ., on a
1

o) Sl 1) = o 6 fo) (2, 1)
ol " désigne la convolution par rapport i la variable ¢ et ob %**% désigne
la kizme convolée de » par elle-m&me (égale a la distribution de Dirac si
k = 0). Remarquons que (9) implique que I'on prolonge fi(4,) par 0 pour
<O

Soit t = Y{(f) la fonction de Heaviside:

1 s t=0,
Y(g) = _
® {0 sio t<0.
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D'aprés le lemme 2 on a pour (A, 1)e &%,

(10) Kﬁ’ﬁ)%iwﬂ=n&

=0

En posant
(A, 8) e fem B u (A, Nt
d
il vient;

exp {#(4, 9)} fo (4, 5) = %

scit encore
N 1 b du
A,5) = —exp<— [e ™™ —%.
Jotd, 5) j P{ lj; e " }
En combinant ceci avec le résultat du lemme 3 on obtient:
n 2 1
(1) (1, 9)fold,s) = Té(&ﬂ),

ce qui est €quivalent 4 (9), en appliquant la transformée de Laplace inverse.

COROLLAIRE. Pour tout couple (1, t)e @Y, on a;

) By = B AU

a=o Hl 4, * Uy

ou 4, est le domaine de R" défini par
{ls w<1(i=1,..,n),

"
Zu;sr

=1
En particulier on a:

(13) lim fo (2, & = 4,
(14) ' Aif (, 6
a2 ’0"

Demonstratzon Drapres

='fb(/1, t=A).

on a;

(10)
;(

(" * Y) (4, 1),

ce qui est exactement (12).

Lais de répartition des diviseurs, 2 11

Lorsque ¢ tend vers linfini, intégrale sur A4, tend vers log" 1/4, et
comme la série (12) converge absolument, on obtient {13}. Enfin, (14)

s'obtient soit en dérivant (11) terme a terme par rapport 4 A, soit en
utilisant la propriété (i) du théoréme C.
LeMME 5. Posons pour tout couple (4, f)e @5

90s ) = 5 (/o B2},

Alors pour tout couple {A,t)e @{ on a
S¢g, 1)< o~1.

Démonstration. L'inégalité de gauche est triviale. D’autre part (8)
donne par dérivation:

=1 d
ﬁa,0=e(§)+gkﬁqua&—u«n;fz

" =1 t (t—1)}4 :
sg(j)+-jfukumu—u—ﬂduﬁg(—)+1 [ owdu.
0 A C
1

Comme [g(u)du = 1, cela implique
]

) (t=1)/4
(15) gid, 1) < *}Q (*ET)-F [ o(uadu.
1

La majoration dans (15) est une fonction de r dont la dérivée est

()T

Pour ¢t 2 1, cest donc une fonction croissante de ¢; en faisant tendre r vers
Pinfini, on obtient alors la majoration annoncée.
LEMME 6, Pour (1, t)e %y, la fonction fo {4, 1) admet une dérivée partielle
en t et vérifie ‘
a
(16) t—-fo(d:1) = fold, t=1)=fo (4, 1 = 4).
Démonstration. La formule (16) est trivialement vraie pour A = L.

puisque fo (1, ) est identiquement égale 4 1. On peut donc supposer A < 1;
soit alors ue]Af, t[. On pose pour tout réel x = 1:

m=§£mﬂ

ol £(n) vaut 1 si n a un factevr premier dans [x'/, x1/*[ mais n'a pas de
facteur premier dans [x*", x*"[, vaut (—1) si n a un facteur premier dans
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[x*, x**[ mais n'a pas de facteur premier dans [x** x'™[ et vaut 0 dans
tous les autres cas. Ii est facile de voir que:

(17) E(x) =fo(d,)—fold,u)+o(l).

Posons E(x) = E,(x)—E;{x) ol les entiers n comptés dans E, (resp. E,)
sont tels que ¢(n) = 1 (resp. e(n) = —1); soit #(n) la fonction de n valant 0
si n a2 un facteur premier dans [x*', x**[ et 1 sinon; on désigne enfin
par p, le plus petit facteur premier de n dans l'intervalle [x'* x'*{. On a

1 Av
Eix) = — Yoo =— % fo|xemom 2 g
x xl/!$p<x1/“ t

X xlhgpexlin nsx
Pp=# p=xlit

-

a celui du lemme 1, on en déduit

Ey(x) = ffo(-’%”—, v_l) o,

Par un argument semblable

On montre de méme que

Ifo(lu b4 u)fiwm,
v v

ce qui implique (16), compte tenu de (17), en faisant tendre x vers linfini,
puis u vers ¢.

4. Nous sommes mainfenant en mesure de montrer (iii). Daprés le
lemme 6, on a, pour (4, t)e &y,

aa g, ) =g, t—1)—g(d,t-4)
et, puisque, d’aprés le corollaire au lemme 4, g (A, f) tend vers 0 lorsque ¢
tend vers I'infini, on a:
© 8
(19 g{i, ) = :I «é;g(i u)
En utilisant (18), il vient pour (A, Ne”

,u—A) il g (A, u—1)
1-)) ————du~ | Al
= ,f u(u+1~—l) ! u du

Dans (20) lintégrale impropre est bien convergente puisque d’aprés le

lemme 5 |g (4, u)| est ma_]orc par 1 pour u = 1. En utilisant ce résultat et
I'inégalité:

20 g9

-3 _ 1
uu+1-2)  u(u+1)’

icm
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on obtient pour t = 2

t+1 2
(21) lg(4, )l < 2log <

A

Nous allons montrer par récurrence sur lentier n que pour ¢ > nr, on a:

43
tH{t—1) - (t—n+2) "

Si la propriété est vraie au rang n, on a pour ¢ = n+1, daprés (20)

(22) lg (4, ) <

@ du ' 3 du o= du
<n —h
gl <nf L8 Ry e vt Mmooy e

;D (u—nt1) +

du
(u+ D @—n+1)’

rr+l)5

Considérons alors pour ¢ = n+1
1 < du

nJ

D) t=ntl) " A D @nt 1)

G,(1):=

it suffit de montrer que G,(t) = 0; mais, pulsque G, (1) tend vers 0 lorsque ¢
tend vers P'infini, il suffit de montrer que G (1} < 0 pour ¢ = n+1. Or on a:

) 1 " ol
‘o Gnlt) = t{t=1) .. (t—n+1) {t+1 —kgo.t-—k} < 0

ce qui montre bien (22). Pour f = 2, on a donc en prenant n = [t]

1 _ I(t—n+2) T3 2
t—1--(t—r+2) T @  re’

lg(%, 0 <

Compte tenu du lemme 3, cette dernidre inégalité est en fait valable pour
t = 1, ce qui acheve la démonstration de (jii).

2.5. Montrons maintenant la propriété {iv) du théoréme C. Dapres (9)
il est clair que, si 'on note fi(1,s) la transformée de Laplace de fi(4,1),
on a pour tout k > 0

a1 .
A9 = —ij},(z, s) (R, 5).
D’aprés (11). on peﬁt donc écrire _ |
11 -
70.98(1,9) = 7+ 26, 9, 3)
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soit encore en appliquant la transformée de- Laplace inverse

: ] t
(23) el —u)du= - Ie( )aoku ) du
) 0
ot I'on a posé pour k = 1
du du
(24) pp(d ) = | —-.. —
A 1y ty
Zupsu

En majorant ¢ (4, u) par logtl/i on en déduit pour ¢ > 1

: A
{25) [ Rl wdu< crﬂlog" 1/A.
r—1 :
Mais st A € (t—~1)/t on a pour to.ut entier n

uelt—1,t] =

! A
J fr@, wdu = fi* (Tllv t)-
t—1 -

[nll(t-l)’ nl/l[ < [ﬂ-M", nl,’u{,

donc

On déduit donc de (25) pour ¢t > 1

t~1 1 t
* < A M] "‘fmm-_,
<o m;c 18" Ty
ce qui achéve la démonstration du théorgme C. .

3. Etude de la répartition des diviseurs

‘Notations. Nous désignerons par £(n) le nombre de facteurs premiers
distincts ou non d'un entier n et par d(n) le nombre de ses diviseurs.

Le ppem de k entiers ay,..., u, sera noté [u,, ..., a].

De plus nous considérerons pour chaque entier n la décomposition

1 (M g2 (n)
avec:

e1(n) :=max {d:dln, d* < nj, 0:(n):=min{d:d|n, d* > n}.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de démontrer les théordmes B
et A dans cet ordre car nous utiliserons le théordme B dans la démon-
stration du théoréme A. Le lemme suivant permet de simplifier les calculs en
montrant gu'a une quantité o (x) prés il revient au méme de compter les entiers
n < x ayant au moins un diviseur dans lintervalle [n*, n'[ et les entiers

< X ayant au moins un~diviseur dans Iintervalle [x*, x .

icm
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Posons en effet pour (1, f)e &

R, t,x):=card {n < x:3d|n, 0™ < d < nl,
h(d,t, x) := card {n € x:3d|n, x*" < d < x'},

LEMME 7. Avec les notations précédentes on a pour tout couple (1, ey
R(i, t,x) = h(A, t, x)+0(x).
On a en effet I'estimation triviale
26) R4, t, x)=h{A, ¢, x)|

=

x X
< + card
log x { log x

+ card { ]

£a<x:ddn M <d< x”’}—i-

€£n<€x:3dn, < d < x”’}.

Or nous avons montré ([17], pages 523-524) qu’il existe une constante

log log x .
absolue ¢ telle que pour fout k < v: = . 3 on ait:

X

xi? x
<d < — e
2EHT 2 } log? x . /log log x

(27)  card {n < x: Jdin,

I log 2
avec § = 1 2 087 (elog 2)

log 2

En fait la méthode employée pour montrer (27) est indépendante de
lexposant 1/2 et (27) est valable pour tout exposant de I'intervaile 10, 1[.
En reportant dans (26), il vient:

x Y X
IR, ¢, x)~h{k, t, x)| < Tog—x+ Y

= 0(x).
k=0 log® x ./log log x

3.1. Pour montrer la propriété (1) du théoréme B nous allons évaluer
la quantité

F(A,2, %)= [x]—F(A, 2, x) = card {n g x: din = d¢[n*?, n'2[},

Si un entier n non carré est compté dans E(J. 2,x) on a g,(n) > n1 Mz,
on sait d’aprés le lemme 2 de [17] que cela implique

' A
Q’(Qz (n)) s “[“W]-
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Si A < 2/3, le facteur g,(n) est donc premier et I'on a;

{28) RiA, 2, x)

card {n € x: Apln, p > 1 "M} + O (xM)
2

‘ X
x log 577 +O(logx)'
Lorsque Ae]2/3,4/5] on a Q(g,(n)) = 1 ou 2. Pour les nombres n tels yue
Q(o,(n)) = 1 I'évaluation (28) reste valable, il suflit donc d'étudier la quantité

F, 2 = card in < x: Qo5 () = 2 et gy(n) = "M,
or d’aprés le lemme 7 on a
J(A, %) = j(4, x)+o(x)

avec
JA,x)i=card {n < x: Qo, (M) = 2 et g5(n) 2 x' 2]

= Y > o1
si=Mlggaax  n€xjg
gzng2)=42

oll ¢, désigne un entier vérifiant Q(q,) = 2.
Lemme 8. Avec les notdtions précédentes et celles du théoréme B on
a pour A < 4/5 :

(29) jGax) = T* card {n < x/pps ¢, (n) < /e’

mp'
oit le symbole z* désigne la double sommation sur les nombres premiers p et
lo log ¢
gp logp )e n

' tel )
;rotens que (logx log x

Démonstration. Il faut montrer que sous ]_‘hy'po_thése

XM opp' € X,
- (30) { n < x/pp',
' p<y
on a ['dquivalence:
01 (n} < n/p',
(31) 0y (npp) = pp' <> (mlggp log p’) A

Supposons g, (npp’) = pp’; alors n n’a pas diviseur d vérifiant
(32) ' nlp < d < p. '

En effet, 'l en était autrement le diviseur dp’ de npp" appartiendrait & I'inter-
valle Jn, pp’ [=]e.(npp’), 02 (npp)[ ce qui est absurde. Cela implique n/p’ = 1,

icm
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lo log p'
donc pp'? < x, donc P ,~~§~R~ € 4. De plus si on pose
logx ~ log x
lo log p’
(33) (,0) 1= 2L BP
_ logx  logx
on a;
2 2u
P — ‘C = x.‘xuvl-v-*i 2 x2-52./2 = 1
7 i

done¢ ¢, (n) = n/p’ puisque r n'a pas de diviseur vérifiant (32).
Réciproquement, supposons la condition de droite dans (31) vérifice,
[1 est clair que pp’ > n, done il sullit de montrer que tout diviseur J de.
npp’ tel que ‘
4> i
vérifie également
d 2z pr.

Soit d un tel diviseur; si pp'ld la conclusion est triviale; on peut supposer
que d sécrit mp ou myp’ avec min. Dans le premier cas on a:

m 2 i /7T = Jh > i,

et dans fe second

mz \/E\/p/p’ > n/p.
Comme n n’a pas de diviseur dans lintervalle Jn/p’, p’[, ceci implique donc
mzp

¢t achdve la démonstration du lemme 8.

Par un argument semblable & celui du lemme 7 on peut montrer que,
si Pon conserve la notation (33) on peut remplacer (moyennant une erreur
qui est o(x)) dans le membre de droite de (29) la condition g, (n) € n/p’ par
g, (m) & ntUie=0) gegt i dire g, (n) 2 a¥ ¥R, Or il est facile de voir
que pour (u,v)ed on a vfl—~u~v) 2 2/3, on a donc:

J,x)y = Y card {n < x/pp'ioy(m) = P o (x)
' :

. X l—y—op ( 1 )}
= ~ ¢ o +0 - et ox)
L { 5T log x/pp (

Hi
=
Nl
*
=3

2 = Acla Arithmetien XXXVUL 1



18 G. Tenenbaum

Le lemme suivant montre alors le résultat souhaité.
LemME 9. Soit f: R" — R une fonction intégrable au sens de Riemann dont
le support est inclus dans un compact de 10, oof". Alors:

) 1 | log p, log p, . duy du,
ey ) = [y, P
Jim o Z Py Dy - ,,f( log x gja;f( ' W vy U,

Démonstration Soit [a.#]" un hypercube inclus dans ]O, co[" conte-
nant le support de f et soit v la mesure définie sur [a, b]" par

du, du,

dviuy, ..
W3 U, Uy

ol =

On définit d’autre part pour tout réel positif x une mesure v, sur [a, b]" par

d"x(”la s “") = xlEgt e tuy) a'1r(x"1) dn (X"”).
Une intégration par partie montre immédiatement, grice au théoréme des
nombres premiers, que pour tout pavé

P = ]_1_[ [.a,, bl]
=1

inclus dans [a, b]" on a:

Cave(uy,.cou) = [ dviug, ..., u)+o(l).
P r

Cela montre que la famille des mesures positives v, est uniformément bornée
pour x e R et converge vers v au sens de la convergence simple sur I'ensemble
des combinaisons Hnéaires finies de fonctions caractéristiques de pavés. On
a dong également convergence vers v au sens de la convergence simple sur
'ensernble des fonctions continues sur [a, b]" Or, puisque [ est intégrable
au sens de Riemann, il existe pour tout ¢ > 0 deux fonctions continues
h et g sur [a, b]" telles que l'on ait

g<f<h sur f{a,b]"
et
Jj th—gydv < ¢

. [ab]"
De fa relation
fgdv, < [fav, < Thdv,
on tire donc:

| ifdve= ffav] <

d'oit la conclusion, en faisant tendre successivement x vers I'infini et & vers 0.

e+o(l)

icm
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3.2. Nous allons maintenant montrer une forme légérement affaiblie de
la propriété (i) du théorgme B, & savoir, en repremant les notations du

femme 7:

. 1
(34) (A, ey = limsup — h(d, 1, x) € 6(1—(H).

X o X .
Ceci nous servira ensuite pour démontrer l'existence de la densité h(d, 1)
et, grice au lemme 7, (34) sera alors équivalent & (ii). Avant d'exposer le
principe de la démonstration de (34), montrons un lemme qui sera utile
plus loin.

LemMME 10. Soient a. b, ¢ des nombres réels tels que

O<a<l<bh e c¢z=0.

Powr tout réel x, > max {e’174 e~ 1 ¢}, il existe des constantes 1, (a, ¢, X,)
et t,5(b, ¢, x;) telles que pour x 2 x; on ait: .

z 1 . xaloge/u
(i —log*x € 7, (e, ¢, X)) ———=,
k<olog x+¢ k! . ! ~/ logx
1 xb[ogu,‘h
(ii) —log¥x < 1, (b, ¢, X} ———.
k>hé.\:-—r k! . ' Jlog x

En particulier on a les majorations:

1 1
— 0, 10'8 ) < 1,69, e .10°| < 1.81.
(210 5 ) 1.69 Tz(logZ’l’z 10)\181

Démonstration, Pour (i), posons y := log x,n := [ay+c]; z i= ay+

+c—n on a:

-k =
Zk. :‘/:‘nk)"
L

ksn
n
é n! k§n (7)

Z
e
Z( )
EY
Pour x > ¢/'7% on a a+c¢/y < 1, donc

1 ¥ 1
D L —
W k! s l—a—c/y’

{'y 1 est a noter qu'une fois démontrée l'existence de la densité h(A, ), la majoration
(34) implique la continuité de » sur &; les formules (44) permettent alors étendre le domaine
de continuité & «\{(1, )}.
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Dapres la formule de Stirling, on a:

il = nte "/ 2nn

d'od la majoration

1, 1 y)” &"
—— 7 é R — e AL
- 2 S (n NET
En remplagant dans (33) n par ay+¢—2 on obtient:
1, o
PR \{ g i e 3
2T S e Tasdy
xulogv,’u ¢ -z
X —exp {{¢~2} log —~(ay+} +c—2) log (1 +¢—~---)}
\/)7 a ay J

ce qui montre Pexistence de la constante 7y(d, ¢, X{). Pour a = 1/(2log2),
¢ =0, et x 2 108, Pexpression sous I'exponentielle est une fonction décrois-
sante de z; on obtient done:

1 s ]5&:’2 log4
i PR i P X
T‘(210;;2’0’ 10 ) \/ % log 4/e

Pour (ii), nous procédons de méme, en posant:
y:=logx, n:=[by—c], zi=Dbhy—c—n.

On a, dés que y < n+1,

n f " k

e k' n! k=1 (H+k)! n! I n‘l‘iﬂ

M _ k ) K
< v 5 n+l4c < Ly
n! k=1 b(ﬂ+1) bl'—l ﬂ!
oit 'on a posé b = bf{l-+cf(n+1)). On termine alors la démonstration
comme pour (i).

33. La méthode conduisant 3 la démonstration de (34) est essentiel-
lement fondée sur celle d’Brdds dans [6]. Cependant, dans le cas qui
nous occupe, deux difficultés supplémentaires apparaissent: la premiére est
due 2 la dépendance précise enire la taille des nombres considérés et celle
des diviseurs imposés, 1a seconde est que hous avons besoin de majorations
plus fines que celles d’Erdds puisque, & supposer que la premidre difficulté
soit écartée, la méthode d’Erdds employée directement donnerait. une majo-
ration en O (1/[log (1— D)) au Lieu de (34). Ces difficultés- seront. contournées.
grice aux méthodes et aux résultats du paragraphe 1. '
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Donnons dabord quelques notations, valables uniquement peur la
démonstration de (34).

Rappelons que la lettre p désigne toujours un nombre premier. On
suppose A et ¢ fixés avec (1, t)e;, 1 £ 1, et on pose:

pr=1-4,
m: = log 1/u,
m = mi?,

P:w= {p xM g p < xM,

Q:={geN: plg=- peP},
0*:=qeQ: Q) < ‘1"53"5"“ et Ag'|g: x" T g g < x”‘},

U:= {ueN: plu=>p¢P},
Z = [x*M XML

11 est clair que tout entier n se décompose de fagon unique sous la
forme n = qu, avec geQ et uelU. Soit alors » un entier < x ayant un
diviseur zeZ. On a

n=2zv
pour un certain ve€N. Si on considére les décompositions

i

z=qu et v=g"u
on a l'encadrement:
x[1~y)/t s ql uf < xl/r‘

bt

Posons n = gqu avec q = ¢'¢" et u = w'w’, et considérons les quatre con-
ditions suivantes:
+1

m
Q: Qg > g2 4

(O): xim= 1t < 3 < xMe,

0): Qg < ~1~£w7-+1 et x! Mg g < xM,

(O xtm' =Dt o gy XU

On voit facilement que si g = ¢ ¢ n'appartient pas & Q* alors n est
de 'une des trois formes suivantes, avec des notations &videntes: gu, gk, §il.

En notant N_{...} le nombre des entiers inférieurs ou égaux & x qui ont
la forme indiquée dans la parenihdse, on a donc la majoration:

(36) h(A,1, %) < N (@) + N (gf)+ N, (§2)+ Ny (g v)-
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Avant de procéder aux majorations des quantités figurant au membre de
droite dans (36), montrons un résultat préliminaire,

LemME 11. Soit i un nombre réel positif fixé et soient 0 et ¢ des nombres
réels tels que 0 < p < & < 0. On pose, pour tout entier n,

di, du
In, 8,¢ = joo—
L 1] ul iy
f-g<lu; <o

On a la majoration

1

0
) < et — —r,
I(n, 0,6 < nlog p log T=4/0

Démonstration. Par le changement de variables v, = u;+ ... +y;
(j = 1,...,n) on obtient

0 U~ H dv X Upml=H v2TH dUI
—

In,0,8) < | dv, —
Hiu ,{ Lpy=—Up_y ;!1. " 7 (UZ —Ul) )

L’intégrale en v, vaut

2 rTe 2
vy W Uy H

0j4gp
, . v dv
jof loght 4 —.d
a B —vy)
PR IR . vit+1m#a
<7 logf‘lﬂ-—-——dv"+ J log/ iZkd v, .
Uity g Hoovy Uy M IS ]

< Ehid h:)g"—v”1 .
LIRS H

Finalement I'intégrale n-uple est majorée
| o v, d 0 1
Imb,e)<n | log! -2 22 g nlog ! — log ————.
)\ g{s g U" == g ‘—l 81‘-8/8 -

LEMME 12, Pour u < 10°° et t22,0ona
N, (Gu) < 0.66 1 x(1+0(1)).

Démonstration. Si 'on pose m,: = 1+ L. , On a:
_ _ Jog 2

N (Gu} < £, (. ) x(1+0(1)).

icm
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D'aprés le théoréme C, on a de plus:

i L log d
komiogz) K1 t—tp’

S, 8) < op

En dérivant terme a terme on voit que la majoration est une fonction
décroissante de ¢ dés que p £ 0.15; cela implique, daprés Ie lemme 10

g 1 2\1¢ 1
iy < e, (__ (2. 10‘—‘) (_) .
! 2 log 2 7 /log 2/u

L 18le

S Sog2 108 -
d’obr le résultat souhaité.
LEMME 13. Pour pn < 107% et t > 2, on a:
N, (qir) < 0.01 g’ x(1+0(1)).

Démonstraiton. Si @ vérifie ([), alors le plus grand diviseur u,
de # composé uniquement de facteurs premiers inférieurs 2 x*' est au
moins égal A xim= 1wk

On peut donc écrire # = w, u, od uy et u, vérifient les conditions:

1/t

gz XU plyy = p < XM, plug=p 2 XM

D’aprés le théoréme C on a, pour y € x et x assez grand

‘t logy y
3R 1< , XM ) = — 2 0| ).
(38) ulzsy Yo (y, ¥, y) ye(# logx)+ ""(iogx
Drautre part, pour y > x* on a {voif par exemple [13]):

xﬁ
(39) Y 1g—2—y0(—2s—)+0
RN alog x o log® x alog x
Fal ooF Ed

ol les constantes impliguées sont absolues.
Cela nous permet de majorer N, (q#):

t2x fxmit
1
O(yzu,log“x-)+o( i log x )}+ulzs;x

2
< e T+ T 140 i)

2
ylﬂgx upEx ty i€ X ]ng

Ne@y< 3 ¥ 1

upEx quySxfuy

tx
S +
wpsati-pn | My 108 X
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Or, d’aprés (38) on a d’une part:
t X
= o =
u§x1 XQ(M)'*"' ""l(log.\‘)

1 x ds

upEx Hy xm = Dpft uy &8

= t logs ) ds
LB L0,
x(mjlwrg(# logx ) s wi (D)

-ﬁ-:---logx j o) dv+ 0, (1).
] m—1

et d’autre part

/A

AN

On obtient donc:

N, (g € (1+0(D)x { { o dv+g(-w’1—)}

d’oir la majoration numérique indiquée, en remarquant que

{j elv) dv+e ( #)}

est une fonction croissante de u lorsque p est inféricur & 1/e.
LEMME 14, Pour p <

10°%, on a:
N (g*u) < 497 4
Démonstration On a.

v- 3 L= gu(F)

greQ* usx/q* greQ*

x (1+o(1)).

Nous majorons differemment les quantitds U(x/q*) selon lintervalle de
variation de g*:

(a) lorsque g* appartient 4 Jx¥®% x], on a:

X X X
o(F)- L)<+

(b) lorsque ¢* appartient & ]x¢~ U x&=0i) o g.
X\ X%
v(F)-wlm)
x i - log g* )
=t -—(1~ B2 Vo=
g W log x q* plogx

icm
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(c) lorsque g* appartient & [1, x“~ Y], on a:
P

X X _ X , log x/q* x ¢
U(q*j_h(q XX ) f”( log x )T iog

< X 40 x t
S O~ —_ .
v q* plogx

Comme Y 1l/g* = O(

g¥gx

1/u), on peut écrire:

N.(g*1) < x{S;+S52+5;3} +o(x)
aved
1

Sy = Z et
A= egrx 4

1 t log g4* |
N I . 1)
A=Wt e tmaie gF H log x

1
S3 = o Z —
qrEx q*
Désignons par g; un nombre de ¢ tel que Q(g) = i; on a:
1
T T
; q: 4
+ﬁ‘x"|“6“g""2'+

ol la somme intérieure est étendue A tous les couples d’entiers (g, 4g))

vérifiant les conditions
ATt g < XM XTI < g g < x

(on remarquera que i et j sont nécessairement positifs). D’aprés le lemme 9,
on peut écrire

1 (l+eQ) i duy  dwy duy  duj
4 d; I!j' Uy " u; ur1 " u:,-

ot lintégrale est étendue au domaine des (i+j)uples (g, ..., Uy Wy, .ons 4))
qui vérifient les conditions

p<y, u<sl (Igs<gi,1<s<)),
l—m'p <Y u <
t—p < Y ugt Y,y < £
On a donc encore (avec les notations du lemme 11)
' 1 _ (t+o) duy dui
44 h it j! S N up

I-mp€ TugSd

I(] t= ¥ uy, ).
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icm

N 1
En utilisant le lemme 11 et la majoration log - £ x(14x) valable pour

x <€ 1/2, on obtient pour x < 107%:
L _ (14107 +o(1) u
aq; G- -1
(1+10'8+0(H)_ wm'
i—-Me-nt -1

Cela permet de majorer S,:

; t—1+m
log!™ ! ﬂ’" 1, 1,m

mi=1 log/~? folimy

im 1 1 t— !
S, < (141072 +o(1) £ Y = log! —log toltmp
~1 o icmos2 il j! B
1 f=L4m
Sy < (1+10° ——logh T H
-1 kgmiog2 ° .u

2 - 7 N1 -d/2
5y < (14107 %+0(1) ‘:_"”; T (21332 , 0, 1019)(t lt'ﬂi) b

I J2m’
(40) 81 < (1+0(1)) 1.20 4.

Un raisonnement analogue 2 celui qui a &té tenu pour majorer S, montre
que l'on a

$: < (L+0(1)} Y

L]
i —_—
+i € 10l2 +1

(G- Tum T u)x

N du, duy duj du;
u, o ouy, o
ol lintégrale { est étendue au domaine des (i-+j)-uples (uy, ..., U, 4y, ..., ¥)
L

qui vérifient

HE YU, s 1,
Majorons cette intégrale par une somme

< o
o L) 1si€0E g

~1<Yu+ Yu <t—p.
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o le domaine de lintégrale [* (resp. [) est soumis A la condition supplé-
mentaire I hi

Zu,+2u¢ t—\/_

(resp. t—(l+)p < Y u+ Y vl < 1-1p).

Pour u < 107° on a, d’une part

I*SQ(\/M)m’I (i, 1,mu) < (l+10"“)a(—:}z—)im’um‘”‘1
H

L)

et d’autre part

du dug
! ! Lo =T, -1 Uy, 1
’[ () lu.'[n*' Uy o (j o 2 )
1- m;t-.-u,.-.l

t—1+m . \

< o(1+10-8) —F j10gi “ L G, 1L )
t—1—-/p H

t—14m' ) 1

(f)(1+10'7) ijlog/ ™! *  logi-t =

- —f e u

En posant ri= Y ¢{f} € 1.37, on a donc
[ 3 o

1 5 miti
S; < (141077 +0(1) {,ue (««m——) m e
\/P—‘- ' a+,'s7‘;"§ﬂi e
! i cte14m 1
tr—tr ¥ .l. log’ L g =,
1 \/— ilj! u i
t=l-yu t+1<-l—£—2--' ’

1 1
8, € (1'{*10"74—0(1))[12"!’ {"E‘Q(wﬁ) Zm k' e (2mYt +

r 1 Ct—=14mu
R — logh ————a—,
+ Z i OB e }

1 8
”(21032’0’1{)1 ) 1 /1 L+ p
-1 3 — + : ,
5y < (1+107 " +o(1))u 7 {# Q(ﬁ) r(l—\/ﬁ)}

1) 5, < (1+o()) 16448
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Pour la majoration de §;, nous avons comme précédemment:

1 du du du du’;
S;<(l+o(ou §  —— S R e e
g jm.é " IR RS [ i+ iy U; Ml U;
’ g t

l-mps Fug €1
1

S < (l+o)op ¥ o IG1my

.1 ' 7
14 ic:i'“ I l
2 k
< (141072 +o(D)ou’m’ Z (::) ,
ks

1

o (m 0’10”)
Sy < (1410 +o(l)) o f/i @,

(42) B S3 < (T+0(1) 2134,

En utilisant (41) et (40) on obtient la majoration annoncée av lemme 14.
LEMME 15. Pour p < 1072 et t = 2, on a:

(@) < 0200 x (1 +0(1).

Démonstration. Désignons toujours par g; un nombre de Q tel que
2(q;) = i; nous pouvons décomposer tout nombre n = i inférieur ou égal
& x sous la forme:

Bo=g;q;U; Uy
avec les conditions suivantes:
P m ; {1 —mpft 1t
{l+]-€'mm+1 (iz1), x-mtg g < xih
up 2 XTI bl p K, pluy = p > XM

On a alors;

Na@< Y { Y L 1+ T 1) =: NO4ND,
fhfg g TYISE X qiguy € X
g2 T g '
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D’aprés (39) on oblient:

tx #x txl
(l)é [P ..|_O( )+0(
N . Z. g Euww, {qfq;m log x q; g5y log? x log x

log
< tx { Z Z jw}ﬁ_o (N?EM)
%2 —]-Og X “'i""'l[m o) Ampess i gytly it lOg_x
log 2
]3] 3 D)
T logx PSS R Sl B R ¥
! log2

En utilisant (38), il vient:

v 1“ Ras logx j o) dv+0(1).

vyx Wy w—1

D’autre part, d’aprs le lemme 9, on peut écrire:

du; m!
Z""‘ (t+o0(1) i duy  du; (1+o(1))~n~;ﬁ!ﬂ—
J' [#.1]_1 251 HJ ]
et »
L (I+o(l)) m 1
Zq: g - T 1,1, mp) < (1+o0(1) (=T og rp——
-1
- A
< {1+1077+0(1)) mu =D
dés que u < 107°
On a donc
o mi.{.j
NE € (14107 4o () xu*m | olwydv 3 Eiri
" AR TR
T - (2m)
€ (L4 10" " o()) xp*m | g{v)du Zﬁ =T
m -l b 21;:1;2

§—-2

¢ 1 18y _H
£ (1+1077+0(1) xuzmm,f_lg(v)dv Ty (Wg-a—,o,lo )-__2_;;1”

%(i-{-o(l)) x(1.20) #* m’ j" g v)dv (012+0(1)) x pour MSIO‘.Q.
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D’autre part, on a:

1 d fog q;4;
N& < (140(1) x * 0 (1_&__%
x ( ) r._H_./_Z'"——~+| ql‘%‘- x ql.qj ‘u lng
T log2

ol l'astérisque signifie que la sommation est étendue aux couples (g, q;) tels
que x/gyq; > x'™ U La technique de la majoration de §, au lemme 14
peut alors s'employer sans changement et on obtient le résultat annoncé,

Grice aux lemmes 12, 13 et 14, nous obtcnons donc (34) en remarguant
que la majoration de (34) est supérieure & 1 pour p = 107°%,

Remarque. Soit ¢ > 0; si au lieu de choisir dans la démonstration
de 34) m' = \/n; on choisit m' = m’, on montre qu’il existe une constante
c(e} telle que pour tout couple (A, 1Y e %44 on ait:

: 1 (1=
limsup — h{i.f, x) € c(g) -— .
(43) im sup — hii, t,x) € cle) Toa (1 A=

Cette inégalité est & rapprocher du résultat suivant, prouvé dans [17] en
utilisant un théoréme d'Erdds:

Pour tout £ > 0 et pour x assez grand, on a:

x - h(l log 2 5 ) < X
T e T A X ) &
(log x)*** logx tog? x . /log log x

ofi ¢ est une constante absolue.

3.4. Nous allons maintenant démontrer I'existence de la densité h(2, f).
Nous nous limiterons au cas ¢ > 2: grice a la symétrie des diviseurs de n
antour de ﬂ, on en déduit I'existence de h(4, ) dans le cas général et les
relations suivantes:

[ (t—1 t
_— i 1grg2het 11,
h(t——).’ thl) si e ‘;é

(44) KA, z)=,)h(2-‘:t~'~,z) si 24 <1< 144,

h (34_, z) s
t
.

Fixons donc (4, t)e &4(*) et considérons la suite ¥ des entiers n ayant au
. 2 Y
motns un diviseur dans l'intervalle [n*, n*"[. L’idée essenticlle de la démons-

tration consiste A ,approcher” la svite # par la suite #, des entiers m

I+,

() 1 est. clair en effet que h{0, #) = | pour tout ¢ > 0.

icm

Lois de répartition des diviseurs, 2 3

Aft
El

ayant au moins dans lintervalle [ n'/[ un diviseur k dont le plus petit

facteur premier g(k) vérifie
(45) qlk) = mh,
En effet, si ne #'\.#,, considérons
m = min {k: kin, n** £ k < ntf}.

1l est clair que m/g(m) < n*" et q(m) < n**", donc
n/lj'! -.<_ m < an +f:},'l.

Draprés (34) cela implique

e \o
4\ A )< £ 6%
EI(J‘E‘\JVE)<6(1+E) < 6¢

Comme on a ¥, & M, pour ¢ < ¢, il nous suffit de montrer que pour
tout ¢ fixé la suite #, posséde une densité.

Fixons donc ¢ > 0 et posons

Z, = {x“‘ <z < xn q(z) = x)‘”’}. _

Par un argument semblable 2 celui du lemme 7 on a

H(x) = 3 (=1 By(x)+olx).
k=1
avec
[x]
Bk(x) - Ty <Z <‘k[ [zl! v Z*] ].
ey

Considérons un k-uple (z,...,%) fournissant un terme non nul de la
somme By(x). On a a: = [z,... 2] < x et g(a) = x™!, donc Q(a) < t/de
et d(a) € 2"*; comme les z; sont distincts on voit que B (x) = 0 pour
k> 24% 1| suffit donc de montrer que pour tout k fixé B, (x)/x tend
vers une limite lorsque x tend vers Pinfini. On a:
By (x
—_‘*%*)“ = Cy(x)+ Ry fx)
avec
Cy (%) L
X): = IR
k 2 <. Sz [zyy.00 2]

[24, - gg] S x
tleza
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et
1
R <~ YL
X Zy R wgy
[543l TN
Ly

Puisque le nombre de solutions de [zq,...,z] == ¢ est borné indépendam-
ment de x, on a:

1 . (log log x)

|Ry, (x)| < \c— Z 1 @ e

a%x . IOg X
e) & tfAe

= o(1),

Il suffit donc de voir que Cy(x) tend vers ume limite lorsque x (cnd vers
Pinfini. On a:

Gty = 3 1),

asx a

ol r(a, x) est égal au nombre de décomposilions de o sous la forme
o =[2y,...., 5] avec les conditions

<. <&, Zed, (i=1,..,k.

Comme r{a, x) et (g} sont bornés uniformément en x, il sullit d’étudier
la limite des quantités

‘ 1 I

an.f(x): — z el ‘ i e oo g3 (1)
, (3’";,)';}, d x}ln:/!spi<'“¢m P Y
T PLerpi®

g pRx)=r
(le reste provient ici des entiers « ayant au moins un facteur carré; il est
donc majoré par (3. 1/p*) (Y 1/p)~' = O (x~*#)).
Posons : '
i
E: = [(ul,,._., w)eR': g/t S uy < ... <y et ’2 up < 1]
. . X J=d
et soit . # (k, i) 'ensemble des matrices & k& lignes et ¢ colonnes de la forme

M = (‘1?)1:«:;15;,';4
1Ehs

k
telles que &) = 0 ou 1 et 121 &z 1 pour tout h = 1,...,i. On pose:

kD) =My, . M)
Soit de plus

Nit= (v, ., )R Mt € vy < .. < 1 < 1/t et PRTESIY
. =1 '

icm
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Si on considére le domaine de R

Ari=Eo U ([0 MIN]AL N M RN

1<, <S8 A ly
| L

on vérifie alors que I'on a

‘ - !
(46) Cilx) = 37 o,
' 2 Py :

ob le symbole ¥ désigne la sommation sur les i-uples (p,.... p) tel gue

log p, log py
( logx """ log x
dont Ia [rontitre est limitée par un nombre fini d’hyperplans, il cst done
intégrable au sens de Riemann et, grice au lemme 9, la relation (46) montre
que

)Ed(k,r,i). De plus Ak, r, i) est un demaine de R

, du dui

Cpl(x) = b e (D)

Atery Uy Uj

ce qui achéve la démonstration de existence de la densité k{1, 1).

35, Pour terminer la preuve du théordme B, il suffit maintenant de
montrer la minoration suivante

hid, n) = ~2a-{arc sinm1 - arc sin\/»-’an}.
RN/ c

En fait elle résulte immédiatement du théoreme DDT de [4], On a, en effet:

(i, 6) = lim 1 IRV NG

X X nE x

ol &,(4, 1) vaut 1 si n a on divisear dans Pintervaile [#*", n'[ et O sinon.

“On a done pour tout m:

: 1 .
& (A, 1) = dm(;l) 1

ko
Ml pan it

d’ot la conclusion puisque pour tout x dans [, 1] on a [4]

tim - diy L1 oy eresing /e
Keron N "é;.v d(n) % 7 \/
et

3,6. Pour monirer le théorame A, nous aurons besoin d’un lemme
classique de théorie de la mesure: '
LemMe 16, Soit u une mesure de probabilité sur [0, 1]. Alors il existe

'
F o Artn Arithmetion XXXV |
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un nombre véel ae[0, 1] et une constunte ¢ positive, dépenduants de p, tels
que:

1
{47) lim inf —-

2=+ f,

p(Je—e, a+el) = ¢

Démonstration. Soit g = p,+fdx la décomposition de Radon- Niko-
dym de p par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur [0, 1. Siop, 4 0,
on sait (voir [16]. théoréeme 8.9; page 158) que, pour gepresque toul
asf0,1], on a:

I
lim 5 H{Jo—e o-+el [0, 1] = 4,

£}
on peut donc choisir la constante ¢ arbitrairement grande.
D’antre part, si g, = 0 on peut prendre ¢ = f () pour presque toutl
ce {0,17 tel que f(d # O,
Lz théoréme A est alors une conséquence du théoréme B et du
théoréme DDT de [4]. En effet, si 4 est une mesure de probabilité telle que
Voel0, 1] (k({a}) = 0= lim Prob (D, < o) = p([0, o))

B~
neo

alors 4 est nécessairement syméirique par rapport & o
le lemme 14, il existe un as[0, 1/2] vérifiant (47).

- Sl existe un tel & non nul, on peut supposer, quilte & modifier
sur un ensemble de dénsité nulle, que

= 1/2 et, d’aprés

lim d(n) = oo,
n-*on
nesd

Fixons alors ¢ > 0 tel que

i
»2—;— u(lo—e, oc-H[

Nlr:

Pour ne.o/ suffisamment grand on a:

¢
12 —-edn) 2 1.
k|n 2
e Y P b

D’aprés le théordme B on a donc

wnes(2)

e qui montre le résultat annoncé, en faisant tendre ¢ vers (.
Si aucun o de lintervalle ]0, 1/2] ne vérifie (47) on a:

=13 Ge+8,)

icm
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ol 4, désigne la mesure de Dirac au point u. Pour tout ¢ > 0 arbitrairement
petit il existe donc un entier ny(c) tel que lon ait:
n=nge) et neod = Prob (D, < 5) 2 4.

Pour tout nombre réel x = n, () on a donc

1 i 1
— A (x) S J—— 1 o A (10 (2
4 ( ) nple) S x din) J;|Zn 4 ( O(F})
nesd PEAN
33 - b 1*'““1“" Ang () < 2 arc sin \/-a—x(l +o(1)).
nEx d (?1') kin 4 T
k% nt

Cela montre donc
8 .
d(of) < —arcsin /e
T

et achéve la démonstration, puisque 'on peut choisir ¢ arbitrairement petit.
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- Bioctic Gauss sums
and sixteenth power residue difference sets

by

RoNALD J. Evans (La Jolla, Calif)

1. Introduction. For an integer k > 1, define the Gauss sum
p~1
Gy = 3. ¢tz where p denotes a prime congruent to 1 modulo k.
ne=0
One object of this paper is to evaluate G;¢ (up to some sign ambiguities).
This is done in terms of parameters that appear in the representations of p
as binary and quartic integral quadratic forms. We shall make heavy use of
the results and notation of [2], wherein G, is evaluated for k = 4, 6, 8, 12,
and 24.

The values of G, are connected with a well-known problem on power
residue difference sets, namely that of characterizing the set of primes p for
which the set. H, of kth power residues (mod p) (or the modified set
H,w {0}) is a difference set. In the period 1933-1967, this problem has
been solved for all the values k < 20 except k = 16. For references and
good expositions, se¢ the books of Baumert [1], pp. 119 ff, and Storer [4].
In 1957, Whiteman [5] obtained a partial solution for k = 16 by showing’
that H,s and H,su {0} are never difference sets when 2 is dn octic residue
(mod p). The problem for k = 16 when 2 is an octic nonresidue remained
open (see [1], p. 124, [4], p. 82). Using our evaluation of G, we complete
the solution for k = 16 by showing that H,, and H,qu {0} are never
difference sets. The case where 2 is a quartic. residue (mod p) is solved
in §4, and the case where 2 is a quartic nonresidue (mod p) is solved
in § 5. In the latter case we ulitize several results from [5] which are proved
using the theory of cyclotomic numbers; in the former case, the theory of
cyclotomic numbers is not used. Qur methods are similar to those of [2].
Chapter 5, wherein we obtained new and relatively simple solutions to the
problem for & = 4, 6, § and 12.

2. Notation and the formula for G,¢. For characters A, y (mod p), defing
the Jacobi sum
-

1
(g, A = ( x(mi(l—n)

re )



