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le cas oli g = 4, il suffit’ d’étudier n’importe quel échange dont le rang
de la matrice associée est 4.

Démonstration. I suffit évidemment de montrer dans chacun
des cas Pexistence d’une entier n répoundant & la question. En vertu du
théoréme 54, 5i o € {o®}u P(o®), i1 existe n (n = »;—1 dans Ja démonst-
ration préeédente) tel gue:

o = o, el

Par ailleurs si 4 € B, 1) comme défini dans le paragraphe 33 appartient
4 A2 F. Par dualité, il résulte done du théoréme 54 que si o &{d*}u
uI{c®), il existe » tel que:

g, =d®, mesopm
Tenant compte du faib que (T,), = Tpim 00 en déduil le résultat.

53. Remarque. Les résultats précédents permettent d’exprimer
la forme générale des matrices A de passage d’un échange & Péehange
induit sur un intervalle admissible, comme produit (dans un ordre dditer-
miné) des matrices 4, et B,.

D’autre part, dans le cas oll o = o, ils permettent de définir une
transformation @ de A en lui-méme, de la maniére suivante:

siledl, B{1) =2" ol » =int{k> 0,0, = o}.
La trapsformation @ de Vintreduction est alors définie de la maniére
snivante:
siLeds, ®A) = "FA), ot n = inf{k>= 0, 0%(2) e H}.
On peut se demander #'il exizste pour la transformation 0§ une mesure
invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgne.

Dans le cas ol § = 3 une telle mesure existe mais n’est pas positive, ni
finie; sa densité p est donnée par lexpression:

(A)H(l e W SV
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ACTA ARITHMETICA
XXXIV {1879}

Sur les approximations diophantiennes
simulianées asymptotiques

par

MaRC REVERSAT {Talence)

Nous étadions les approximations diophantiennes simultanées par les
éléments de certaines snites: nous domnons un critére de forbte-eutaxie
valable pour ley suites de (R/Z)? (d e N¥®).

I. Introduction. Soit d un entier positif. Nous désignons par p; la
mesure de Haar normalisée du groupe compact (RiZY et par ||-{; sa
norme: 8 {@y,...,2;) est un d-uplet de nombres réels dont z ddsigne
Pimage canonique dans (R/Z)% on a |zjl; — sup lafl, oit |- désigne la

iz, ..,

distanee & ’entier le plus proche.
Le théoréme métrigne de Khintehine peut s'énonecer amsi ([2], ch. 7):
si (g,) est une suite déeroiszante de nombres réels positifs, si pour toub

entier § > 0,%{a, N) désigne le nombre de solutions en entiers n, L < n < N,
de Yinéguation

majiz<< 2,

alors, pour p,-presque tout e, Z{e, ¥} tend vers Pinfini avee N (resp.
reste borné) sila série Y &2 diverge (resp. converge). P. Brids ([3]), W. J. Le-
veque {[6]) ef W, M. Schmidt ([14]) précisérent ce résultat en montrant
que 8i la série ) &2 diverge, Z{a, N) est pgpresque parbout équivalent
% sa valeur probable, c’est-d-dire que "on a pour pgypresque tout «
e (R/Z)*:

- N -
L1 Nljr'nw {z(a, ¥y fZ(_a,N}d#d.(a)) 1} _ Nfﬁo {Z(a, 1»?)(2(28,1)@) 1}= 1.

La généralisation suivante de ces problémes fut étudiée par de nom-
breux. auteurs: étant donpds une suite décroissante (s,) de nombres réels
positifs telle que la série ¥ 52 diverge, une suite (g,) de fonetions de (R/Z)*
dans lui-méme et @ un élément fizé de (R[Z)?, quelle est la mesure de

- Pensemble des éléments o de (R/Z)% tels que le nombre de solubions en
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entiers positifs n de Pinéguation
(1-2) li@“n(a) - de < £y

devienne infini avec ¥ ou vérifie Ia relation {1.1)? Par exemple, W. M. Sch-
midt étudia ce probléme si ¢, est Papplication ¢ ~ P(n}a ol P est un poly-
nome & coefficients entiers ([157), W. Philipp ([9]) et B. de Mathan ([7])
pour des suites {¢,) lacunaires.

Si maintenant o est fizé, on peuf étudier la mesure de l'ensemble
des éléments x de (R/Z)? pour lesquels l'indquation (1.2) a une infinité
de solutions #, Ce dernier probléme conduisit J. Lesca et B. de Mathan
a mfroduire respecfivement la notion de suite eutaxigque ([5]) et forte-
ment-eutaxique ([7]): soit (s,) nne suite décroissante de nombres réels
positifs telle que la série Y &f diverge. Si (u,) est une suite d’éléments
de {R/Z)® désignons par »(z, N} le nombre de solutions en entiers » tels
que 1< n=< N de Pinéguation

“u'n _”"mud << Ep e

La suite {u,) est dite ewlaxique (resp. fortement-eutazique) relativement
& la suite (s,) s pour ug-presque tout x s (R{Z)* on a:
lim »(w, ¥N) = + oo

Nerioo
N .
(a‘esp.N];i;tfm {v(m , ) (Z(zsh)d)—l} =1).

8i la suite (u,) est ewtamigue {resp. fortement-eutnxique) rélativement & toule
suite déeroissamte de nombres réels posttifs (s,) telle que la série  >'ed diverge,
elle est dite ewtaxique (resp. fortement-eulaxique).

Ces problémes sont voising des problémes antérienrs, mais les méthodes
utilisées sont différentes et conduisent & des résultats nouveaux. Par
exemple, le théoréme métrique nom-homogéne de Khintehine (resp. le
travail [15] de W. M. Schmidt) montrent que la suite (ra) est eutaxique
(resp. fortement-eutaxique) relafivement & une suite domnée (s,) pour

papresque tout o e (R{Z)2. Or la suite (na) n'est eutaxique ou fortement

entaxique que PoOur pg-presque auncun o: plus précizément, =i et senlement
8i le nombre '
Mz{a) = limsup (n' ey ™"
-0
est fini ([5], [8], [10], [11])-

Dang le travail qui-suit nous donnons une condition suffisante de
forte-emtaxie, plus générale que les eritéres antérieurs. Hlle perment de
refrouver les résultats précédemment connus, comme par exemple la
forte-ewtaxie de la snite (na) lorsque Myla) est fini ([8], [11]), et aussi
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de préciser duns cerfains cas Densemble des z e (RIZ)* exeptionnels,
c’est-i-dire ceux pour lesquels on n’a pas

lim {n(z, ) E(zeﬁ)")‘l} —1.

N-stoo

Ce dernier résutiat dépasse d’ailleurs Ie cadre des suites entaxigues puisque
la méme méthode nous permet d’améliorer et de généraliser les résultats
de W. Adams ([1]) et 8. Lang ({4], p. 28) sur les approximations asgymp-
totiques par les éléments des smites (na) ([12], [13].

II. Une condition suffisante de forte-entaxie, Soit u = (u #,) une guite
&’éléments de (R/Z). Btant donné un hypercube K de (R/Z)®, M et N
deux enfiers tels que 0 < M < N, on note =(K, M, N) le cardinal de
Pensemble des entiers # tels que H<ng N et que 4, e K. On pose:

D(E, M,N) = z(E, M, X)— (¥ — M)p.(K)|
et Yon éerit:
=(K,¥) ==(K,0,¥), D(K,N)=DK,O0,N).
Soit ¢ = 1 un nombre réel. On pose

6o(w; M, N) = sup (K, M, N},  0,(u; ) = 0,(u; 0, )
i

la borne supérienve étant prise sur tous les hypereubes K de (R/Z)? tels
que py(K) =1inf{l, ¢/N}. Eerivons de plus:

Bow) = limsup 6,(u; N}, O{n) = limsup{6,{u)/e}.

Notoo >0

La fonetion 6 est un raffinement de la notion de discrepence, remarguons
quune suite » telle gque #{u) = 0 est dquirépartie.

Tagosdue 1. Soit v une swite Léléments de (RJE) telle que B(u) = 0.
Alors w est fortement-eutazigue. :

Nous démontrons d’abord le lemme suivant: soit ¢> 0 un nombre
réel, soit K un hypercube de (R/Z) et s0it o un ensemble d’hypercubes
de (R|Z)? deux & denx disjoints et de mesure 1 /¢. Soit ¥, (K, #) le nombre
des hypercubes H e i rencontrant K sans &tre inclus dans K. Posons:

Vo(H 3 1) = sup N (K, &)

la borne supérieure étant prise suivant tous les ensembles 2 d’hyper-
eubes deux & deux digjoints et de mesure 1/
- Lemwe 1.

Ny(E; 1)< 2% {max (#alE)t, 2%)-4,

5 — Apta Arithmetica XXXIV.4
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Preuve. Soient E un hypercube de (R/Z)®, # un ensemble d'hyper-
cube de (R/Z)% denx b deux disjoints eb de mesure 1. Soit K, 'hypereube
de (R/Z)? formé par les points de (R/Z)* dont la distance au complémen-
taire de K est au moins 1/i%, soit K, Phypercube complémentaire de
Dengemble des points de (B/Z)? dont la distance & K o5t an moins 1 /z””*
Posons £ = (tug(H)}.
Tes hypercubes H e o rencontrant K sang éfre inclug dans K sont
tely que H o (H,N\K,), done:

I"Td(-K:.f) = (Md(Kz)_Md(Kl))t-
Or:

2

) |
i) = {patEPs g s ot = (sup iy

done:

9 da
-5

No(B, #) < (E4+2)7 —(sup{£—2, O}
Premier eas: s1 &> 2. Alors
(£+2)— (max(£-—-2, 0]
t 7 d — (2% an
= (E+2f—(5-2f =2 D7 [0 ) g-umgnn

Osn<d/Z

i S e S () e

oSn<dfr o<n<dj2
Denxidme cas: si £<2.
(§+2Y — (max(§—-2, 0))F = (£+2)% 4F = 29+1.291,
On 2 done:
| N (K1) < 27 (max (¢, 2))" = 297 [max (u,(K)t, 2'1})1—”‘1 E
Soit % une suite d’éléments de (R/Z)® telle que 0(w) = 0 eb soit 6 > 1

un nombre réel. Pour tout entier s > 0 posons N, = [53], ol -7 désigne
la. partie entidre.

Levw® 2. Pour tout a> @ il ewiste ¢, > 0 fel que pour tout ¢ > ¢, il
wiste un entier positif s, = sy{a, ) tel que Pon ail powr fout s > s,

N,..—X,
O u; N,, N, ) <<a —ox2 s
&41 F
' 1 j(6—1)a\?
Preuve. Soif «>0 et posons q’ = inf EF’ (iéw);) } Solt

¢y > 0 tel que l'on ait pour tout ¢ > ¢

0,(u) < a’e.

Finalement:
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Soit ¢ tel que a'e > ¢ eb soit $, = 8y(a’, ¢} un entier tel gue tout entier
§ > 8, vérifie

B {u, Ny <a'e, Blu,N,) < (a}te

et soit suffisamment gmnd pour que ¢/N,.,<< 1. Soit ¢ > s, eb soit K
un hypercube de (R/Z)® de mesure ¢/N, - On &

( 71\‘831‘]—3-{—1) D(K:—N) D(E s+1 D(K Vs)"'i‘g (u a+1)

Majorons D{K, N,): soit {K,,... £} un recouvrement de K par des
hypercubes denx 3 denx ﬂlS}Gmi}b de mesures o ¢fN,. D'aprés le lemme 1,

le nombre ¢" des entiers i (1< i< ¢) tels que K, rencontre X sans dtre
inclus dang K vérifie

g < 29+ (m&x { {ear o' < 1/29).

N a 1—1/d 2:1+1
5

: ! 2 =y nl-1jd
s1 QT {2}

Done, si le recouvrement {K,, v Hgb de H oest tel que K,nK =@

pour tout ¢ =1,...,q, on a:
¢ N, o
C e T
Dlautre part |
q a
g; 7(H;, N,) < (K, ¥,) ;_{ w(K;, ¥}
F;cK

par conséquent:
D(E, NH)D{E,,N)Tqae PRI AR

d’ol Pon déduit, compte tenu du choix de ¢ et des majorations de g et ¢’z

X,
DK, N,) < Ng

811

a'c+2d+1(a!)1+liﬂc+2d+1(av)1fdc < (1+2d+2)(ar)lldc_

D(E, Nyy Nopy) < (L4207 (') Fe 16, (05 N,pq) << 2943 ()00,

N, —H, i) . .
Comme Iz suite ( L2 ML R ) converge vers 1, il en résulte
X, s+1 d—1 N ’

que pour s suffisamment grand

vy N, N, V... —N
3 AR 841 3 apl T A g
DU, Hy o) <29 g o =F oo =t o
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Soit (e,) une suite décroissante de nombres réels positifs telle que Ia
série X &2 divel'g‘e-. On suppose que pour tount entier positif s Pon a:

(2.1) 8, = , bour tout entier » tel que N, < n << N,

£

Montrons que « est fortement eutaxique relativement & cebte snite (g,)}:
on pent supposer que la suite (g,) converge vers zéro (sinon le probléme
posé est résolu puisque, 8i O(w) = 0, la suite » est dquirépartie) et que

pour touk ne N on a g, <{1/4 (qmt;te & modifier les premiers termes de
Ia suite (z,}).

IL1. Le cas des entiers n pour lesquels (g,) déeroit lentement. Soient .

a>10 et ¢>¢,. Pour tout s > s, posons:

Ns+1 1/d
]

ou [-} désigne la partie entiére. Pour M et N entier tels que 0 << M < N,
pour z & (RZ)%, notons »(z, M, ¥} le cardinal de I’ensemble des entiers n
tels que M<n< N e que |p—u,ll;<< &,. Posons »(z, N) = »(z, 0, N).
Soit 4 > 0 un entier.

LeMME 3. Soit s wn entier tel gue 8 > s,. 81 de plus 4, > A, on a pour
toul x c (RZ)%:

Va1 Ngsg
] (11 a)2
o, W o= Y] <ot S22) 3 e
Nn=Ng+1 #=Ng+1

Preuve. Soit # e (R/Z)?. Appelons P, (resp. P,) I’hypercube ouvert
1fd
) (resp.. 2(A8+1)(

i/a
de centre » et de coté 2AS( ) ) (remar-

&1 8+1

1@
quons que cecl & un sens puisque (34, +1)( ) <1 du fait que

&4-1
&, < 1/4 pour tout n). 8i n est un entier tel que N, << n< N,,,, on a:
(#y, € Py) = (lo—u,llz<< g,) = (8, € Py).

Done:

{2.2) (P, N, Nopdd < wim, Ny, N )< w(Py, N, y Nopr)-

L’hypercube Py (resp. P,) est la réunion de (2.4,)* (resp. (24,+1)%). Hyper-
cubes deux & deux disjoints de mesures ¢/¥,,,, done, par détinition de
Bc(u —N Ns+1)

N, ., —X,
ﬂ(PDNM'NB—i—l);(ZAs)d{ __{\; — "“"Br:('u’ -N Ns-rl)

g+1
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et
a @ Vet — N,
(szzvs)l\’s-}{) =2 (A 1} '—“”"'F‘”G'i'ec(u N l"sJ—l)
U Mo
d’ou il résulte puisque ¢> ¢, et § > 5,:
Neei— N,
B(Pry Ny Noyi) 2 (24,)° sj; > ¢{l—a)
Y o4l
et
- a s+1 — XN,
%(Pyy Ny Nyps) < 29(4, +1)2 2827208 o1 1),
‘Z\]S—Ll
Or, pour tout nombre réel x 21, on a: [zl > a( [—]) done:
XN 14 N, ¢
a EES N g41
T -

De méme: _
N 1 o
(A +1T<— ek, (1 + ZI) .
Avee (2.2) il vient done:

]1’(‘” Ns;Ns-f‘l)‘“(Na-z-I — XN, )(23m5+1)d1

< 14 1 dl‘ 1,1 1 1y 1 N 4
comp(t+ ) wra 11 (1o Tf G- - Mz, .

On en déduit Ie lemme svec (2.1) et en remarquant que:

d a a
sup{(l—i—jl{) (1+a)—1,1—(1~—%) (1——(1)}:(1-}-%) (1+4+a)—

d [ .
1+ i 1+a)2¢
D e

=1 n=1

IE.2. Le cas des entiers n pour lesqaels (s,) décroft rapidement. Dans
ce paragraphe, si £ 510, 1] est un nombre réel et si b = (R, ..., k) est
un g-uplet de nombres réels, on démg'ne par H{h, 1) l’hypereube de (R]Z)
image canonique de

H (822, (hy +1>t1”£.
I=1

Soient o > 0, ¢ > ¢, et 80it 4 > O un entier. Appelons s; < s; < ... <5, < ...
les entiers s tels gme

(2.3) A <A, s>s8, e Ae/N, )<16
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{4,<< 4 implique ey, < A{e/Ny, 1) car A est un entier). Posons pour
tout entier v > 0:

(2.4) M, =N, e M =XN,.

On suppose que la série 3, 3 &2 diverge. Dans le cas contrau‘e
rEN._M <n<gM,

pour ug-presque tout » e (RJZ)? 11 n’exigte qu un nombre fini d’entiers )
et r tels que M < n << M, ef que jo—u,ll;< &, 16 lemme § suffit alors
pour Uétude de la forte eutaxie relativement & la suite (s,).

Notons %" la sons-suite de % obtenue par restriction aux entiers n
pour lesquels il existe tn entier r wvérifiant M, << un < M,. Nous allons
seinder la suite «* en suites ,,trés bien réparties”, plus aizées & éfudier.

I1.2.3. Décomposition de la suite ™ en sunites ,trds bien

réparties”. Boit ¢ € {0, 1, 2} et soit » > 0 un entier. Notons 1 le d-uplet
{1,...,1) eb soit b = (hy,..., hy) un d-uplet d’entiers tel que:

-1 pour fout 1 =1,...,d.

Désignons par #;,, ..., #,, 5 les éléments de Pensemble

-4

A%e _
( (371,—}—q+1 7 )) o 1Mo, M.

L'hypercube H(3h-q-+1, A%/M,) est réunion de A4? hypercubes
denx & deux disjoints de mesures ¢/M,, done le nombre n,, qui est égal &

a{H(3h+q+1, A%/ M,), M7, M,),
yérifie: '
M,—M:
Al |
M

¥

olt encore, d’aprés (2.3} eb le lemme 2:

M —M-
m— A%<

r

Po| < A%, (u; M7, M,)

Pop —

M,.—M;
T_A%.
Soit 7o > 0 un enfier tel que l'on ait pour tout r > r,:
M, M- 8

M, -1
Done pour tout 7> r,, pour tout d-uplet dentiers h = (hy, ..., ;) tel
que

—1‘< .

Mllﬂ,

04%%@2@;—1 pour 1=1,..,d,
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on a:

1
(1—a)2(1m3) Afe < my < (1+a)2(1—%) Ade.

Posons

— [(1—a)ﬂ(1— %) Adc] +1 et @, = [(1+a)2 (1» %).Adc]-

On a done pour tous r ek h vérifiant les hypothéses précédentes
@y 5 My, K g,

Solent ge{0,1,2}¢ et r>r, un entier. Pour tout J=1,..., ws
designons par YP" Pensemble des entiers de la forme @pmgmys 00 B
= (By, -.., by) est un d-uplets dentiers tels que:

3
3404

Sh=

3 1. g 3
Posons aussi: ¥§ = [ J 7%,
r>ry
Boit i = 1 ou 2. BEcrivons:

= U U 7
as{t, 1,89 1<i<ey;

Avant d’énoncer lés propriétés importantes vérifides par les ensembles
¥?et X; (je{l,2,..,ws}, g€{0,1,2}% et i =1 ou 2) introduisons
une nouvelle notation: pour tout » € N nous désignons par V,, hypercube
ouvert de centre wu, et de odté 2¢,.

Lexve 4. Soient g €{0,1,2}%, v > 7, un entier et je {1, ..., cug.

1

(2.5)  Pour tout d-uplet @entiers b = (hy, ..., hy) tels que 0 < by < -~z i T —

pour L =1,...,4d, Vensemble

3{1Ad
YA _(H (h + %g_’; ——J—f’i))

T

est réduit & wn point. De plus

{1 3%4%
TP < u-l.(u H(h+~»«-q; c))

M

r

la réunion étcmt prise suivawl les d-uplets h vérifiant les hypothéses p*réoé
dendes.
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(2.6) 8@ n el m sont deuxr éléments de TF7, n = m, on a:

V,nV, =8.
. . -t
(2.7) le,lfm {( > )( _}_, ndAd Mr) } =1
n\-:.MR 0<pr<It

4
ﬂeI’j

(2.8)  Les ensembles ¥7,je{l,...
tition de X,. P

¥

cot e gef{0, 1,2}, forment une par-

(2.9)  Pour tout entier n >0 posons u, = (¥, ..., ul®). Densemble des
entiers n tels que M7 << n < M, et que inf |ul?| > 2A(e/M VY est inclus dans
1igd

X, A0, M,

Prenve. Soit » > 7, un entier et ge{0, 1, 2%, Soit kA un d-ﬁplet
Qentiers (ky, ..., k) tel que:
b e
* e
{)ghlgw —1 powr I=1,..

zidﬁ ) 3(144.’:10
—T) est inclus dans o (h—i—%g, wa) , Aol

"‘T 7

a.

=7
I’hypercube H (SIL g +1,

(2.5). Dautre part, pour tout je{1,..
w, € H(8h+q 41, A% /M), ona

-y g}, pour tout e ¥P' tel que
V.= H{h+%q, 3% A%/ M,),

d’olt I'assertion (2.6),
Le nombre d'éléments de YP" est égal au nombre d’hyperenbes

Aty :
H(3h‘+g+1_, T ) tolt k= {ly, ..., y) ost un d-uplet d’entiers tels que:
a,
e
0 iy < Em’-—._l pour l=1,...,d)

done le cardingl de Y27 est ([MF"/34¢¥%)%. On 2 done {avee (2.1)):

St e 3 ([ fon)
o 3det® | M

nMp ro<t<k

neld :

d
dloli (2.7) .
Montions (2.8): il suffit de prounver gue les ensembles ¥4 (j = {1,..., o,}

et g e{0,1,2}") sont deux & deux disjoints. Soient ¢, ¢ {0, 1, ’}" et.
iie{l,..., ()1} tels que YIN Y% = @. Montrons ¢ — ¢ et j = j'. Soient
ne¥in ]’“ et #>r; un entlel tel que M, << n< M,. Comme ne XY,
Uy est ddllﬁ hypercube de la forme H{3h+ g+1, Ade,”ll,.). De méme
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%, o3t dans un hypercube du type H(3h' + ¢ + 1, 4%/H,). Si ¢ #¢
ou b =R’ ces denx hypercubes gont digjoints. Done q = ¢’ et A = .
Maijs, en reprenant les notations de la construetion des ensembles ?Yj,,
O & 7 = Zinisnnh = Fming’ ,lh, ay Lon: mindj, #,,) = minf{j', wp). Or j et ]
étant des éldments de {1,..., »,} on a min(j, n,) = jet min{i’, n,) = '

Done §j =§'.

Prouvons (2.9): les éléments # de X.N]I77, M,] sout les entiers n tel
que M <n<< M, et que u, appartienne 2 un hypercube de la forme
H(3h+q-+1, A%/ M ) ge{0,1,21% k = (hy, ..., k) est un d-uplet d’enti-

3 g1id

ers tels que 0 < ¥y sgm—m‘;"w —~Lpourl =1,...,4d). Done tont entier n tel
que M7 < n< A, et que
) 34
inf |ul > S
igigd J'er!

appartient & X,. m

Soient j & {1, ..., w,} et g 0,1, 2} finés. Posous ¥ = ¥}. Les as-
gertions (2.5) et (2.6) montrent gue la suite (1), .y o8t trés b;.en répartie.
Nous allons étudier la forte-eufaxie de cette auite.

I1.2.2. Un résultat métrigne pour la suite (u,)p.r. Pour tout
we(R/Z)? et R eN, soit vp(z, My) le cardinal de I'ensemble des entiers
7 tels que

nel, a My ef  Hr—ujy<e.

LEMME 5. On a pour ugpresque tout o c (RZ)%:

Mpg
Rl_ggzm{vlr(x, | 2 (26)%) 7} =1.
E-
Preuve. Pour tout entier r > 7y, Dosons:
(2.10) B,= U ¥V,
Ay <y;§M,

D’dple\ (2.6), les bypercubes V, (M7 < n< M, et ne¥) sont deux
& deux digjoints. Par conségquent, pour tout & & (&) 1) et pour tout Re N
le nombre vy (2, M) —vy{z, M, ) est égal an cardinal Z (x, R} de 'ensemble
des entiers r tely que 7, <0 7 R et que » € B,. Evaluons Z(x, R):

Levoae 6. Soit B, une suite de pariies mesurables d’un espace proba-
bilité (muni Qune probabilité notée p) telle que la série 3 p(B,) diverge.
Pour tout R e N ¢ pour toul @, soil Z(z, R} le cardinal de Pensemble des
entiers positifs v < B fels que x € B,. Supposons qu il existe une suite {8;)
de nombres réels positifs telle que la série Y 5, converge et telle que, quels
gue soient los mtw?s 7 el ¥’ périfiont 0 v’ <1, on ail

M(BHB) L pe(By) p(Bp) + B AL
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Alors, on a pour y-presque tout x:

R
lim {Z(m, R) (

R—+tmo r=0

,M(B,.))‘l} =1.

Ce lemme a &té utilisé implicitement par de nombreux autenrs, on le
trouvera sous cette forme dang [97 (th. 3).

Montrons que la suite (B,) définie par (2.10) vérifie les hypothéses
de ce dernier lemme (avec (R/Z) muni de u; comme espace de proba-
bilité). Daprés (2.7) la série }'u,(B,) diverge Il sutfit done de prouver
que pour tous r et »' entiers tels que 7y < ¢ < 7, on & uniformément par
rapport a 7 et r:

(2.11) #alBr0B,) < ol B,) pa(By) + By} - 0871

Montrons cette formule: scit » un entier fel que M << M.
Le nombre d’hypercubes H{h+1%q, 3%A%/M,) (h déerivant les d-uplets
dentiers (A, ..., #y) tels que: :
1/d

I=1,...,d)

Ogh{-igwm—l pour

rencontrant V, sans ére contenus dans V¥, est, Q’aprés le lemme 1, majoré
par

. 28ﬂ ¥’ ifd a1
Zd-l(ma.x{—ﬁ(—f) ,2})
oM /8 -1 1fd
\<,2‘z“(max{§(ﬂf) s 2}) Car e, = gy , << A( ¢ )

N o,
gzi(l(%)lwud .

*

Donc le nombre d’hypercubes H(h--3q, 3%4%¢/M,) (h vérifiant les hypo-
théses précédentes) rencontrant B, sans &ire confenus dons B, est majord
par:

3, o [ -
id
M <M, MF’ M"‘ SAG]

nel .

oud 1-1/
(M,
T 3A%e\ I, My

puisque, d’apres (2.5), le cardinal de ¥n]M;, M,.] est égal an nombre
d’bypercubes de la forme H (R -+3q, SdAdc,’M )y B’ décrivant le d-uplets
d’entiers (hy, ..., hy) tels que: _

, ' e
YW 347

T

pour I =1,...,4d
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D’autre part,
B o= {h,

le nombre d’hypercubes H{k-Fig, 3%4% /M
2

L pour

¢ {oll

yoen B ENT et O Ry < l=1,...,d) contenus

dans B, est majoré par:
( 1') SdAd

Il résulte de ces deux évaluations gque le nombre Z des hypercubes

gd a
H(h—i—%q, -—E—I—) (ot b = (Ry, ...

T

Ml;’d
i e N et 0 < Iy < g1

porr I =1,...,d)
rencontrant B,. vérifie:

M 22:1 M 1-1/d A 1/d o
Rl Riotd W, — RYRTY" X el T i
Sdﬁd + 3d,Adc (Mr’) Mﬂ" (nu'd(B‘r) T (Mr) )3dAdC

Daprés (2.5), tout hypercube H (kL iq, 324%/3,) (h vérifiant les hypo-
théses précédentes) contient nn et un seul point «, tel gue n e¥ ] M, M,]
£t toub point u, (n € ¥ n] M, M,]) appartient & un tel hypercube. Done
Je nombre Z majore le cardinal des entiersne¥ n] M, , M, ] tels que ¥V, nB,
= @. Oomme pg{V,) = (2¢,)% = (QEMr)d pour Mo < n< BM,, il vient
done

-Z\.ud(B )

, ). 2 Mr' 1 Mr
(212) BB < 20 < ualB) +2% ()| iy e

On a:
M 1
3407~ [3A M] (1 w0 (M”‘i

uniformément par rapport 4 », done: -

M, P 1
siats | sace | \1 0w

1 i
uniformément par rapport & r. De plus la mesure de B, est ([ T e ~ 7 ] _str)

puisque les hypercubes V, tels que n e ¥n] M, M, ] sont deux 4 denx
disjoints (A’aprés (2.6)) et au nombre de [MY*[34M]% (daprés (2.5)).
La relation (2.12) donne done:

M \Ye 1
#a(Brn By} < (#d(Br*) +2% ( Mr’) ) (1+ 0 ( T )) #alB,)

¥

Mf’ 1jd i1
= {#a(Br') _|_2m( Mlﬁd) +0 (W)} #alB,)

uniforniément par rapport & ¥ et r,
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On en déduit la formule (2.11) en remarquant que:

M\ 1 M\
(i) ol o)) o
M, e M,

uniformément par rapport & »° e 7.
Le lemme 6 montre done que pour w,-presque tout =

lim fZ{Jf, R)( 2 ‘ud(B,,))il} =1.

R0 ro<rR

Cecl prouve le lemnme 5 puisque pour tout e (RIZ¥:

v (x, Hp)—rp(x, M) = Z(x, R)
€t que

2 mlBY= 3 3 avy= 3 @)

rprs i rg<reld nekr” M <n<i,

e rg+1
JIT <R M, 0 HeF

II2.3. Un résultat métrique pour la suite «*. Pour tout
xe(RIZ) et M e N notons v *x, M) le cardinal de l'ensemble deg en-
tiers »<C M powr lesquels il existe un entier » tel que:

111 < )’b M et HQ'—- “d< 81; = ﬂI 3

cest-a-dive que »™x, M ) est le nombre dentiers @ < M tels que %, Soif
un terme de la snite »* et que |jp—u j, < Eq-

LeMME 7. On o pour pgpresque tout x e (RJZ)%:

Fid —1I
Livasp | v* (2, M) {2(M,~M;)(25MT)‘1} ~1] < Za+a?.
Rerdoa =1
Prenve, Soit B >», un cotier. On a d'aprés (2.8):
Wy .
‘ 2wy la, M) <™ (o, My),
“gsfe,1,2)0 j=1 .
Le lemme 5 montre done que pour ua-presque tout » e (R/Z)%:
' @y Mg

limini’(v*(ac, UATEDX 2 3 (2e,) } ),

R+to gef0,1,2)8 551 n=1
nsI’q

D'antre part (2.7) monire gue:

o] M .
LR TS e v

as(0,1,2% F=1 m=1
ueyg
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ou encore, puisque m, 2 (1 —a)2(1—1/8)4%:
o Mp

lim {( 33 (2e,) )(S’(M o )(2%)&) 1> 1—ae

.H
Bertes " garg, 1, 2}‘1 =1
nst

Ti vient done:

@13)  YNminth*(e, Moy 3 (M, M7) (26, I = -,

Rt T

P

Pour ggpresque tout ¢ = {(z, ..., 29 e (R/Z)? i existe un entier r,

. . ¢

tel que 7> v, impligne inf e = 3A( :
hE-< 7 M,-
Soient r > r, et » des entiers tels que M. << M, et |z—u,lz< &,

On a
e \Yd ) o \Ve
) e

M,
1yd _
) . Done, (2.9) montre gue ’ensemble des entiers #

1d
) . Posons v, = supi{ry, o)

inf Jul > inf o) — ju, —

1<igd 1i<cd

x> SA(

¢
CAT £, == g3y < A(
tels qu’il exisbe un entier r > r, vérifiant M7 < n<C M, et Iw—w,l; < &,
est inelus dans X,
_ Par suite, pour pg-presque toub o e (RjZ)*
2
Mo, Mp) (@, M) < 3 v (@, Hy).
ged, Lo j=1 7§
On en déduit par des ealculs analogues aux précédents que pour ug-presque
tout x e (RJZ)Y

-1
limsup [»* (2, My) (M, — M) (2e5) < (1 4 a)?.
e 5" (e, A {Z ")
Cette formule combinée avec (2.13) doune le Iemme.

Ii.3. Fin de la démonsiration du théoréme 1. Soif (s,) une suite dé-
croissante de nombres réels positifs telle que la série Yed diverge ef telle
qgue pour tout entier s> 0 l'on aif:

(2.14) 8y, =

Les lemmes 3 eb 7 permettent de montrer que pour tout A =1 et a >0
ot pour pg-presque tout z e ({R[Z)*:

8N3+1 8l _N < N3+1

Ng 2l 2?|
hmsup[ @ NS) (2 (23n)d)—1 _111{ sup {Za—i—az, at (_i;[l_ .
,S‘..;..{.-oo =1
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En faisant tendre A vers Pinfini eb o vers 0 suivant deg suifes, on en déduit
que pour gg,-presque tout x:
Ng
- -1

(2.15 lim {»(w, Ng) {2e,)%) 71 = 1.

e et
Ceeci montre la forte-entazie de u relativement aux suites (s,) vérifiant (2.14).

Soit {g,) 1ne suite décroissante de nombres réels positifs telle que
la série > ef diverge.

LEMME 8.
541
2 (-N-s *Ns—ﬂsf\rs_] l
lim 2=
Serf-oa

- = 5.
Z(Ns_Nwl)elst ‘

£=1

Preuve. 8i (a,) et (b,) sont deux suites de nombres réels positifs
telles que la série Ya, diverge et que lim {(a,/b;) = &, alors 3}, diverge et

400
]
2
lim | 25— = 4.
S—=+o0
2, b
5=1

T en rvésulte le lemme (a4, = (N, —N,)ek et b, = (N, —N,_j)ex). =

Ce lemme et Ia formule {2.15) entrainent le théoréme 1. En effet,
soib (g,) ume suite déeroissante de nombres réels positifs telle que la série
M2 diverge. Soit (1) (resp (6} 1a suite définie par:

£ — N,
N.<n< Ny

Pour tous 2 e (R]Z)*, S eN et i = 1,2, soit »@(z, Ng) le cardinal des
entiers n < Ng tels que [z —u,,; << . Pour tout entier M suffisamment
grand goit s, Pentier tel que ¥, < M < N, ;. On a pour bout e (B/Z)*:

ENgsa sl N, <<n<

(resp. &) = &y i

_ '”()(9-"’ N, ) v(z, M) < (50": sM+1)
done
1’(1)(37’ -NsM) i, M) ’J‘z)(ms -NsM+1)
{2.16) prre; o < T
22 .921 (M= N, e, Z’l(%nﬁ 2% 3 (Ny—N,_)) ek
= = g=1

La formule {2:15) montre que 1’on a pour § = 1, 2 et pour u,-presque’

tout z e (R/Z)%:

lim (@, W) (22 2 (¥o—F,ef,,, ) b =1.

B0 P |
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Cette relation, le lemme 8 et {2.16) prouvent que pour tout § > 1 ef pour

pa-presque tout o
1 . . y(x, H) | . &€, A
Eghmlnf —ﬂ(r’——) < Ysup 15 , M) <96
=400 ‘Z; (2£ﬂ)d M—stoo 2 (‘)Eﬂ)d
=

Il en résulte le théoréme 1 en faigsant tendre § vers 1 suivant une suite.
Soit {e,) une suite décroissante de nombres réels positifs telle que
la série Y'e? diverge et telle que lim (ne?) = +4- co. Pour une telle suite (z,),

-+t

pour tous nombres réels 4 >0 ef 6> 1, il nexiste qu'un nombre fini

d’entiers g telz que:
_Nrs; ijd
A, = [(_0.1_) gNa—z—l] < A.

Le lemme 3 suffit alors pour étudier Ia forte-entaxie relativement & (.}
et des raisonnements analogues anx précédents permettent d’en déduire le

COROLIATRE 1. Soit u wne suile @*éléments de (R[Z)¢ telle que 6(u) —= 0.
Soit (&, une suite décroissante de nombres réels positifs telle que lo série
Ne? diverge. Alors, si Lim (nel) = + oo, on a z e (R]Z)* e uniformément

B

par rapport ¢ x:

N

it fte, (32 =

N—stoo a

ot

IH. Forte-eutaxie des suites (na). Le théoréme 1 permet de retrouver
la caractérisation des éléments o de {R]Z)? tels que la suite (me) soit for-
tement-entaxique {[8], [11]). Pour tout « e (R/Z)* posons

My{a) = limwup (n"¥naly) ™.

THEOREME 2. Noit o e(R[Z):. La suite (na) déléments de (R[Z)*
st fortement-eutaxigue si & sewlement si ls nombre Myla) est fimi.

En particulier, la suife {ne) nlest fortement-entaxigme que pour
Hg-Presque aucun a.

Démongtration du théoréme 2. La econdition esb néeessaire
puisqu’il fant que M ,{x) soit fini pour que la guite (na) soit entaxigue,
a fortiori fortement eutaxique {[5], {10]). Le théordme 1 monire que
1a condition est suffisante. En effef, pour tout o e (B/Z)* tel que M {a}
goit fini, pour tout nombre réel ¢3= 1 et pour tout entier N > 0, Pon @z

1
Lo —
(3.1) 8, {me); N) = O(c *%)
uniformément par rapport & N et o. Monfrons cette formule.
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Lemve 9 (W. Adams), Soit ¢ & (R]Z)% tel que M ;(a) soit fini, I existe
une constante a > 0 (gus ne dépend que de o) telle que pour tout nombre réel
A =1 il existe un entier g vérifient:

dacgsd e ey <

LeEyME 10 (W, Adams). Soit a € (R/Z) tel gue M {a) soit fini. I1 existe
wne constanie ¢ > 0 (qui ne dépend que de o) telle que pour tout entier N = 0,
pour tout entier g > ¢, tel que llqa| < 1/¢"*, pour tout hyperoube K de mesure
wa () = eofg, on ail:

DI, N, N +q) = O ((qua(E)) =)
uniformément par rapport & N, q et K.

Ces denx lemmes sont montrés par W. Adams dans [17 (propositions 1
et 3). En fait W. Adams ne montre le lemme 10 gue pour des hypercubes
dont un sommet est I’origine, mais la méme méthode s’applique & n’im-
porte quel hypercube.

Soit ¢ > ¢, un nombre réel. Pour tout enteir N > 0 suffisamment
grand on a N¢ Y > g, ef ¢/N < 1. Pour un fel entier N, soit ¢ lentier
domné par le lemme 9, clest-d-dire que {gafy < 1L/g"" et:

(3.2) Ne~Wtlg g  NeHE+Y
Posons kb = [Ng]l. On a, pour tout hypercube K de (R/Z)®
w(K, hg) < = (K, N) < n(K, (h+1)q)
done .
D(E, ¥)< D(E, (h+1)g) + quq(E)
0ol encore: :
. . _
D(E, N)< Y DK, kg, (h41)g) + qua(K) .
k=t

D’aprés le lemme 10, on a pour tout E=0,1,..., %
D(K, kg, (k-+1}q) = O{{gu(F)} "4

uniformément par rapport & k, ¢ ¢t K. On o done, ¢n supposant de plus
que ug(K) = ¢/N (et en remarquant que h < N/jg)

N L/a .
m=of )

uniformément par rapport 4 ¢, N €t ¢. On en déduit la formule (3.1)
Puisque (3.2) montre gue

DK, N) = O((h+1){gual BV 4 gpug

N ) c
—= a_lc”(d')'l)_ et %g 01*1/(,1_;_1)_ -

icm
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La formule (3.1) permet aussi dappliquer le corollaire 1 aux suites
{na):

COROLLATRE 2. Soit a un élément de (RIZ) tel que M (a) soit fini.
Soit (z,) une suile décroissante de nombres véels positifs tels que la série X e}
diverge. 8i de plus liminel) = - oo, on a pour tout 2 e (RIZ)® et unifor-

i ]

amément par rapport & z

lim {1‘(;:53 N (j{ﬁeﬂﬂ—f} =1,
Nt n=1 ’

Ce corvollaire mndliore un résnltat de 8. Lang ([1]) et de W. Adameg
{[1]) dans l& cas des sunites (na) telles que I ;(a) soif fini (’est-a-dire
telles que a soit de type eonstant), puisque W, Adams et 3. Lang supposent
de plus que la suite (ns?) est croissante. La méme méthode permet d’amélio-
rer de fagon analogune cex résultats de W. Adams et 3. Lang quel gque
soit le type de o (f12], {131)
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ACTA ARITHMETICA
XXXIV (1979)

Fonctions & caractéristique bornée et PV. éléments
par

MarTHE GrinvpErT-HUGOT (Caen)

I’étnde des nombres de Pizot est étroitement lide 4 celle de certaines
familles de fractions rationnelles, (Ces fractions rationnelles peuvent
&tre considérées comme des fonctions & caractéristique bornde a Vintérieur
du disque-unité. Tn eritére de rationalité établi par D. Cantor [5] 2 été
utilisd par Amara [1] pour Pétude d’ensembles de nombres algébriques
généralisant les nombres de Pisot. '

Dans un précédent article [10], nous avons étendu certaing de ces
résultats & des emsembles de P. V. éldments sur un corps de nombres
algébriques. Nous proposons ici, d’utiliser systématiquement la notion de
fonction & caractéristique bornée pour établiv certaines propriétés relatives
% divers types de P. V. dléments.

La méthode utilisée a avantage d’8ire géndrale. Elle donneraif
des résultats plus intéressants en ce qui concerne I répartition des suites
(A6™) ey, 51 Pon connaissait nne condition suffisante pour gu'une fonetion
s0if & caractéristique bornée et que cetie condition s'exprime an moyen
des coefficients de son développement en série entitre a 'origine. En fait
1a senle sondition connue de ce type concerne les fonctions de la classe H>

1. Fonctions a caractéristique bornée. Soit f une fonction complexe
4 variable complexe, holomorphe 4 Dorigine et méromorphe & Dintérienr
du disque-unité. A une telle fonction Nevanlinna &SSOGIB les fonctiong
suivantes:
[

ol »(t) désigne le nombre de péles de fintérieurs su disque {z e C; |zl < 1)
On appelle caractéristique de f, 1a, fonction:

Ly fy =mi{r,[)+N(r, f)

¢’egt une fonction croissante de r et 51 elle tend vers une limite finie loraque r
tend vers 1, on dit que fest & mradMstique bornée & Uintérieur du disque-

(r, f) = m—flcg’Lffrﬁ’ﬁ)]dﬂ N, f) =



