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Sur la dimension diophantienne des corps p-adiques
par

v TErTANIAN (Toulouse)

1. La nstien de dimension diophantienne. Sofent 4 un annesu intégre
ot p un élément de A[X;],;, nous dirons que p ost anisotrope, ou ani-
sotrope sur 4, si I est fini, s » est sans terme constant et 8i le seul zéro
de p dans A est le zéro hanal; sous ees hypothéses, si p est de degré 4 > 1
on appelle ordre de p le nombre logym, olt # est le*nombre des inddéter-
niinées de p. Soit K un eorps commutatif, on appelle dimension diophan-
tienne de & et on note dd (A} la borne supérienre, finie on non, des ordres
des pelyndmes a coefficierts dans K, de degrds strictement supérienrs
4 un, homogénes et anisotropes.

Nous nows proposons de moutrer gue, si K egt une extension finie

- du corps des nombres p-adiques, on 2 AA{K) = 3. Nous généraliserons

ainsi e résultat que J. Browkin avait obtemm dans le cas dw corps des
nombres p-adiques; powr cela, nous nous servons, outre leg travanx -déja
cités de Browkin [1], d*une idée que nous avons remarquée dans des
travaux non publiés de S . Schanuel.

2. Le polyndme de Browkin-Schammel. Rappelons et précisons quel-
ques . définitions de Browkin [1]. On désigne par  un nombre premier
et par r un entier = 0. On suppose 7 == 3 lorsque p vaut 2. On a p" = 2r +1
et on note # la partie enticre de p”f(zr +1). Pour i entier compris entre 1
et r-+1, on note «; le nombre .

g1 frFi—1Y {2r 13
(=1¥ ( i-1 )(r+£)'

Si sl,. -, 8; sont decs entiers > 0 et Xl, ceey A des mdetclmmees, on
) e g )
note d(s], ooy &) Popératenr BX'gi...dXs . Pour & cntier tel que
1< kg n, on définit les éléments w, ef (p;b de Z[X,, ..., X,] par:
r+1
TO’: X})r (rﬂ)(h 1) Xr-H
P == Z ’P_A-(Xil: ey Xik)-

l<i1<...<ik‘;{n
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On pose enfin: _
n
— Ny Rt
F= N (-1,
k=1
PROPOSITION 1. Soit @ wn élément non nul de Z" dont les coordonnées

valent 0 ou 1, on & fa) = 1; de plus, si les enliers sq, ..., 8, sont > 0 tels

gue L8 ... +8, ST, o0 G
A8y, ooey &) (F) (@) = 0 mod p".

Voir [1] pour la démonstration.
Soit K une extengion finie du corps @, des nombres p-adiques. Nous
- noterons A Panneau des entiers de K, = une uniformisante, ¢ U'indice de
ramification et g = p’ lo nombre des éléments du corps végiduel. De
plus, Pentier d = of sera le degré de K sur ), v, ..., @ SeI% UNe bhase
de 4 sur Z et y le plus petit entier strictemnent positif, tel que, pour tout
dlément inversible  de 4, on ait a* =1 mod p.

PROPOSITION 2.%0n @ v = pf(g—1) ot & est le plus petit entier tel
qu'on ait << ph. ' :

Le mombre des éléments inversibles de Pannean A/(p) est ¢ (g —1);
done y divise ¢*'(g—1). D’antre part, le groupe multiplieatif dn corps
résicuel est eyelique d’ordre g—1; dome p est un multiple de ¢—1. Il
résulte de cecl que y est de la forme p{g—1). -

On a (1+#) =1lmedp; on (1 47”¥l = 1mod p; dob p'=e.

Inversement, sip™ 3 ¢ et si# est un élément inversible de Ayonar? =1+

Sam avee aed; dott 2™ = 1 4 (an)™ mod p; Aol 297" = 1 mod p.
ProPOSITION 3. Soit x un élément de A™ domt les coordonndes sond
congrues & zéro ou 1 mod p, sans étre foules congrues & zéro, on o
flz). =1 mod p"th

* ‘Soient y et # les 6léments de 4™ tels quion ait » = y -+ pe et que les
_ coordonnées de y solent 0 on 1; on a, par Ja formule de Taylor

. 1}31.{._._-;.3” -
fa= Y LS, e ) ()
P - 2 R
{8142+0280)
, d(sy, ..., 8 . . -
Puisque -—(—li—r—’—’"?(ﬁ est un polyndme i coefficients entiers,

‘ 88,! _
los termes ponr lesquels &+ ... +s,>r+1 sont divisibles par p"*.

De plus, si les enfiers &,...,8, sont tels que 1§ 4.8, <7,
8yt Ty

'S‘l.'! _‘:' Sﬂ! :
tion 1, d{s,, -.-, 8,) (F)(y) est divisible par p", de sorfe que le terme eor-
respondant de la formule de Taylor esi divisible par p™**. On a done

f(#) = fly) mod p™* et la proposition 1 permet de conelare,

alors est divisible par p, tandis gulen vertu de Ta Proposi-
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Définissons maintenant les polyndmes g, 2, I et &. Le polyndme g
est Délément de Z[X,,..., X,] tel que g = f(X{,..., X}).
" Posant s = p™" —1 efit = ns, le polyndme h est Vélément de Z[X,, ...
<.y X;] défini par

13

o
|

)

I
(NG

g(Xz‘n+1: ey X{i—{—l)n)‘

=,
[l
=

Posant 1 = df, le polynéme H est V'élément de 41X, ..., X,] tel que

d
i = Z @b (X pesry o0 Xa)-
im1
Enfin, nons posons v = [%){I et w = vw, nous dJdéfinissons ¢
comme Pélément de A[X, ..., ij tel que

t—1

G = 2 pi(r+1)H(Xiu+1: ooy Xy
i=0 -

et nons dirons que G est le polynéme de Browkin—Schamuel du corps K.

On voit aisément que: :

PROPOSITION 4. (i) Soit @ un dément de A"; si les coordonnées de x
soul towtes divisibles par =, on a g(x) = 0mod p™*'; sinon on o g(x)
= 1 mod p"*".

(1) Soit @ un élément de A'; si les coordonnées de x sont toutes divi-
sibles par @, on & h(z) = 0 mod p™**; sinon, h{r) est congru modulo p™*
& wn entier compris entre 1 et p™Tt—1. :

(iii) 8% @ est un élément de A™ tel gwon ait H(r) = 0 mod p"™, alors
toifes les coordonnées de ¢ sont divisibles par wm.

TuREoREME 1. Le polynéme G est anisotrope sur H.

Nous raisonnerons par Uabsurde en supposant ¢ isofrope. Puisque G
est homogene, il posséde un zéro non banal = dans A et on peut supposer
gue Pune des coordonnées de 2 n'est pas divisible par . Soit 1 le plus
grand enfier tel que les coordonnées de x d’indice < tu soient mulfiples
de 7. Pour ¢ entier tel que 0 < 4 << I, les quantités p™ " H (Fiery -3 Tagap) |
sont divisibles par =, done par p*'+? ef par p¢T U T en résulte
que X H (g - -y Bgany) €56 divisible par plTIrHY ef, en vertu de

la proposition 4, que les éléments Ty 1, -y L Sonb divisibles par =,

ce qui est absurde. :
Le degré de G est yp", c’est done un multiple de (q—1)p" et en parti-
culier de {p—1)p". Le nombre des indéterminées de G est w et on &

N N |
w%d(? - 1}[3.,-+1][e(r+1>]'
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On prouve aizément que l'on a
L i
Py yrr 1) (2r )

Dn pm-ticulier, le rapport w/(yp”)* est inféricur ou égal au rapport
i’ =1y (r +1)(2r--1). On en déduib, en considérant d’abord le cas
P = 2, que Pordre de ¢ est strictement inférienr & 3. D’autre part, ordre

de & est
»’ yp"
1)+ 1og,r [ o TE] 108, [;(? +1) ] ’

Lotsque r tend vers infini, chacun des trois loganthmes tend vers 1
et on & prouvé:

iogﬂ,rd(-p*'f'l

TuEorBME 2. La dimension diophentienne de K est supérievie ou
égale & trois.

Je erols que, si K est ome extension finie du corps des nombres p-adi-
ques, on a dd({K) = 3; une preuve de ceci ne constituerait quiun premier
pas dans U'étude des propriétés diophantienmes des corps p-adiques, car
une étude plus approfondie se devrait de déterminer les fonctions (X, s)
et @, (K, s) que j'ai définies dans [4].
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DopMyIILY UM YHCIA NpPeICTABIAeHHl 9YHced KEKOTOPbIME
peryJspHBIMA H MOAYPeryIiapREIvMH TePHAPHBIME KB2IPaTHIHBIMH
dopMaMB, DPHAANIERANAME IBYXKIACCHRM PoIaM

. A, Movagae (TOmuuen)

1. Tsmomc n Ilosz [3] morasany, 4T0 CYHIECTBYET AHMIE 20 peelaapHbiY
MPUMUTHBITLIN TOHOARETEIRHNK HBALPATHIRHK (DOpM Buaa

° 3 o
I =161, 0sy @} = 027 + 0305+ a5,

NPHHARICHANUN MIOTOKTACCHENM pofav. OHH Tak:Ke HAULIH CBASATITHE
¢ pomamn yrux opM appfiMeTIYeCHEe OPOCPeccHs, BCe UHCIA KOTOPHX
M TOJLKO OHN HENPefcTaBHMLL coOTBeTcTBYMOUIell dopmodt f. Hazee, B [3]
NpUBEIeHH 1 HOPMEL BCEX NPYIHMX RIACCOR VIOMAHYTHX MHOTORIACCHHX
POROR. ITH (OPMEL ABIAITCH NOIYPeayAapHUMI TPEMITHEHEME KBapa-
THUHBIME BopMaMB BHIA -

g = {011} Cazy Cazy Cogy Cra;y f’12} =

a % 2 ‘ »
= €100 & Con @3+ Ca s + Lo Bpily + 20158 g+ 2015 X1 Ly

A5 HEROTOPHX U3 HUX B [3] HAfTeHH yuesa, ROTOPHE BMECTe ¢ SHCTAMIT
VIOMAHYTLX ApPHPMETHTECKIX TPOTPECCHIl TAKMKE HEMPEICTABIMEL COOT-
BeTeTBYWOWed Qopaofi g.

B crnepyomett muixe tafnnne IIPHBBI[EHLI 6 u3 m\remmnxcr{ 20 perv
TAPHEY NPEMYTHEHLIX KBANPATHYHHX QOPM f, IpUHATIE:HAMY HBYX-
KIaceHRM PojaM (nepBbli cToxfen) MM COOTBETCTBYIONIME IIONYPEry-
NAPHLE MPHMUTHBHEEE KBAXPaTHIHME (OPME ¢ U3 EPYroro miacca TOro
e poma (TpeTiit cronbel); Bo BTOPOM croiblle MoMelieHH apu{mMerH-
HeCHHe HNPOTPECCHY, BCE UHEIA KOTOPHX M TOJNBKO OHW HENPEICTABUMLL
dopmamu f (Bce wmcaa aTHX IIporpeccrli HempencTaBAMb W PopmaMu ¢};
B UYETBEPTOM CTONGle IOMelleHhl MHOMECTBA YHCEX #%; KOTODEe BMeCTe
€ YUCIAMH YKa3aHIBX apm{menmecmix TPOTPeccHi TAKME HEHPEI{CT&-
BUMBI BopyaMu g.

Brepesie [Tomn [10] moxyurm dopmydsl #ad wucna npegcTaBienmit
IPOM3BOIBHAX HATYPaubHux wmcen. fopmoin {1,1,16}. Dt Popmysst
BHPAKAIOTCA 4epes MGG IIPejCTABIeHHit HAaTYPRABHOTO YHCIA CyMMOi
Tpex kBagpaTos. 3artem J1. Koran ([5], [6]) momyuna gopmyansl A 4Hcia



