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0. Einleiting und Bezeichnungen. Diese Arbeit ist ein Beitrag zut
Losung der folgenden Frage: Welche ganzen rationalen Zahlen stellr
eine ganzzahlige guadratische Form f in # > 3 Variablen dar? Offenbar
notwendig fiiv die Darstellbarkeit einer ganzen Zahl a fiber dem Ring Z
der ganzen rationalen Zahlen ist die Darstellbarkeit von a fiber den -
Ringen Z,, der ganzen p-adisehen Zahlen, was auf Kongrrenzhedingungen
hinauglduft; diese finden sich z. B. in [11], [23]. Andererseits gibt es
zu jeder Zahl acZ, die tiber Z, fir alle Primstellen p (einschlieBlich o)
dargestellt wird, eine quadratische Form f ini Gescehlecht von I, welche
a iiher Z darstellt (s. z. B. [24], 102 : §). Ist  darstellbar iiber Z,, fiir alle
Primstellen p, so sagen wir im folgenden, dal o lokal fiberall darstelbar
ist; Darstellbarkeit iiber Z wird awech globale Darstellbarkeit genanmg.

Bei indefiniten quadratischen Formen in #» > 4 Variablen gind die
lokal iiberall darstelilbavén Zahlen aueh global darstellbar; scharfer gilt
gogar, daf die Darstellungsmafle von a (3£ 0) fiir alle quadratizchen
Formen.jm Geschlecht von f dieselben sind ([32], [5], [17]). Dasselbs
gilt fiir indefinite quadratische Formen in 3 Variablen, wenn man endlich
viele genau angebbare Quadratklassen fir o ausnimmt ([137, [17]).

Fiir definite quadratische Formen gilt ein solches Lokal-Global-
Prinzip nur mit gewissen Einschrinkungen: Fir %> 5 sind die lokal
fiberall darstellbaren Zahlen bis auf endlich viele Ausnahmen auch global
darstellbar, und fiir » = 4 sind die lokal iiberall primitiv darstellbaren
Zahlen his auf endlich viele Ansnahmen auch global darstellbar ([34],
[14), [26], [6], [18] § 26), sogar global primitiv darstellbar bis auf endlich
viele Ausnahmen (3. [20], p. 104, Theorem 4, vgl. auch [36], Theorem 76).
" Tm folgenden wird als Hauptsatz gezeigt, daB bei definitern f fiir
n = 3 die lokal iiberall durch f primitiv darstellbaren ganzen Zahlen a
global durch f primitiv darstellbar sind, wenn man folgende o suspimmdb:
Es werden
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1) endlich viele Zahlen ausgenommen, und.

2) im Fall, daB das Geschlecht von f mehrere Spinorgeschlechter
enthalt, werden zusitzlich endlich viele Quadratklassen fir «
ausgenommen. (Diese Quadratilassen gehdren zu Teilern der
Detorminante von f.)

(Die Zahlen aus 1) sind i.a. effektiv nicht angebbar, die Quadratklassen
ans 2) hingegen werden in (1.3) {§1) charakterisiert.) Der Hauptsatz
wird jedoch nur bewiesen unter der Annahme der sog. verallgemeinerfen
- Riemannschen Vermutung, welche besagt, daf alle Nullstellen im Streifen
0 < ¢< 1 von Dirichletschen I-Reihen auf der Geraden ¢ = § liegen;
tatsichlich wird nmr eine schwichere Hypothese verwendet, die in §1
genau fornmiliert ist (“Riemann-Hypothese™h

Der Beweis des Hauptsatzes benutzt einerseits den gtarken Approxi-
mationssatz von M. Kneser (s. z.B. [15], § 2, [16], § 2, [13], Kap. VIII),
andererseits die Methoden von Linnik und Malyshev zur Behandlung
von terniren quadratischen Formen (s. zB. [19], [20], [211). _

Linnik und Malyshev beweisen auch den Hauptsatz im Speszialfall
von quadratischen Formen mit ungeraden und zueinander primen Ele-
mentarteilern (Ordnungsinvarianten) — in diesem Fall ‘enthalt das Ge-
schlecht der Form nur ein Spinorgeschlécht.

Der Hauptsatz bestatigh — unter Annahme der veraﬂgememerten
Riemannschen Vermutung — eine Vermutung von Pall und Ross ([26],
. 60) und cine Vermutung von Watson ([35], p. 110}; beide Vermutungen
besagen im wesentlichen, daB eine ternére quadratische Form nor endlich
viele guadraffreie “Ansnahmen® besitzt, wobei mit “Ausnahme” eine
lokal itberall, aber nicht global darstellbare Zahl bezeichnet wird.

Daf, wie oben gesagt, eine effektive Bestimmung der Ausnahmen
einer terniren Form mit den hier verwendeten Methoden nicht miglich

ist, legt u.a. daran, daB der Satz von Siegel iiber die Klassenzahl quadra- ’

tischer Zahlkorper ([317]) bei Abschitzungen benntzt wird. So folgh z. B.
aus dem Hauptsatz, daf die gquadratische Form f = @} +23+10xf nur
endlich viele Ausnahmen hat (unter Annahme der Riemann-Hypothese
tir f), aber ob die bekannten 18 Ausnahmen dieser Form ([10]), die bis
auf zwei schon von Ramanujan angegeben wurden ({28], p. 172), sdmtliche
sind, bleibt unentschieden. Bel guadratischen Formen in 4 oder mehr
Variablen lassen sich die Ausnahmen dagegen effeltiv. bestimmen

(s. [8], [2],[37]).,

Die Arbeit ist folgendermafen aufgebant: In § 1 werden die Resultate'

gepan formuliert. In §2 wird die Frage der Darstellbarkeit einer Zahl
durch das Geschlecht der zugrundeliegenden quadratischen Form im we-
sentlichen auf die Darstellbarkeit durch das Spinorgeschlecht reduziert.
In § 3 wird weiter reduziert auf Darstellungen mit festem Primzahlpo-
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tenznenner. In §4 werden die fiir die weileren Beweiss grundlegenden
Zusammenhinge zwischen terndren guadrstischen Formen und Quater-
nionenordnungen angegeben. In § 5 werden die Resultate. dieser Arbeit

" bewiesen bis auf ein Lemms, das die in diesem Rahmen relevanten Hr-

gebnisge der Methode von Linnik—Malyshev zur Untersuchung ternirer
quadratischer Formen zusammenfat. Der Beweis dieses Lemmas wird

in § 6 nachgetragen. In §7 wird ein Aushblick auf weitere Probleme in
diesem Bereich gemacht,.

Ich bhedanke mich sehr bei Herrn M. Eneser nixd Herrn 'W. Scharlau
fiir anregende Gespriiche und die Forderung dieser Arheit, und bei der
Dentschen Forschungsgemeinschaft fir die Gewshrimg eines Habilitan-
denstipendinms. Herrn A, V. Malyshev danke ich sehr fiir kritische Be-
merkungen.

Bezeichnungen. Hs bezeichned

die matiirlichen Zahlen,

den Ring der ganzen rationalen Zahlen,

den Korper der rationalen Zahlen,

den Korper der reellen Zshlen, 7 _

einen 3-dimensionalen Q-Vektorramn mit ejner nicht-ausgearteten

positiv-definiten quadratischen Form f u_nd zugehonger Bﬂmea:rform
'b wobei

4RO N

2f(z) =b(m,s) fir 2V,
B ein Z-Gitter in V mit f(B) < Z,
1, €2, 6; €ine Basis von B,
d:= d(E) lb(e;, e; )[l j=1,2,3 Qi@ Determinante von F,
d:=d (B):=}dB ' :
n (B) die Norm von E {den groften gemeinsamen Teller der f(%) mit xeF)
iy 1 = dx(#) den groften gemeinsamen Teiler '
der Unterdeterminanten 2. Ordnung
der Matrix [b(e;, ¢;))s-1,03) fiir ein
- to o A(EB) Gitter H
b= D)= (B’ - mit n () =1
zd(E)
PAVIRE

D:= D(B):=

' P eine Primstelle von @ (eine endliche Primstelle. oder oo).

Durch den Index p werden jeweils die Komplettiernngen an der Stelle p
bezeichnet, z.B. ist.

Q, der Korper der p- adlschen Zahlen,
Z, der Ring der ganzen p-adischen Zahlen,
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V=730, :
¢ fiir eine endliche Primstelle p,

B, = E% Z,

V.:=B,:=EQR.

Es bhezeichnet

f(B) die von K dargestellten Zahlen,

fHB) die von E primitiv dargestellten Zahlen (genauer 8. §1),

F{B):= {aecZ]| aef(B,) fir alle Primstellen p},

FX(E) = {aeZ| acf"(H,) fir alle Primstellen p},

gen(F) das Geschlecht von E,
gpn(B) das Spinorgeschlecht von &,

0(V) die orthogonale Gruppe von ¥ beziiglich f,
0(B) die Untergruppe der Einheiten von E,
0+ (¥)y die spezielle orthogonale Gruppe von ¥,
o, a') fiir ein z¢V die Fixgruppe von z in O(V),
OB, ) := 0(V,2}n0(H),
0 A(T_’,ae) das eingeschrinkte direkte Produkt der Gruppen O(V
' .~ bezfiglich der Untergruppen O(Ep,m),
6 .  die Spinornorm,

O0'(E) . diejenige Untergruppe von OF(E), deren Blemente Spmor-
norm 1 haben,

-

} {Detinition 5. §1)

ind ¥ “den Wittindex von V¥,
B -eine Tortsetzung von p in einem algebraisechen Zahlkorper K,
N, 2, die Norm der Erweiterung Ky/Q,

“Kgﬁ die multiplikative Gruppe der vor Null verschiedenen Ele-
mente von Ky, '

fir ein aeZ das Darstellungsmal von a durch das Geschlecht
von E (Definition &. § 2),

4%(a, ¥) das entsprechende pnmltivé Darstellingsmal,

Ala, B)

F{m) fiir ein neN die Anzahl der eigentlichen Klassen positi"v-'
- definiter primitiver bindrer guadratischer Formen der Deter-
minanie #, ' o

GolV) - - die 2. Cliffordalgebra von V,
C. (B die 2. Cliffordalgebra von E (in der Terminologie von Hichler

([7], §14)),
Sp die Spur A _
N e Norm (I einer Quaternionenalgebra.

— die Konjugation
Zur Definition. von £, B 8. §4.
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1. Resnltate. Die Terminologie lehnt sich am [7], {181 an: Sei V
cin dreidimensionaler (-Vektorranm mit elner nichf-ausgearteten guadra-
tischen TForm f und zugehdriger Bilinearform b, wobel 2f(z} = b(m, x)
fiir zeV; T sei ein Z-Gitter in V, d.h. ein Z-Modul vom Rang 3, mit
fIB) = Z;wenn ¢, 6, & eine Basis von E ist, 5o heift d = d(E) = {b(e;, &)l
die Determinante von . Ist a = f(@, B4, %) Wit (B, ¥, 2,) e B, 30 sagh
man, o wird dargestells von B oder durch f. Sind bei einer derartigen
Darstelling @, , €., @; teilerfremd, so heifit die Darstellung primitiv;
besitzt @ eine primitive Darstellung, so heilt 4 primitiv darstellbar. Es
bezeichnen f(F) bzw. f (E) die Menge aller von F darstellbaren bzw.
primitiv darstellbaren Zahlen. Analog wird f(&,) wnd 7" (#,} fir endliche p
definiert, mmd es wird gesetzt: fT{H,) = f(L’ Die Mengen f(#) und
F¥(E) der lokal tberall darstellbaren bzw. lokal {iberall primitiv dar-
stellbaren Zahlen sind folgende:

f(B):= {acZ| acf(E,) fir alle Primstellen p},
FHE) = {acZ| acf*(B,) fiir alle Primstellen p}.
Die Menge f(E)—f(#) soll die Menge der Ausnakmen von K, die Menge

(B —f(B) soll die Menge der Primifivausnahmen von F genannt
werden,

Bemerkung. Man heachte, daﬂ die Menge der Primitivausnahmen

i.n. nicht in der Menge der Ausnahmen enthalten ist, z.B.: B sel

gegeben durch f(z,, @, %) = o7 +124}-3623, dann ist 25<f(H), aber
25 ¢ f* () —f* (&), wie aus ([12], Table I1) ersichtlich.

Zwei Z-Gitter B, B’ in den Réumen V, 7’ hegennnglemhen Geschlecht
(gen (E)), wenn es fir jede Primstelle p eine Tsometrie u,: V, —>V gibt
mib u, &, = F,, im gleichen Spinorgeschlecht (Sp]l(E)), wenn es - eine
Isometne e V»V uid. Autormorphismen *upeO( p) il E, = wv, I,
tir alle Primstellen p gibt. Hierbel ist O (H,) diejenige Untergruppe der
speziellen orthogonalen Gruppe 0*{E,), deren Elemente Spinornorm. 1
baben. Der Wittindex von V ist die Dimension des maximalen tofal-
isotropen Teilraums von V (Bezeichnung: ind V). Bekanntlich ist (s z.B.
[24], 102 : 5, [36], Theorem 51):

(B = U fmy, FE=_U fE

Blepgon(E} ’ Esgen{H) -

: . . . _
_gomit gind die (Primitiv-}Ausnahmen einer Form f diejenigen Zahlen,

die zwar von f nicht (primitiv) dargestellt werden, jedoch von einer Form

aus dem Geschleeht von f (primitiv) dargestellt werden. ' _
- Folgende schwache Form der verallgemeinerten Riemannschen Ver-

mutung fiir Dirichletsehe I-Reihen wird verwendet'

E-
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RIEMANS-HYPOTHESE. Fir alle hinreichend grofen w<f(H) besitzen
die Dirichletschen L-Reihen '

—2da

= MED g =

5 ) (Res> 1)
7

t=1

und ihre analylischen Fortsefeungen keine Nullstellen im Hreds
(Inlna) inlnlng

lg—~1| < e
¥ina

Mit diesen Bezeichmmgen' lautet das Hauptresultat:

(1.1) Haversarz. Sei B ein positiv-definites terndres Gitter der Deter-
minanie d und es gelte die socben formulierte Riemamm-Hypothese fiir B,
Dann gilt:

(8) () Falls das Geschlecht vom E nur ein Spinorgeschlecht enihdlt,
i8¢ die Menge der Primitivausnahmen von E endlich.

(ii) Falls das Geschlecht von B mehrere Spinorgeschlechior enthilt,
liegen die Primitivausnahmen von B in endlich vielen Quadraillassen.

(b) Die Ausnabmen von H liegen in endlich vielen Quadrathklassen.

Bemerkungen und Erginzungen:.

(1.2) Die endliche Menge der Primitivausnahmen aus {a) (i) ist (mit
den hier verwendeten Methoden) nicht effektiv bestimmbar.

(1.3) Im Fall (&) (i1} tritt ebenfalls eine effektiv nicht bestimmbare
endliche Menge von Primitivausnahmen auf. Zusiitzlich k8nnen mnoch.
unendlich viele Primitivausnahmen auftreten, die in den durch die Teiler
von ¢ bestimmten Quadratklassen liegen. Genauner ergibt sich beim Beweis
(8. §2), daB letztere Primitivausnahmen a folgende Bedingung erfiillen

miissen: Ist &' = d/2, K = Q(V —& a), so muB fir alle endlichen Prim- ’
stellen. » gelten: : '

(#) _ 3(o+(Ep))gNE$,Qp(Kg),.

wobei P eine Fortsetzung von p in K ist, DaB aus dieser Bedingnug folgt,
dal @ bis auf Quadrate ein Determinantenteiler ist, sieht man folgender-
mafen: Fiir die nicht in der Determinante aufgehénden Primzahlen P
enthilt §(07(H,)) bekanntlich alle Finheiten von Q, (s. z.B. [24], 91 : 8)
Damit; die obige Inklusion far derartige p erfiillt ist, miissen diese
O(V — d'a) unverzweigh sein, diirfen also « nicht beilen, :
(1.4) Um die Menge der Ausnahmen in (b) genauer zu beschreiben,
definiert man zu jeder natiirlichen Zahl % die Menge T

p in

Ay 1= {a Aumahme} p*ta, falls ind V, = 0}.

_ (—Da
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(Man beachte, dafl ind V,, = 0 nur fir p|d gelten kann.) Es gilt danm:
Falls das Geschlecht von E nur ein Spinorgeschlecht enthalf, sind alle
A, endlich. Falls das Geschlecht von B mehrere Spinorgeschlechter enthilt,
gehoren zu den 4, zusitzlich evtl. noch wnendlich viele Zahlen, die wieder
in den durch Bedingung (x) in (1.3) beschriebenen Quadratklassen legen.

(1.5) Hat ¥ eine Ausnshme a, isb ind ¥, = 0 und ist E, maximal,
so sind auch alle ap™®, k& =0,1, 2, ..., Ausnahmen. Man erhilt also mib
einer Ausnabme eine nnendliche ,p-Serie” von Ausnahmen. Ist , nicht
maximal, ind ¥V, = 0 und B, das F, umfassende maximale Gitter, so sei
¥ definiext durch

(Bg:= B, fir g 2 p, (B)y:=15,.

Mit einer Ausnahme a hat B genau dann die p-Serie ap™, k& =0,1,2, ...,
als Ausnahmen, wenn B ebenfalls die Ausnahme o hat; andernfalls hat .
B nur endlich viele Ausnahmen der Gestalt ap™.

(1.6) Eine Teilaussage des Hauptsatzes kann such ohne Annghme
der Riemann-Hypothese bewiesen werden: Sei ohne Einsehrﬁ,?kung fler
Allgemeinheit n(H) =1, md sei D = D(E) wie in‘§9 definiert. Sei p
fest gewahlt mit (p, 2D) = 1undind ¥, > 0. Beim Bew.em dejs Ha.upts?t_zes |
in § 5 ergibt sich dann: Die Riemann-Hypothese wird nicht benohgi.s,
wenn man sich beschréinkt anf die Betrachtung von Zahlen a mit

) = 1, Dies bedeutet fast keine Einschrinkung in folgendem Fall:
Esgibt ein p|d mit (p, 2D) == 1 und fiir ein von B dargestellbes a ist die

Bedingung (ﬂ) — 1 erfiillt; diese Bedingung ist dann nimlich auch
bereits fiir allepvon E dargestellten a mit {a, p) =1 -‘erfﬁ]lt, wie'-in der
Terminologie der Greschlechtscharaktere von Risenstein und Swiith 1_)43—
griindet worden ist (5. [33], vgl. auch [3], § 32). Insgesami ergeben. sich
also fiir gewisse Geschlechter die Aussagen des Haupts-a,tzes auch 'ohne
Amnahme einer Riemann-Hypothese, wenn man = sich .a.uf- Zahten
beschrankt, die prim zur Determinante sind. _ R _

(1.7) Linnik und Malyshev untersuchen ternére quadratische Formen
mit ungeraden, zusinander primen Ordnungsmva;ia.nten (s. [20], Kap. V,
[21], pp. 565-567). In diesem Fall en.théi.li.z dajs (reschlecht der Form nur
¢in Spinorgeschlecht (z.B. nach dem Krlﬁer}um [187, {(24.4)). Ansg den
Ergebnissen von. Linnik und Malyshev 185t sich der Ha;uptg&tz und (1.6)
im genannten Spezialfall ablesen.

2. Reduktion vom Geschlecht auf das Spinorgeschlecht. Die Unter-

sachung indefiniter terndrer quadratischer Formen in {177 1a66 sic?tx auf
deﬁn:‘me Formen iibertragen. Zunichst werden Darsgtellungsmabe mit der
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in § 3 verwendeten Normierung definiert: Sei #; (i =1, ..., ) ein Ver-
tretersystem der Klassen des Geschlechts von H, sei O(E;) die Einhei-
tengruppe von F;, |O(H;)| deren Ordnung. Sei 4({e, H,;) die Anzahl der
Vektoren der Linge o Im Gitter E,, d.h. die Anzahl der Darstellungen
von @ dureh eine zu E; gehorige quadratische Form f;. Sei

wgz= 0B D 10(E).

Dann ist
a

Z wed (o, By)

die gemittelte Darstellungsanzahl von a durch die Klassen des Geschlechts
von F odér das Darstellungsmal von ¢ durch das Geschlecht von E.
Die entsprechenden Anzahlen primitiver Darstellungen werden mit
A¥(a, E), 4%(a, E) bezeichnet, letztere werde anch das primitive Dar-
stellungsmal von ¢ durch das Geschlecht von £ genannt. Man lege nun
ein Vertretersystem B; (5 =1,...,s) der Klassen des Spinorgeschlechts
von E zugrunde. Dann definiert man analog zu oben das Darstellungs-
maf bzw. primitive Darstellungsmal von « durch das Spmorgeschlecht
von H. Fiir diese Darstellungsmale gilf nun folgendes:

(2.1) Sarz. Sei B ein posiliv-definiies lerndres Z-Gitter mil guadmtq,—
scher Form f und der Determinanie d.

Bs sei acZ (@ £0), & =d/2, K = OV —da) und qs eine Fori-
setoung” der endlichen, Primstelle p in K. Das Geschlooht von E enthalie
mindestens ewei Spinorgeschlechter, ehwa 28 (k= 1). Dann ¢ill:

(&) Das Darstellungsmaf von a durch die Spinorgeschlechier im Ge-
schlecht won I ist entweder fir alle Spinorgeschlechier das gleiche, oder
aber die 2% Spinorgeschlechier lassen sich auf zwei “Halbgeschlechier” von
je 2%~1 Spinorgeschlechiern verteilen derart, daf zwei Spinorgeschlechter aus
demsethen Halbgeschlecht das gleiche Darstellungsmafi liefern. Der letatere
Fall kamn nur dann - eintreten, wenn fiir alle endlichen Primstellen p gilt:

(22) ' 0{0*(B,)} & Nxyo, (K3).

(b) Hine analoge Aussage gilt, wenn statt der Davstdlungsmafﬁe die
primitiven  Darstellungsmafe betrachiet werden.

Der Beweis lehnd sich 8o genau an den Bewels von [17], Satz 2
an, daB auf cine Darstelling verzichtet werden kann.

‘Durch diesen Satz ist die Frage der Darstellbarkeit und der primi-
tiven Darstellbarkeit einer Zahl ¢ vom Geschlecht der Form auf das
Spinorgeschlecht zuriickgefiihrt, abgesehen von gewissen a, die in der
durch Bedingung (2.2) beschriebenen Menge liegen; diese & liegen in
endlich vielen Quadratklassen, wie in (1.3) bewiesen.
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(2.3) Bemerkung. Wenn man die vom Geschlecht von E, aber
nicht vom Spinorgeschlecht von E dargestellten Zahlen die Spinorausnah-
men von K nennt, und analog fiir primitive Daxstellbarkeit Spinorpri-
mitivausnakmen definiert, so kann men durch Ubertragung von [13],
Satz 2, vom indefiniten auf den definiten Fall zeigen: Die Spinoransnah-
men lHegen in der Menge, die durch Bedingung (2.2) beschricben wird
mit der zusitzlichen Einschréﬂlﬂmg

Wenn d'a == n,n:, %, qua,dra.’rﬁ'el, gesetzt wird, so folgt aus (p, d) = 1,

( ﬂl) = —1, daB pTn,.
B

Diese Einschrankwng ist nieht richtig bei Spinorprimitivansnahmen,
wie aus [36], Chap. 7, § 6 hervorgeht: Die Vereinigung der Mengen der

- Spinorprimitivansnahmen iiber alle Spinorgeschlechfer eines Geschlechts

wird dort als Menge der ,exceptional integers” des Geschlechts bezeichnet;
gie besteht nach [36], Theorem 75, im Wesenthehen ang vollen Quadrat-
Klagsen.

3. Darstellungen mit festem Primzahlpotenzmenner. Zur Vorbereitung
der Untersnchung der Anzahl von Darstellungen mit festem Primzahl-
potenznenner wird das in § 2 definierte primitive Darstellungsmaf A" (z, F)
von a durch das Geschlecht von B folgendermafen abgeschatzt:

' (8.1) SaTz. Sei E ein positiv-definites terndres Gitter der Delerminante
&, und bezeichne h(n) fiir ein natiirliches m die Anezakl der eigentlichen
Kligssen positiv-definiter primitiver bindrer quadratischer Formen der
Determinanie n. Dann ewistieren (nur vom Geschlecht von E abhingige)
positive Konstanten gy, gs derart, daf fiir alle aef*(E) gilt:

R (2de) < A*(a, B) < g.h{2da).

Beweis. Nach [86], Theorem 51, gibt es weogen aef*(E) eine pri-
mitive Darstellung von e durch ein F egen (); fiir die Aussage des Satzes
ist die Annmahme F = K keine Eingchrinkung. Eg werden jetzt einige
Begriffe ans [17] verwendet, allerdings eingeschrinkt aunf primitive Dar-
stellungen: eine primitive Darstellung von & durch E: f(2) = a, wird
begeichnet mit (w, ). Primitive Darstellungen (z,H), (2, E') heiBen
dquivalent, wenn es ein w<Q(V) gibt mit-ur = 2, ul = E’ verwands,

. ‘wenn es zu jeder Primstelle p ein u,e0(V,,) gibt mit u,z = ', w, B, = H,.

Aquivalente primitive Da.rstellungen bilden eine Klasse, Verwandte pri-

mitive Darstellungen bilden ein Geschlecht von primifiven Darstel-
lungen. Es bezeichne O(V, z) die Fizgruppe von z in O(V), O(E, =)

te (T, YO (B, 04(V, ) sel das eingeschrinkte direkie Produkt der
Gruppen O(V,,) beziiglich der Untergruppen O(B,, ),

A(E)::{ueoﬁ(v);_'.uﬁ_;_ﬂ}_ wd . O(E,s):=0,(B)N0 (7, 5).

§ — Arta Arithmética XEXIV.1
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Man sieht genan wie in [17], § 3: die Klassen primitiver Darstellungen
des Geschiechts der primitiven Darsteltung (#, Z) entsprechen umkehrbar
eindeutig den zweiseitigen Restklassen O(V, #)u0 (B, ) mit ue04{V, ).
Wenn statt der orthogonalen Gruppen O iberall die speziellen orthogo-
nalen Gruppen 07 zugrundegelegt werden, so fibertragen sich die Aussagen
auf die u.U. engere Einteilung; fiir die Anzahlen des Satzes ergibt das
hichstens Anderungen um Faktoren 2, die keine Rolle spielen. Nun ist
bekanntlich die Drehgruppe O*(V,) im dreidimensionalen Raum V
um die von a erzengte Gerade G isomorph zur Drehgruppe 0" (G') des
orthogonalen Komplements G+ von & in ¥, ebense fir die p-adischen
Komplettierungen. Somit ist 0%(V, 2) = 05(G*). Man identifiziere &
mit der zu @ orthogonalen Hyperebene in V. Da 2 primitiv ist, 140t es

gich zu einer Basis von F erginzen, und ¥ : = En@* ist ein bindres Gitter -

im Raum @L. Die Determinante von B ist 2daje’, wobel ¢|(d, 26). Die
Formel von Dirichlet fiir das Verhéltnis der Klassenzahl von Ordnungen

in quadratischen Zahikérpern zur Klassenzahl der zugchorigen Hauptor-

dnung {s. z.B. [1], p. 270, Aufg. 20) zeigt, daB das Auftreten imprimi-

tiver (mit gewissen Determinantenteilern) bindrer Gitter nur fir die -

Aussage des Satzes irrelevante Korrekturen hervorruft. Man kamnn alse

ohne Einschrinkung der Allgemeinheit statt B auch eF betrachten.
Ebenso wie 0%(V, z) auf den Darstellungen (z, B} operiert, so operiert
0%({G) auf den bindren Gittern eH; hierbei wird das Geschlecht dieser
binfiren quadratischen Formen durchlaufen. Wenn man die Anzahl der
Klagsen primitiver Darstellungen im Geschlecht einer Darstellung tiber
alle Geschlechter von primitiven Darstellungen von « durch ein Gitter
im Geschlecht von B summiert, summiert man entsprechend die Anzahlen
der Klassen obiger bindrer Gitter iiher gewisse Geschlechter bindrer
Gitter der Determinante 2de. Der Quotient g aus der Anzahl der Gesch-
lechter primitiver bindrer Formen der Determinante 2da und der Anzahl
- der betrachteten Darstellungsgeschlechter hiingt nur von F ab — g besteht
aus gewissen Faktoren, die herrithren von den Primstellen p mit p|d.
Derartige nur von E abhingige Faktoren interessieren aber fiir die Aussage
des Satz (3.1) nicht. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich die Behauptung
des Satzes. ' '

(3.2) Bemerkung. Ahnliche Uberlegungen finden sich in [71 p. 175,
fiir die terniire Finheitsform, fiir ternire Formen mit gewissen Einschyén-
kungen bei [11], Chap. 8. Man kann Satz (3.1) auch direkt unter Anwen-
dung des Satzes von Siegel [306] durch Ausrechnung der p-adischen Dar-
stellungsdichten beweisen. L o

{3.3) KoroLLAR. K3 ewistiert ein gg = go(H) > 0, das nur von gen (k)
abhdingt, so dof “gili:
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(a) Fir jedes acf*(B) gibt es ein Eieg;en(E) mit
{5.4) : A%, B} > gyh(2da).

(h) Fiir jedes aef*(E), das nickt Bedinoung (3.9 i : ;
SIET RS ) € it

Biespn(B) mit (3.4), , 7ung (2) enfilt, gith es cin

' _Beweis. (a) folgt unmittelbar aus Satyz (3.1), (b) gilt, da die pri-
mitiven DarstelltmgsmaBe von o dureh die Spinorgeschlechter im Ge-
schlecht von K mach Satz (2.1) (b) alle gleich gind.

Sei jetzt eine Primzahl p mit ind 7, > 0 # &
: ; » est gewihlt. Wenn das

Geschlecht des (}_1131:.&1‘3 E nur ein Spinorgeschlecht enthalt, also gen(#)
= spn{f), 5o existiert ein f,e N mit f(phB) < f(B) nach dem starken
Agproxmaa.tmnssatz, angewandt anf srithmetisch indefinite Formen (18],
§2, [18], (26.5)). Aus dem Beweis von [18], (26.5) erkennt man genauer:

. (2'0), LEMMA. Zu einer Primeahl p wmit ind V, > O existiert ein toeN
mit pOF = K fir alle B espn(E). - '

~Tm folgenfien werden nur noch Zahlen a betrachtet, die nicht Bedin-
gung.(2.2) erfiillen. Aus Korollar (3.3) (b} und Lemma (3.5) folgh dann:

A{a(pY, B) > gk (2da).
Wn’ betrachten jetst weiterhin nur noch Zahlen a mit (4, p) =1. Da
jede hier anftretende Darstellung von a{p)® von einer primitiven Dar-
stellung von a(p')’ mit geeignetem ¢ (0 << t, und f = i{a) von a ab-
héngig) herkommt, ergibt sich ' -

. (3.6) : : A% a(p%, B) > g,h(2da)

mit einem von ¥ und p abhingigen positiven B
. . ’ ] 4o (2.B. g, = go/(f, 1))
Man teflt nun die Gesamtheit K der hetrachteten Zahlen a in £, +1 Mengen

Kt:= {GEKI (3'6) gﬂt fir o mif pf}: (t = 011: "':to),

ein. Die K, sind nicht notwendig disjunkt und evil. z.T. leer. Zugammen-
gefalbt gilt somis: : ' '

(8.7) Limnsrs. 8ei p gegeben mat ind ¥, > 0. Sei aef*(B), (s, p) = 1,
un.d & sei keine der durch Bedingumg (2.2) beschriebenzn Zahlen. Dann
existiert 2u p ein natirliches ty, derart, dap die betrachieten o in 1,+1 (nicht
notwendig disjunkten) Mengen K, (t = 0,1,...,%) licgen mit

| ' A*{a(p®y, B) > g,h{2da)
filr alle o< K, mit einem positiven nur von B und p abhingigen g,.

. 4. Terniire Gitter und Quaternionenordnungen. Die Zusarnmenhinge
Fwischen lternireu quadratischen Formen und Quaternionen sind von
Venko?r, Bra_,ndt, Linnik, Pall n.a. dargelegt worden. Sie werden hier
beschrieben in der Terminologie vor Iichler ({71, §14, vel. auch [18],
Kap. II), und zwar im Anschluf an [27]. .
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E sei ein teyrnives Z-Gitter im Raum ¥V mit f(F) ¢ Z. Der Einfachheit
halber werde B primifiv angenommen, d.h. n(E) =1, wobei die Norm
den g.g.T. der f(z) mit #¢F bezeichnet. Es bezeichne C[, (7)) die 2. Clifford-
algebra, von B i der Terminologie von Eichler ([7], § 14); C(H) ist
sine Ordnmng in der Quaternionenalgebra Co(V). Es bezeichne Sp die
Spur, ¥ die Norm und — die Konjugation in einer Quaternionenalgebra.
Durch die Definition By, 2) := Sp(y7) erhilb (V) eine Mefrik durch
die symametrische Bilinearform B. Danp ist O(B) ein 4-dimensionales
Z-Gitter in C{V). ¥s bezeichne Cy(E)* das (bzgl. B) duale Gifter von
G, (B), und € bezeichne die Elemente von Oy (#) mit Spur 0. Es ist € als
orthogonales Komplement von 1 (bzgl. der durch B gegebenen Metrik)
in C,(E)* ein ternires Gitter. Es ist Cy(€) == C,(E) (s. z.B. [27], Satz 8),
also gibt es (nach [27], Lemma, p. 334) ein g<Q mit € = ¢F, Durch Norm-
bildung bei den Gittern ergibt sich wegen #(F) =1 hierans: n{E) =
(3a(B))~" (vgl. [27], p. 344), also ist £ isomorph zu & versehen mib
der Normform d'N, wobel d = d/2 und ¥ die Norm in Cp(V) ist.

Wir betrachten jetzt den von 1 und ¢@ fir ein g<Z crzeugten Z-Modul
M:=Z1+g€ in 0,(V) und fragen, wann dieser Modul eine Ordnung
ist, Nach [27], Korollar, p. 345, ist mit den dortigen Bezeichmungen M
gicher dann eine Ordnung, wenn (M) = p(HM) ist und wenn M nur aus
ganzzahligen Flementen der Quaternionenalgebra. Oq(V) besteht. Unter
Verwendung der expliziten Formeln fiir das Dualgitter einer Quater-
nionenordnung in [4], § 3 {dort Komplement genannt), berechnet man:

d
dies ist der Fall fir g = D'(B), wobel D' =D'(B) = d,((E) §0

. deflmert ist. Alsd ist Z-1+4+D' E eine Ordnung Dies kamn man aunch .

zeigen durch direktes Nachrechnem der ngelgenschaften, wiederam
unter Verwendung der expliziten Formeln fiir das Dualgitter einer Qua-
ternionenordnung.

Es bezeichne ©:= Z-14+D' € B =D € Die Elemente vor 8 wer-
den anch die ,Vektoren™ in genannt Es bezeichne D:= D(E):=

2d{¥ D*
_dz ((E)) dann ist wegen D = e

das Gitter # isomorph-zu B versehen

mit der Normform -— N Man kann also sa,geu

{4.1) Die Vektoren der Limge a im Gitter E endsprechen umkehrbay
‘eindeutig den Veltoren der Linge Da in der Quaternionenordnung O.

Bs heillt ReD primitiv, wenn aus B = rR' mit R D, reZ folgh:

r = +1; primitiv mod &, wenn (r, k) = 1 folgt. Analog zu (4.1) érgibt sich:

(4.2) Die primitiven Vekioren der Linge o im Gitter B entsprechen
umkehrbar eindeutig den primitiven Vekioren der Linge Da in der Quater-
monenordnmg L.
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3. Beweis der Resultate. Die Methoden von mekqulyshev zur
Untersuchung ternsrer quadratischer Formen gestatien es, unter gemssen
Voraussctzungen von primitiver Darstellbarkeit einer Zahl a{p’’* aut
primitive Darstellbarkeit der Zahl a4 durch eine terndre qnadratische
Form zu sehlieBen. Euntscheidend in unserem Zusammenhang ist das
folgende Lemma (5.1), das im wesentlichen auf Linnjk~Malyshev zuriick-
geht. Hs werden die Bezeichnungen ans § 4 verwender. Wiedernm sei
n () =1 vorausgesetzt; dies schrinkt die Aflgemeinheit beim Beweis
des Hauptsatzes nichi ein. Sei p eine Primzahl mit {p,d) =1, also
ind¥, > 0. Dann gibt es ein primitives R<D, dessen Norm eine p-Potenz
ist; dies sieht man, wenn man den schor in der Einleitung aufgefiihrten
Satz verwendet, daB die durch die (4- -dimensionale) Normform von O
lokal iiberall primitiv darsteilbaren Zahlen auch . global pnmmv dar-
stellbar sind bis anf endlichk viele Ausnalimen.

(5.1) LEMMA. Sei p eine fest gewithlie Primezahl mit (p,d) =1. Sei
BeD primitiv mit N (R) = p" fiir ein geeignetes heN. Sei acf*(5) und
sei a keine der durch Bedingung (2.2) gekennczeichneten Zahlen. Ferner sei
(_.,;f‘;) = 1. Es werde geselzt ¢:= p* fiir ein t mit 1<t <4y, 1, gemdp
Lemma (3.7). Weiter sei acK, (3. Lemma (3.7)).

Damn gibt es fiir hinreichend grofes o eine Gleichung

g+l =WB mit B = ARC,
wobei leZ, LeB primitivo, N(L) = Dac’, W, B, A, 0D mit N(B) = p°,
N(C) = p" fiir gewisse v,5eN mit s—t>=r= 4

Der Beweis ist- der Inhalt von §86.

Bei der Anwendung dieses Lemmas wird folgender einfache Hilfssatz -
benutzt ([20], p. 116, 8. anch [21], p. 562, Prop. 3):

(5.2) Lemua. Seien A;, 4,eD, meN mit (m,d) =1, 4,4, primitiv
mod m, LeB mit L4, = A, L = 0 mod m, denn ist T = 0 mod m.

Aus Lemma (5.1) ergibt sich nun folgendes: Die Glewhu.ug n (5.1)
isb dquivalent za

d+L = CWAR mit L' = 0Le-Y

dabei ist ' <® mit N(L') = Dad, femer ist 0L =L'(4AR) =0mod¢
(demn N(0) =", r=¢ und N(AR)_ =p* 7, 8~r21). AubBerdem ist~
C{AR) = B primitiv mod ¢ (andernfails Wé.z'e auch L nicht primitiv

mod ¢). Somit ist nach Lemma (5.2) I’ = 0 mod ¢, also ist — L B mit

(1
N (; L) Da. Weiter folgt aus der Prumtzwta,t von L die anltlﬂta.t

von iL’.
e
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Hierauns folgt nach (4.2): Wenn man die durch Bedingung (2.2)

., {—Da
gekennzeichneten Zablen ¢ aunsnimmt, ferner mur o mib ( 7 )= 1

und ae R, betrachtet, so implizierd aef (W) fiir hinreichend grofes a,
dal sef*(E). Dabel gxlt fiar £ 1<t Fir £ =0 gilt die Aussage
trivialerweise. Weil £, nuor von ¥ uwnd p abhingt, kann bei festem p die
Voraussetzung aell; weggelassen werden. Zusammengefalt gilt also:
Wenn man p vorgibt mif (p, d) =1, wenn man nur Zahlen ¢ mib
(—J)a

) =1 betrachtet und ferner die durch Bedingung {2.2) gekennzeich~

neten Zahlen ansnimmt, so impliziert a,ef () fiir hinreichend groﬁes &,
daB a<f*(B).

Malyshev zeigh in [20], p. 179 ff., daf uniter Annahme der in §1
formulierten Riemann-Hypothese gilt: Es gibt zu 4 eine Primzahl g,

: —D
(g, d) =1 mit (——g—“—) = 1 derart, daB

o]

mit nur von E abhingigen positiven Konstanten g, g;. Darauns wird
gefolgert ([20], p. 184 i.), dafl unter dieser Annahme die Binsehrinkung

¢< g5exp (96

—D ' . -
(—Pg) = 1 weggelassen werden kann. Diese Uberlegungen iibertragen

gich. auf die Sitnation in Lemma (5.1) und somit auf unsere Bituation :

hier.

Wenn wir alles dies zusammentragen nnd Sabz (2.1) (b) verwenden,
haber. wir damit Teil (a) des Hauptsatzes (1L.1) und den Zusatz (1.3)
bewiesen. . '

Zum Beweis von Teil (b) des Hauptsatzes befrachten wir zunichst
ein maximales Gitter B. Wenn ¢ Ausnahme fir ¥ ist, so auch ap®™,
kF=1,2,.. fir jedes p mit md 7V, =0, denn bekanntlich ([7], §9,3)
ist dann

B, = {ze Vp| F@eZy};

wire also f(x) = ap®® mit é;eE, 80 Wire f(pik) = g mit %eﬂ, also o

keine Ausnahme, {Ahnliche Uberlegungen finden sich bei Ross ([29], p. 41)
und Pall ([258], p. 48).) Ans der Struktur der mamma.len Gitber im Loka-
len ([77, §9, 3) liest man ab:

T (B = {a<f(B)| p*fa fir alle p mit nd ¥, = 0}.

Somit folgt fur maximale @itter ans dem Teil (a) des Haunptsatzes sofort
Teil (b), wenn man Satz (2.1} (a) verwendet,
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It fiir ein p das Gitter F, nicht waximal, so sel E ein maximales
B, umfassendes Gifter und E defuncrt dureh

(B)y:=H, fir gq#p, (E),:=5,

Der Index [E':F] ist eine p-Potenz, es ist also fiir ein neN: p"F = H.

Daraus folgt: Wenn F eine Ausnahme o hat, so hat ¥ genau dann eine
mnendliche p-Serie ap™ (k = 0,1, 2,...) von Ausnahmen, wenn dies fiir
¥ zutrifft. Letzteres tritt hochstens fiir p mit ind ¥, = 0 auf, und zwar
genau danmn, wenn a Ausnahme fir B ist; wegen ind V, = 0 und der
oben angefithrten Struktur maximaler lokaler anisotroper Gitber ist H'
eindentig bestimmt.

Damit sind Teil (b) des Hauptsatzes und die genaueren Aussagen (1.4)
and (1.5) bewiesen. Die Aussagen in (1.6) sind ebenfalls bewiesen bis
aunf den Fall, dall (p,2D} =1, aber p|d; dieser Fall 1At sich genauso
wie in [20], p. 176, 177 (Abgchnitt 3°) behandeln.

6. Zur Methode von Linnik-Malyshav. Eg ist der Beweis von Lemimsa
(6.1) nachzutragen, das, wie schon erwihnt, ans den Hrgebnissen von
Linnik wnd Malyshev folgh. Wir filhren die von Linnik und Malyshev
verwendeten Methoden fiir unsere Situation auf und stellen den Beweis

" des Lemmas (5.1) dar big auf zwel Hilfsefitze ((6.23), (6.25)), fiir deren

Beweis hinreichende Literatur vorliegh.
Sei durchweg n(¥) =1, acf*(B) und sei ¢ keine der durch Bedin-
gung (2.2) gekennzeichrnieten Zahlen. Sei p eine fest gewdhlte Primzahl

e
“’) ~1, also (a,p) = L.

Weiter sei’ aeK,, 1 <i<1, (5. Lemma (3.7)). Setze ¢:— p!, damn gilt
nach Lemma (3.7): o ' :

(6.1) . A*(aet, B) > g,h(2da),

mit (p, d) =1, also ind ¥,> 0, und séi (

wobel die positive Konstante g, nur von ¥ und p abhingt. Die im fol-
genden auftretenden ¢, (bzw. g;,) sind positive Konstanten, die nur
von ¥ und p (bzw. ¥, p und &) abhingen.

Fiir die Quaternionenordnung © besagt (6.1) nach (4.2): es gibt

* mehr als g.h(2da) primitive Vektoren ans B mit Norm Dac’. Wegen

‘ 4 : Ac®
4Dact = 3da — it ]/ 0

2
2 d

ist nach dem schon }jein_a Beweis von Satz (3.1) beimtzten Satz von Dirich-
Jet iiber das Verhdltnis der Klagsenzahl von Ordnungen in guadratischen
Za.hlkorjpern qur Klassenzahl der zugehdrigen H&uptord.nung

. goh{4Dac") < h(2da,) < gsh (4Dad’ )
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Somit gilt: ' _
(6.2) Bs gibt mehr als goh (4 Da¢”) primitive Velcboren aus B mit Norm Dad".

Wir referieren jetzt die im folgenden benutzten Sitze von Venkov—
Linnik fiber ., Rotationen” von Vektoren (s. [20], Kap. IV, 5, 8. auch [21],
'p. 562, 563): primitive Vektoren I, L'e® der Norm Dac® heilen &qui-
valent, wenn es zu jedem geZ ein W,eD gibt mib {V(W,), g) =1 und
W LW, = L'. Es gilt: wenn I = L' mod d, dann sind L, L' dquivalent;
wenn L und I’ Aquivalent sind und fiiv ¢ = dac” gesetzt wird W, =: W,
dann existiert ein BeD und ein leZ mit

(6.3) _ i+L = WB.

Ferner ist folgende Abbilding a: (L, I')—»R wohldefiniert: dem Paar
(L, I') {,Rotation”) wird gugeordnet die eigentliche Aguivalenzklasse R
der positiv-definiten bindren quadratischen Form (w, I, b) := wa® -+ 2lay +
+by® (wobei w = N (W), b:= N(B)) mit wh—1 = Dac, (w,2l,b) =1,
algo einer primitiven Form der Determinante 4Dac? (man beachte unsere
Terminologie: #?-+y? hat z.B. die Determinante 4). Hs gilt weiter: wenn
o(L, I') =&, a(l, L") = &, so ist a(L, L") = f-]', wobei - die GauB-
sche Komposition bezeichuet.

Da die Anzahl der Aquivalenzklassen von Vektoren in B durch

eme nur von ¥ abhingige Konstante begrenzt ist, folgh aus (6.2), dafd
es mehr als gyh(4Dac¢’) primifive Aquivalente Vektoren L;e® mit N{(L;)

= Dac® gibt. Mit diesen Vektoren I; lassen sich (Heichungen (6.3) bilden
und nach Venkov-Linnik ist a(L;, I;) = &; mit einer eigentlichen Aqui-
valenzklasse &, primitiver positiv-definiter binarer quadratischer Formen
der Determinante 4Dac . Nach einem weiteren Satz von Venkov-Linnik
liefert nur Transformation mit den (endlich vielen) THinheiten der Qua-
ternionencrdnung O dieselbe Klasse, somit sind '
(6.4) S B > gih(4Dac®y
~ der Klassen &; verschieden. A -

Um Lemma (5.1) zu beweisen, macht man einen Umweg und zeig
das allgemeinere .

(6.5) LuMMA. Sei p eine fost gewihlie Primzahl mit (p,d) =1. Se
ReD primitio mit N(R) = p* fir ein gecignetes heN. Sei aef*(B) und

sei o keine der durch Bedingung (2.2) gekennzeichneten Zahlen. Ferner set -

(—Da;
P .
gemif Lemma (3.7)). Weiter sei acK, (3. Lemma (3.7)).

Dann gibt es ein ¢ mit 0< o < % devart, daB fiir hinveichend grofes,
o mehr als gyh{4Dac?) Gleichungen . '

(6.6) - d+L = WB

) =1. Es werde gesetet ¢1=p' filr ein t mit 1<Kt (hierbei g
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- (6) - B = ARC

existieren, wobei leZ, Le®B primitiv mit N (L) = Dac’, W, B, 4, C<D mit
N(W) =w, (w,p) =1, N(B) =77,

(6.8} N =y,
—:L_a,9<ps< a’,
?

(6.9) . s—tr>i.

Dabei hingen p uwnd die positive Konstanie gy, nur vom zugrundeliegenden
Gitter B und der Primzahl p ab. : '

Der Beweis folgt dem Vorgehen in [20], Kap. V, 4. Falls { derart,
daBl K, eine endliche Menge ist, ist das Lemma fir acK; trivialerweise
richtig. Dieser Fall sei forthin ausgeschlossen.

1. Schritt. Beweis der Aussagen des Lemmas G}Jﬁe Bedingung (6.7}
(dann sind (6.8) und (6.9) leer): Sei z:= [ 1

J11

]—Q—l, so dafl nach (6.4):

(6.10) B 2> h(dDac).
Sel e«Z definiert durch

=,

1., , 1
611 e ptc e mit Fri=-—
®11) Pt ST
und sei
(6.12) Coppr= ol § = 0,1, ...

. : —D :
Bs sei a 50 groB, daB v,>'¢*. Wegen ( a) =1 gibt es ein leZ mit

(6.13) : ¥+Da =0modp.
Zu. v; sucht man I; mit )

_ I, =Imodp,
(6.14) (el)* £ Dac® = 0mod v;,
2l <viy

© (6.15) | (-j:—_((ezi)2 +D¢a*),p) =1.
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‘Wegen (6.13) gibt es I mit
' I; = 1 mod p,
17 +Da = 0 mod ple+de—2
Ill-l < %p(ﬂz—l-f)ewzt_
Die I; orfiiilen also (6.14); falls auch (6.15) erfilllt wird, setzt man I, : =1,
andernfalls setzt man :

: ’BiV
Z.; = li‘”‘"?)

dann erfilllen I, die Bedingungen (6.14) und (6.15) (hierzu beachte mam,
daB ¢ = 3). Mit der A}J]mrzung

U= i— ((eh,)* +Dac’)

ist wegen (6.11):

v, < 0, =Paae<&3fﬂ, ' g >?>msjs
2
somit o; <<y, also ist (v, oy, u) 1= v0°+2cl0y +u,y? eine primitive
rednzierte positiv-definite binfre guadratische Form der Determinante
4(u;0; — (cly)') = 4Dac®, deren eigentliche Aquivalenzklasse mit R, bezeich-
net werde (¢ = 0,1, ..., #). Diese #--1 Klasgen sind verschieden, da die
Formen reduziert sind. Man betrachtet nun die komponierten Klazssen

G R (G=1,..,48;k=0,1,...,2).

Da h(4Doc) die Gesambanzahl der primitiven eigentlichen Klassen der .

Determinante 4Da¢” ist, gibt es somit mehr als k' (241) —h{4Dac’) Glei-
chungen

GRy =GRy (A<SHISH, f£L 0<m<E<a).

Nach (6.10) und '(.6 4) ist die letztere Anzahl grofer als g, h(4Dac?).
Daher gibt es ein festes Indexpaar (&, m,), fiir welches es mehr als
(z"_’:l)“ (4Dac®) Indizes j (1<j< W) mit S7%+&, =K, R} gibt. Die
Klasse R, - ER“ wird reprisentiert (na.ch der obigen Konstruktion und

nach exphzmer Ausrech.nung der GauBschen Komposition ([9], Art. 243))

durch {w, ¢, %) wit (w,p) =1, ' =Imodp, s = e{k,—m,). Anderer-
seits gilt nach Venkov-Linnik fiir die primitiven dquivalenten I,eB,
mit denen die ©; definiert wurden (s. den Absatz vor (6.4)): (L, ;)

= &7 ;. Somit entspricht jedem j eine Gleichung o' -+L; = W,B; mif -

Wy, BjeDy N(Wy) = w, (w,p) =1, N(By) = p°. Wenn man fir 7' wie-
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der I schreibt und o 1= (kj—m) /82, gu,:= g.1/(z+1)° sebzt, so folgt die
Behauptung des 1. Schrittes. Man beachte, daB — iiber die Behaupiung
von Lemmsa (6.5) hihansgehend — das I dasselbe ist fur alle Gleichuni-
gen (6.6).

2. Behritt. Indirekter Beweis des Lemmas (6.5): Angenommen, s
gibe unter den im 1, Schrité konstruierten A" Gleichungen

(6.16) Ad+L,=W,RB, (i=1,...,/"
mit _
(6.17) B > groh(4Dac”)

.nicht aueh schon fiie ein g, mehr als gh{4Dac’) Gleichungen, die alle
Bedingnngen des Lemmas (6.5) erfiillen, wobei r ans Bedingung {6.8)
fiir alle diese Gleichungen dasselbe sein soll, dann existierfe zu jedem
7> 0 eine unendliche gtark monotone Folge F (abhingig ven E,p, i)
von Zahlen acK, derart, daB fiir jedes r mit » 3= 1, » < s —¢ fir die Anzahl
I der Indizes ¢e{l, ..., 2"} mit

(6.18) B; = A;RC, fir A,,0,eD, N(O) =3
gilbe:
(6.19) ' T< k",
Inshesondere gélte dies fiir die folgendermafen definierten vy, ..., 7, : Hs
werde r, fest gewihls gemaB Lemma (6.25) (s 1), und & sel dera:ct
daB ryc=1t, rys= 7y -h7gy T3 1= TatToy cony ¥y i=Tg 1 TFy <8 397’1‘5‘70

" > 8—1% (dabei sei @ so groB, dal s, = 1).

Im folgenden sei @ ans der Folge F. Von den k" Gleichungen (6.16)
betrachten wir diejenigen %'’ {unter eventueller Ummmmerierung):

(6.20) AL, = Wi (F=1,...,K")

it der Elgenschaft fiir jedes ¢ = 1,..., 2" ist die Anzahl der Indizes
re{ry, ...y 7y } mit Bedingung (6.18) klemer als 278;. Dann wire

(6.21) knl ~ %h”,

denn es gibt A’ —A&” Gleichungen. (6.16), in weichen > 255, Indizes
te{ry, ..., 7, } mit (6.18) liegen; andererseits wire die Anzahl solcher
Indlzes r m ‘den (}lexchungen {6.16) gema.B (6.19) Kkleiner als nh 8,, somib
(B 1" )28, < nk"s,, also (6.21).

Nach dem Satz vou Siegel fiber dle Klassenzahl quadratischer Zahl-

Krper ([81]) it fox &> 0:

hia) > 9’14._8“’1[2_8'

 Somit, folgte aws (6.21) und (6.17):

(6.22) - : 'h”'> G150
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In dieser Situation ist das folgende Lemma anwendbar:
(6.23) LExmea, Bs lisgen vor die Gleichungen

itLy =W, B, (1t =1,..,n)

mit leZ, L;eB primitiv wad olle verschieden mit N{(L)) =m, W,, B;eD

mit N (W) =w, (w,p) =1, N(B;)) =p° n> gm,ﬂnm_"s

-

Gr, ML PT g (M, p) < gm'y  0<p1[2.

Dann gilt fir die Anzahl b der verschicdenen B;:
b > oo Mt

Das Lemma findet sich in [20], p. 166 (Lemma 1), im Spezialfall
einer ungeraden halben Determinante d. Der Beweis ohmne diese Ein-
gchrinkung geht analog. Ein einfacherer Zugang zu diesemn Lemma ist
kiirzlich in einem Spezialfall von Malyshev in [21], § 5, und [22] ange-
geben worden.

Fiir die Anzahl »* der verschiedenen B;«O in (6.20) folgt nun aus
(6.22) und Lemmsa (6.23) mit m = Dac’:

(6.24) A
Andererseits gilt folgendes

(6.28) Levwma, Set o gegeben mit 0< p<<1/2 und ?f<p < at

Sei b die Anzakl der primitiven beD mit N(B) =

= p® und der Figenschaft:
die Anzahl der Indizes re{ry, ..., v, } mit B = ARC‘, A, Ced, N(0} =
ist kleiner als 29s,. '

Dann existieren roeN, 9> 0, g > 0 mit
(6.26) - b < a0t R

Das Lemma findet sich in [20], p. 170, wiederum im Spezialfall
eines nngeraden d'. Der Beweis ohne diese Einschrankung geht analog.
.Das entscheidende Hilfsmittel beim Beweis sind Sitze iiber dags asymp-
totische Verhdltnis der Anzahlen der Hauptideale einer festen Norm in
einer Quaternionenordnung zur Anzahl der Ideale dieser Norm, tnter
zusétzlicher Forderung der (Rechts-) Teilbarkeit sdmtlicher Ideale durch
das Quaternion B und der (Links-) Teilbarkeit dureh ein Ideal einer vor-
gegebenen Norm. Diese Sétze werden zuriickgefiihrt auf Sitze tiber

asympbotische Glmchverteﬂung von Gitterpunkten auf 4-dimensionalen
Ellipsoiden.

Seien jetzt r;, 7, o gemial Lemma (6.25) gewahlt. Die in (6.20) auf- -

tretenden B, sind primitiv, weil die Z, primitiv sind. Wenn man nun
3¢ < wihlt, ergiiben (6.24) und (6.26) bei hinreichend grofem a einen
Widersprueh, der den Beweis von Lemma (6.5) abschiieft. '

icm
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7. Awusblick auf weitere Probleme. Die durch Bedingnng (2.2) ge-
kerinzeichneten Zahlen wmfassen die Spinorprimitivausnahmen (s. Be-
merkung (2.3)); die ersteren sind bei den meigten Betrachtungen ans-
geschlossen worden, es ist jeddeh offen, oh es (z. B, bei Lemma (3.7) und
gomié Lemma (5.1)) geniigh, letztere auszuschlieRen.

Wie schon in der Einleitung gesagh, ist die effektive Bestimmung
der Ausnahmen mit den hier verwendeten Methoden nicht moglieh.
Offen ist aunch diec Frage nach der Bestimmung hinreichend groBer Aus-
nahmen, welche Determinantenteiler nur in beschriinkter Potenz enthal-
ten. Die in der mir bekanntgewordenen Literatunr aufgefithniten Beispicle
weisen nur solehe hinreichend grollen Ansnahmen auf, die Quadrate
sind {[12], Table 1T, [36], p. 115). Dafll dies nicht nobwendig der Fall ist,
zeigh folgendes Beispiel:

f: (m;,wo, #y) = & 2t - 84171
und

Sl @y mg) == (2w1+m3)2+2w3+16 17}

liegen im selben Geschlecht; f; stellt 17w*, fitr Primzahlen w mil u =1
mod8 dar, f; jedoch nicht.

{Beweis. Die bindren Formen «} -64-17x3, (23, +2,)* +16-17x; gehdren
demselben. Geschlecht an, denn sie haben beide die Determinante 4-64-17
und die Aquivalenz in Z, und Z,, folgt aus

. . 8 : 6417
(2@, + &) +16 1725 = (1617 +1) |- 1) ‘ 1

- - Y
61741 TIear Lt

und 1617 +1 = 1> mod 16 und 16-17-+1 = 1* mod 17.
. Daher legen auch f, und f, im selben Geschlecht. Die Beha.uptmlg
iber f, ist offensichtlich, die fiber f, folgt indirekt so: Wire

{2, +a,) - 205 +16 1725 = 17v°

ganzzahlig losbar, so wire der g.g.T. (2, 2y, %) = 1, da « Primzahl ist
und f, offenbar 17 nicht darstellt. Setzt man v := 2, @y, 50 Ware v° -
+2z; =1 moed 8, somit » und #, ungerade. Setzt man 7 := u -4,
§ 1= U —4m,, 80 Wire r =& =5 mod 8 und

17rs == 17u’ —171623 = " +2x; und

letzteres weil ¢](@.,r,s) impliziert §jr—s = 81,, also tjwz, ferner t|v,
somit £|(®y, 05, 3,) = 1. Weil 7 = 5 mod 8, gibe e eine Primzahl p = —1
oder 5 mod 8, die in r in ungerader Potenz steclcte. Dann wire —2 qua-
dratischer Nichtrest mod p und ans o = —2¢; mod p folgte plm2 und
plv, somit pts (da pir, ple, vnd (@, r,s) = 1). Daher ware AN A
= 17rs gensu durch eine ungerade Potenz von p teilbar, was einen Wider-
spruch ergdbe.)

(-732: 1’,'8) =1,



78 M. Peters

Die in dieser Arbeit behandelte Frage nach der Darstellbarkeit von
Zahlen a dureh terndre gquadratisehe Pormen f besagh: wann gibt es
© pinen Gitterpunkt aaf dem Elipsoid f = ? Genauer kann man fragen
nach der Anzahl dieser Gitterpunkie. Die in Lemma (6.5) aufgefihrien
Abschiitznngen liefern in Verbindung mit den §§ 2-3 folgende Schranken
(in Verallgemeinerung von Ergebnissen von Linnik und Malyshev):

(7.1) g h{Da)< A*(a, B) < g" h(Da),

wenn aef*(#) und wenn o keine der durch Bedingung (2.2) gekennzeich-
neten Zahlen ist, und wenn die verallgemeinerfe Riemanngche Verm-
“tung als richtig vorausgesetzt wird. Dabei bezeichnen g, g’ positive
Konstanten, die nur von f abhéiingen.

Mit Methoden von Linnik und Malyshev lagsen sich die Ungleichun-
gen {7.1) (wieder mit den dortigen Ausnahmen und Ammahmen) sogar
zeigen fiir die Anzahl der Gifterpunkte in einem vorgegebemsn Winkel-
raum; die Konstanten g, 9" hingen dabei von f und diesem Winkelraum
ab. Ingbesondere heifit dies: in jedem Winkelraum weérden — unter
Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung — alle vom
Geschlecht darstellbaren Zahlen dargestellt, abgesehen von gewissen
Amwsnshmen, die in endlich vielen Qua.dxa.tklassen Liegen.

Ich vermute, daf der Hauptsatz (1.1) sich auf den Fall freier Gltter
in algsbraischen Zahlkdrpern verallgemeinern 1486, Der Inhalt der §§ 2-4
4Bt sich im wesentlichen iibertragen, die Methode von Linnik—Malyshev
jedoch micht ohmne weiteres — z.B. werden ja explizit reduzierte binire
quadratische Formen fiber Z konstruiert (5. § 6, Beweis von Lemma (6.5),
1. Sehritt).

" Zusatz bei der Korrektur (10.9.77): Die Ergebnisse von §2 sind inzwischen von
Herm R. Schulze-Pillot in ssiner Diplomarbeit Darstellung ven Zahlen durch Spinor-
geschlechier terndrer quadratischer Giiter (GOttingen 1977) verschirft worden.
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Introduction. It has often been noted (e.g., see [1], [4], [8])} that ib
is possible to arrange n consecutive integers info a sequence g0, ... 4,
which eontains no subsequence forming an increasing or decreasing 3-term
arithmetic progression {A.P.). In other words, if ¢; =¢, a4y =o+d, a;
= g--2d for some positive d, then either j = max{i, j, k} or j = min {Z, j, k}.
In this note we investigate several guestions related to this idea. For
example, we show that any doubly-infinite permutation ...a_sa_, 00,4, ..
of all the positive integers must contain sn inereasing or decreasing (i.e.,
monotone) 3-term A.P. as a subsequence. On the other hand, we con-
gtruet a doubly-infinite permutation of the positive infegers which con-
tains no monotnne 4-term AP

Permutanons of finite intervals. Let us denote by M (w,) the number
of permutations a4, ... a, of {1, 2,...,n} = [1, n] containing 20 mono-
tone 3-term A.P. To see that M (n) > 0 for alln s1mp1y noteif 4 =a,a, .
has no monotone 3 term A.P. then

. A= (24)(24-1) = (24)(25) ... (24,,) (20, 1) ... (20, —1)

also has no monotone 3-terra AP. (smee the first and lagt terms of a 3-term
A. P. must have the same parity!) Of course, if 4 is a permutation of
[1,m] then A’ is a permutation of [1,2m]. Finally, since no monctone
AP.Js are oreated by deleting entries of A4, the assertion M{n)>0 for
all n follows immediately. In fact, much more is true.

Fagr 1.

w C Hmzet for azl.

Proof. Az we have already noted, if A has no monotone 3-ferm
A.P., then neither do 24 and 24 —1. Thus, if 4 and A’ are 3-term AP.-
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