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1. Im Jahre 1969 bewies H. L. Montgoniery [12] neue Abschitzungen
fiir den Aunsdruck

N N0, T, ), o2k T>2,Q>1,
g<Q ymodg

wobei > die Summe iiber alle primitiven Charaktere z module g
xmody .

hezeichnet, und N (o, T, y) die Anzahl aller Nulistellen p der L-Funktion

L(s, g} = D) g(mn™%, & = o+il,
. n=]
im Bereich o< Reo< 1 und [Tme| < 7 ist.

Montgomery benutzte im wesentlichen gewisse' Mittelwertsatze fiir
Dirichletsche Polynome '

N
2 gm)ya,n5  m,eC,
=1

die er mit einer Methede von Haldsz bewies [11].
Er erhielt folgende Resultate:

(1) 3 3T N(o, T, x) < (@)~ (10gQT)"
gsQ ymodq
fir j<o<y,
(1.2) 53" Wio, T, 1) < (@O~ (log@Tye
<} zmodyg ’ .

fir $o<1.

In der vorliegenden Arbeit sollen diese Untersuchungen auf algebrai-
sche Zahlkiorper ibertragen werden.

Dabei folge ich im wesentlichen der Beweismethode von Monigo-
mery. Unter Benutzung eines Satzes won Bombieri ([13], Lemma 1.5)

-
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kann man bei der Herleitung der Mittelwertsitze fiir Dirichletsche Po-
Iynome auf die Methode von Hal4sz verzichten ([13], Chapter 8).

Im folgenden sei K ein algebraischer Zohlkoérper vom Grade » und
der Diskriminante d iiber dem Korper der rationalen Zahlen. Fiir ein
ganzes [deal a aus K bedeute Na seine Norm. Hs sei y ein Charakter
der engeren Idealklassengruppe modulo einem festen Ydeal g aus K.

Dic Heckesche Zetafunktion ist definiert fiir o = Res>1 durch

Exls, 1) = ) 2(@(F0)™5

wobei iiber alle ganzen Ideale ¢ aus K summiert wird.

N{a, T, y) bezeichne wie oben die Anzahl der Nullstellen p = -4y
von Cg(s,y) im Rechteck s < <1, pi<T. '

Es sollen Abschitzungen fiir den Ausdruck

ST N (e, T, 1),

Nq<@Q yxmodq

c=23,T>2

angegeben werden. Dabel wird iiber alle ganzen Ideale g aus I mit Ng < ¢
und alle primitiven Charaktere y der engeren Idealklassengruppe modualo g
summiert.

Man erhilt unter anderem die folgenden S#tze:

SaTz A. Hs seien @ =1, T=2 _freellé Zahlen. Dann gilt

{(a) im Bereich t < o<1-12n, n>2 '

3(1—5)

? l0g@T**} 7 (logQT)0;

2
S SN, T, < (@1
Ne<@Q 2mmlq
(b) im Bereich 1~1{2n< o<1, n=1
3{1—0)

NN (o, T, 1) <{QT(logQI)™} *7 (logQT)

i

Ng<Q zmodq
mit '
On 41 n+2 2 1 (n+1l)o—n
<b = “ho X
3 5 T3 (1 n) a oS
. 4o+ — —2—20%
fnl .
oder
. Comts 2, 3(1—0)
SUN(o, T, )< T 7 ® (@I (logQT)"} 7 (logQT)™
Na<Q xmodq ' )
o mit
a1 1 2—)m—B+6otn=) _nm 5 1
5Ty TS fo—3 Sgtgtay "2
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und
1 1 n44 2 1
E——Eé_#————gﬁ——b\i-——g, n>=2.

3
Sarz B. Bs seien Q=1, T2 reelle Zahlen. Dann gilt im Bereich
(o<, n2 Lt
HIw0)

3 3T N(e, T, < (@I 7 (logQTy,
Aq<Q ymodq
wobel
4{o+1)  3n—o(Bn—2)+T )
20—1 ' ¢ I

¢ = III&X{

Alle ouftretenden <-Konstanten hingen nur vom Horper K ab.
M. N. Huxley [4] verstfentlichte 1971 Abschatzungen fiir den Term

N(g) L .
2N NY Nt 2 =1t
Nos@ @(q) 2mod g (U ' ,;, x), e

N'(c+it, A, x) ist dabei die Anzahl der Nullstellen g = §-+#y der Hecke-
schen Zetafunktion mit dem GréBencharakter A im Bereich o<1,
ity <t ' '

Die Resultate der vorliegenden Arbeit lassen sich nicht unmittelbar
mit den Ergebnissen von Huxley vergleichen, denn es werden hier griBere
Nuallstellenbereiche betrachtet. Summiert man jedoch bei Huxley iiber
die Nullstellenbereiche, dann ergibt sich z.B. die Abschatzung:

5 = 31—o0)

ST N o, 7, ) <T@ T 7 (0gQT
N‘c;—gé) @(Q) ¥modq . ’ ’

Die aufiretende <-Konstante hingt nur vom Kérper K ab.

Diese Arbeit wurde vom Fachbereich Mathematik der Philipps-
Universitit Marburg als Dissertation angenommen. Herrn Prof. Dr.
W. Schaal, der dieses Thema anregte, danke ich fiir seine vielseitige
Unterstittzung.

9. Zunéchst sollen, der Arbeit von Montgomery [11] folgend, Mittel-
wertgitze fir Dirichletsche Polynome in algebraischen Zahlkérpern be-
wiesen werden.

Es sei G die engere Idealklassengruppe modulo g der Ordnung (q}
und g einer der i(q) Charaktere der abelschen Gruppe G- Man betrachtet
Polynome ' : ‘

Ps, 1) = e(a) z(a)(Na)™

1 NassN -
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wobei die Koeffizienten ¢{a) beliebige komplexe Zahlen sind, und s = o+t
eine komplexe Variable ist.
Es werden Ausdriicke der Form -

RZ
(2.1 33T M Pl

No=Q ymedq =1

abgeschitzt. Dabei wird iiber alle ganzen Ideale g aus K mit Nq<<@
und alle primifiven Charalktere 3 der engeren Idealklassengruppe modulo g
summiert. Die innere Summation wird in Satz 2.1 angegeben.

In diesem und den folgenden Paragraphen héngen alle auftretenden
«-Konstanten nur vom Korper K ab.

Lmymwa 2.1. Fiy jeden primitiven Charakter v der engeren Idealklassen-
gruppe modulo q und fir o< -1 gilé:

: .

2

d : .
Lelotit, 1) < {WNC" (3(L—a) (It +1))“}

Beweis. Fiir ¢ = Res < —1 folgt nach ([8}, Satz LXVI):

1 ki
n EWI

.;. . a %—-0 —

txlo, 1) = ell—(1=9), ) < (G T @0F T ITa—sre
Ferner erhélt man nach ([14], Anhang, Satz 6.1) wegen Re(l—s) > 2:
(2.2) L1 —8)| € |edsNosl—s) gl
Fitr [#] <1 ergibt sich

ig
I —s)| < {2(1—0)]

Fiir £ 1 gilb

{1—a)—1it

Tog(1—s) = log{ —it)+ f -
. 4

—il
=1ogt—»§f;+1 mit || <log3(1— o).

Somit folgt mit (2.2):
IT—s)| < 8{L—)tf "o 2"
Analog erhilt man fiir ¢ < —1:

i
o =
2

T(1—s)| € BL—o)(—t) & .

icm
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Iovwa 2.2, FEs sei
Pls, z) = c{o) (o) (Na)™5,

i< NagNV
wobet x ein belighiger Charalder modulo g dst. Wt sei eine endliche Menge
gon Tripeln {q, z,8) == (q, xmod g, 8) und o eine belichige reclle Zahl.
Dann gilt:

(2.3) 1P (s, 2)I®

(q,z9)edht

<{ D w@F(@)? @) max 3

1< No v (08B (g 27 o)t

B (848" =2, T2,

wobei ‘
H(s, z) = > a)z(a){FNe)™

Dabei sind dic reellen Zaklen 1(a) = 0 so zu wihlen, dof

2 l(ﬂ.) (Na}mz—?.a
. T _ .
fiir alle (q, %, o+it) e M Tonvergiert und Ha) > 0 fir cla) # 0 78t 7y 18t
ein Charalter modulo
-
fa- 9] (@)
Beweis. Lemma 2.2 ist eine unmittelbare Anwendung eines Satzes

von Bombieri. Man setze dazu in ([13], Lemma 1.5):

& = {(Fa)—e(@){l(e) 7}, o) = 0 fir Na> X,

or = {{H{0)] "7 (@) (Ne)*~7}.

Mit Hilfe von Lemma 2.2 lassen sich Abschétzangen fiiv den Aus-
druck (2.1) beweisen. Dabei sind die reellen Zahlen I(a) in (2.3) geeignet
zu wihlen.

Ty soll zundchst eine wichtige Abschitzung fiir K (s, ) angegeben
werden, die beim Beweis des spiteren Hauptsatzes 2.1 wesentlich benutzt
wird. _ :
TEuMA 2.3. Hs sei y ein Charakter der engerven Idealllossengruppe
modulo q. ' '

Ferner sei 8 = o-+it, 020,

wobel

(o
W) =¢ N —e ¥ mit r=1ogh
und
(2m)"

Na(lt+1)* < (67) "N (log )~
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Dann gilt:
iK{g: X)| <1 -I«e(x)Ng-ltl(logN)—‘lJ
twobei

1, falls y Hauptcharakier modulo q,

&(x) =
x O,  sonst.

Beweis. 1) Fir v =log¥ < 1 folgt die Behauptung wegen

< Zl(a) €1

2) Fiir ¢ = 2 erhélt man

Z Na) g
a
3) By sel nun 0< o< 2, r>6; dann gilt nach ([14], Anhang,
Lemma 3.2):
2-+foo w . (2N)w _N’w
E(s, z) = ?;K(s+w,x)1’(— +1)——~—dw.
Ty i ‘ ¥ b

By wird der Residuensatz auf das Integral und das Rechteck B mit den
Ecken 2447, --#/2-+iT angewendet.
Die Integrale tiber die Horizontalstiicke streben fiir T oo gegen 0.
Der Integrand ist in R regulir bis anf einen Pol erstér Ordnung
bei w =1-—¢ mit dem Reblduum :

Oq) | (1—s )
I o
) ( r '1)

" falls y Hauptcharakter modnlo q ist.
Somit ergibt sich

|2y — i

< ] 1—s !

(2.4)  [H(s, 1)l
) 1—¢ —r {24400 w w
< e(x)z\r‘r( ){+ CK(S+w,x)P(3’- +1) [
—rf2—ica r w

‘Mit [5], Satz 229, folgt .
'I’(l —s )
. Iy
EM.

T3 +iu)| <e *

—[#{log Ny—1

“und

icm
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Es sel jetzt y ein beliebiger Charakter mod g, g, der Fiihrer von y und
der zugehdrige primitive Charakter mod g,. Sel g = q;'q.; dann folgt
mit Lemma 2.1 fiiv ¢ = Res < —1:

= n (1 — 7 {P) (].VTD)"S) Lr(8, 1)

Plag

Lxlsy )

’
<o Nop L - (1)

Nach diesen Vorbereitungen 18t sich das Integral I in (2.4) folgender-
mafen absehitzen:

i -r I
PR
i <{(2 )" 'NCI(?’(I_O'“%“T/Q))?T'}- ‘N *x
S 'n.(l—wo EJ _lu 4 |—1
x J (L4 +1y *  ¥e 7 —2—-1-?:1& du
—% o
Y A (e
€ \——— Nq[3(1 — o +7/2) N 2 (1 1)} .
(@ Yol Rl 2
2l oyTog 8
% f “ﬂ{i_ +i T du

a4 3 1L g3 lq
< 1(2 72 Ng(6n) r™([b[+1)" f

Levwma 2.4, s seien a und b beliebige reelle Zahlen. R bezeichne eine
-endliche Menge von Tripeln (q, %, S,), 8, = 0,+1t,, wobel y primitive
Charaltere der engeren Ideolllassengruppen modulo q, Ng< @, sind. Ferner
set

oza, bt <b+l

fir alle (q, %, 8
Dann gill:

PG G )

NG Na2N

)ES]R

le(a)|2(Na) ™

NgNesaN

< (Q*+X)

Q%
(0,8, 610

Beweis. Zundchet folgt nach [3], Theorem 1:

fu(a)[%

N<Na<2N

¥ .
"IN wlazef <@+
No<<@ zmodqg N<NosAN .
%
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wobei die Koeffizienten w(a) -beliehige komplexe Zahlen gind. Die Be-

bauptung von Lemma 2.4 ergibt sich hieraus durch partielle Summation.
Man kann o.B.d.A. 0< ¢, <1 annehmen. Andernfalls ersetze man die
Koeffizienten e¢(a) durch e{a)}{Na)™™.

Nach diesen Vorbereitungen kann jetzt einer del Hauptsitze dieses
Kapitels formuliert und bewiesen werden.

Fir den Koérper der rationalen Zahlen wurde der entsprechende
Batz von Montgomery in [11] hergeleitet.

Sarz 2.1. Fir jeden primitiven Charakter y der engeren Idealklassen-
gruppen module q, Nq < @, sei B, eine natirliche Zahl. Ferner seien

S0 = Ogptibyg

Jiir 1< 1< R, komplexe Zahlen mit
6 .= mi]l Itx’f—‘"’ 1,7(3% > 0
a,x.5 2k _

Man setze
T:=14maxt —mint, 5, 0,:= Mino,,.
a1 %0 AN
Dann gilt:
Rx

DA

No) xmodgi=1 1<NaSN

e{a) z{a) (Nay ™54

ar r
< {Q*T (log Ny Q" "N P(log N)* 4N} {1+ 6~ log N}log N x

Ye % ~20
XK:\:‘L‘ (@)} (Na)™*,
woebel 1 <{r < n cine reelle Zahl ist.
Beweis. Man unterteile das Intervall [1, ¥] in < logN Tellmte1-
valle der Form [, 2m] und setze e(q) = 0 fiir Na > ¥. Hs geniigt dann
Zu zeigen:

£
Si= D 2,
s
No<s@ ymodql=1 M Nago ]
ar

< {Q*T logM)sn—!—Q” ™

By
2

e(a) x(a) (Na)~*xt

T (logM)a’” + M1+ 67 log M} x
x

M Neg2 M

le(o)* (Na)~2,

Wendet man Lemma 2.2 an mit
a=uay, N=2MN,.

_ (ﬂg}_l@gi\f (V ) log ¥
3, g

la}=¢ —e

icm
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und
, ela) =0 fir I1gNag M,
dann folgt
8< Y le@P(Va)x
' NM=Na=2 M
By .
(i _ ’
X Imax Z E E (8, + 8y 0 — 200, 72)1,
9% No=gymoda F=1
wobei
= D Hag(@)(Na)™
14
1. Fall: :
2 1
o < ! ;) (65)"2.M (log 2. ) 3%,

K (5,1+8,0— 20, 7x') 180t sich mit Hilfée von Lemma

Man erhélt

2.3 abschétzen.

"\ M= Vo =ty alitog22n !

E (48,0 — 20y, Tr) <€ 1+e(xy

und folglich

ki,

< 3 p@p@ae] 33" M1+
ML Na<e M Ng<@ xmodqI=1

Ry

+max * Es(yx')lkfe*

fs,,,l,_tx,ﬂ(iogmz)ml} .
anl Ne=Q ¢ moedq =1

% und y' sind primitive Charaktere modq bzw. q'. Man kann y, »' nach
dem Modul qq’ erkliren.

Talls q = ' und y = y' gilt, dann ist 7y" Hauptcharakter mod g-g".
Sei umgekehrt yx{a) = x'(a) fir alle (a,qq") =1. Die primitiven "
Charaktere ymodq und yx modq  liefern dann denselben Charakter
mod qq’. Da jedoch jeder Charakter mod w primitiver Charakter modulo
genau eines Teilers von w ist, folgt q = ¢ und x = ¥

s gilt also e(§y’) = 1 genau dann, wenn yz = x' ist. Somit ergibt
gich

B,
- L
< 3 ompam (S 3 S
M Na<a M : Nnsf) ymod g l=1
RI
+M max e““xal"‘r’l‘(lc'gw)"l}. :
Tl P
Bs el t,; <tpp<.-o <lugj dann folgt nach [7] und [2] unter Bertick-
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sichtigung von
By < 67 by m,~ t,) 1K T(L467Y:
RZ
* 2 -
P 21 < QPT(L+67Y.
Ng=Q ymod ql=1

Fiir B, > 1 gilt:

R, 1 &y

n—F - ~1
Z e lbg ity ltog 23 T Z g~ Vbt 11(log 2 ) 4 Z
It=1 T |

P41

P £,1(log2a)—1 i

Dig letzten beiden Summen lassen sich wie folgt abschitzen:

H -1 1 by 1
il g — a1 —(E yem -1

5’ g=itt —tgalioge =t 4 4 ; 7 gy 1oz 200~ gy

=y . = twiel T hal

£ 14-6""logd.

2l

Ebenso erhalt man: -
RZ
o~ iyt~ oz 2 M)~ < '5'£10gM.
I=I+1 .
Iusgeﬂmt erglbt gich mehlieBlich im 1. Fall:

§ €@THI)(A+070gM) Y ol (Fa) .

A<Na<2iL
2. Fall:
2P (2:;)n (6n) "2 (log2M) %" < Q2T
Man setze |
(HA+L)" = (@r)” (Gﬂ-)"‘2M(10g2M)_“3"Q‘2;

dann folgt _ .
IS HST-1<T.

Man unterteile das Intervall I = (mmt o1 Maxt, ) in < TH™' Teilin-
tervalle der Linge < H. ' '

Wegen

(65) 2 M (log 2.M)~"

2 o _ (2m)"
Q*(H-+1) =3

iom

-1

Tiber Nullstellen der Heckeschen Zetafunkiionen 17
kann man Fall 1 anf jedes der Teilintervalle anwenden und erhilt

T a — 3 @
8 € (PHAM(A+6 Tog) N le(a)* (M)~

M Na2 A

" (log M)*")(1+ 6™ log M) le(a) *(Na) =™,

ML Nea M

2p
<@ T+Q T

wobel 1< r < n eine beliebige reelle Zahl ist.
3. Fall:

9 [ .
2 > L%L(sn)—ﬂzM(logzM)—w.

Man unterteile das Intervall I = (mint,,, maxt,,) in € Tp~" Teilinter-
valle I, der Linge

< ¢ = min(l, 8/2).

TFiir jeden primifiven Charakter y modg liegt bel festem g wegen
6 = l‘ni]l Itx.j_tx,kl
LR AL

in jedem Teilintervall I, hochstens ein ¢,; und auBerdem existiert wegen
o< 1 eine Zahl b mit

b Q tx,lé b+1 fﬁl‘ 3:116 t}:,ZEIIZ'

By gilt:
ot € 1467
Nach Lemma 2.4 folgt somit

8 < Q*T(log My"(1+ 67 le(a)|*(Na)~2%.

M<No<2M

Mit Hilfe von Lemma 2.2 lassen sich auch andere Abschitzungen Ifir
Ausdriicke der Form (2.1) beweisen. Sie liefern obere Schranken fir die
Anzahl der Tripel (q, x, ¢), fir die
e(a)z(a)(Na)™*| = V
15 NagN :

gilt.

Zum Beweis der Hauptsitze bendtigt man die folgenden Lemmata.

Liemma 2.5, Bs sei y ein Charakier der engeren Idealklassengruppe
modulo o, der nicht der Hauptcharakier ist. '

Dann gilt:

Ex(Lit, 7) < log{Na(ll+2)}.
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich dureh partielle Summation

unter Benutzung eines von Landau {9] auf Zahlkorper vemllgememer—
ten Lemmas von Pdlya—Vinogradov.

LeMma 2.6, Es sei y ein Charakler der engeren Idmlklassmgmppe
module q und § = o-+-it eine komplewe Zahl,

Dann gilt im Btreifen 0oL 2:

S, ) (3 =11 € (NqPP (1) - 1)+ Wlog {Nq(lt] +2)},

wobel
1, falls ¥y = x, Hauplcharakter mod q,
el = 0, sonsi.
Beweis. Die Funktion Igx(s, ¢)(s—1)™ ist im Streifen 0 < o <2

reguldr wnd auf der Geraden ¢ = 2 gilt:

_ Lr(s, 1) (s —1)™ & (J#] 1),
Es sei zuniichst y = y,; dann erhilt man fir ¢ = 0 unter Benutzung
der Funktionalgleichung fir (s} und ([6], 34.):
Lelit o) <€ (Nq)™2 H"Rlog (14 +2).
Falls y 5= y, ist, dann verfihrt man Wle im Beweis zu Lemma 2.3. Bs
er glbt. gich mit Lemma 2.5:
Lxlity x) < (Na)™ ([t +1)"log {Nq(lt| +2)}.
Sehlieflich gilt im Streifen 0 Ko< 2

LS, 7)(s —1)%9) < o0,

wobei ¢, ¢; von.? tnd ¢ unabhingige positive Konstanten sing.
Nach einem Safz von Phragmén-Lindeldf ([14], Anhang, Satz 7.2)
folgt die Behauptung.
Levmas 2.7. Bs sei y ein Charakier der engeren Idealklassengruppe

modulo q und 8 = o+, 0> 0, eine komplexe Zakl
Dann gilt:

8 = ZguNnm Na)~®

< {Ng(lt]+1) 21 log (N q([H +2)} + e{y) Ne~'F.
Beweis. 1) Fir a>2 folgt 8, <€ 1.
2) Bs sel 0 o< 2; dann gilt zunichst:
24100

1 .
{g(s+w, %)

1 _ e
2—do0

W
oo I{w) N¥dw.

icm

Uber Nullstellen der Heckeschen Zetafunktionen 17%

a) Falls <1, i<o

<2, ¥ =y, dann folgt nach dem Residn-
ensatez '

8, < Ne'f,

by Andernfalls wende man den Residuensatz auf das Rechteck B
mit den Heken 2 44T und 44T an. Man dndere den geradlinigen Inte-
grationsweg von T bis —iT ab durch einen kleinen Halbkreis um w = 0
und, falls Res =1 und y = y,, durch einen kleinen Halbkreis um die:
Singularitéit bei w = 18 und lasse deren Radien gegen Null streben.

Der Integrand &y (s, x) I'{w)NY ist in B reguldr bis auf einfache-
Pole bei w = 0 und, falls y Hauptcharakter 1nodq ist, bel w =1—&
mit den Residuen :

< ilx (5, %)|

und

< "%2_; NI'(1—s)] € Ne

Man erhalt mit Lemima 2.6:
8, < (Nq)(itl +1y"log {Nq(lt]| +2)} +e(x) Ne ™" +

(NP [ (Il 1 log (N ([t +ul +2)} T (u)ldu-

< (Nq)”"(|tl+1 "2Jog {Nq(}t| +2)} +&(x) Ne™
TEMMA 2.8. Fs sei {gls) die Dedekindsche Zetafunklion und
m{a, T) = max |{x(s)],
[.2=T: 3

<7
[s—1=1

§ = o1t

Dann gilt:
Na Num

ST

a

)(Na)—zt N'm (7.’ 20t +N6—1i|’

wobel 0L v <51 eine beliebige reelle Zahl ist.
Beweis. Zundchst gilt:

Na Na Fim

—_e 1
N Ty~ —
; (e — )(l\u) o

a 2—100

£ (0 ++8) T(w){(2N ) — ) dao -
Die Behauptung ergibt sich, wenn man den Residuensatz auf das Recht-

eck mit den Ecken 24T und r447 anwendet.
Nach diesen Vorbereitungen lassen sich jetzt die von Montge)mery

" in [13], Chapter 8, fiir den Korper der rationalen Zahlen bewiesenen

Qatze unmittelbar auf Zahlkorper iibertragen.
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Barz 2.2. Hs sei M eine endliche Menge von Tripeln (q, x,s) =
{q, x mod q, 8), wobei y primitive Charaktere der engeren Idealklassengruppen
modulo q, Nq< @, sind. || bezeichne die Ancohl der Elemente von M.
Ferner sei
min o,  § =o+if,
(0, 2,8)eD

8> 0 filr verschiedene Tripel (g, x, o +it) wnd (q, x, ¢’ +it)

gy =

und H—1| =
aus T

Schlieflich seien Ty, T = 2 reelle Zahlen mit der Bigenschaft

Ty <t Ty +T
filr alle Tripel (q, ¢, o +f) em
Dann gilt:

8y = ¢(a) () (Na)~)"

(1,25 I<Na<N

< {1+ 3N+ RIQT™0gQT} ' Je(a)*(Na) ™,

1L Na= N

Beweis. Man wende Lemma 2.2 an mit

a =0, Ua) = e T,
Es folgt‘
< ol (Na)~4) max K (3+5"~2a0, T2 )1,
(9,283 (7, 5775t

wobel

= e y(@)(Na)~.

Verfdhrt man wie im Bewels zn Satz 2.1, dann ergibt sich mit Lemma 2.7
die Behauptung.

KororLARr. Die Voraussetzungen von Sate 2.2 seien erfillt; dann gili:
8 € L+ 6@ I logQT +N) D' fe(@)f(Na)~>o.

1NV

Kis, x)

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2.2 wegen
1M <€ QT (1+87).

Sarz 2.3. Es sei M eine endliche Menge von komplewen Zahlen s =
o +it; || bezeichne die Anzahl der Elemente von . Ferner sei
= min o .
’ geflt
und f—t{=0>0 fwr versehiedene Hlemente s = a—i—fat und & = g’ -4t
aus M.
Schlwﬁhch seien Ty, T = 2 reelle Zahlen mit der Bigenschafi

To<t<<Ty+T
Fiir alle 8 = o414t aus V.

icm

(3.1)

Uber Nullstellen der Heokeschen Zelafundtionen 131

Dann gilt:
o(a)(Na)~f

geMM NNV

N+ +HDMT (4} D) Jela)*(Fay=*,
NgNaa N
wobei _
wmia, T) = max [{x(8)] wnd O0<<r<1.
=y
[Egal =2} .
Beweis. Man selze . -
I(a) —_ nguﬂN_emNa[N;

dann ergibt sich die Behauptung mit Lemmsa
tieller Summation.

2.2, Lemma 2.8 nnd par-

3. I sollen in diesem Paragraphen erste Anwendungen der Satze 2.2
und 2.3 angegeben werden,

Die Resultate werden spiter benutzt, um Absehitzungen fiir die
Anzahl der Nullstellen der Heckeschen Zetafunktionen in gewissen Berei-
chen zu beweisen.

Qarz 3.1. Hs seien die Voraussetzungen von Satz 2.2 erfillt. Auflerdem
set V eine reelle Zahl mit

V> AQTVlogQT 3 le(a)(Ha)™,
1 NasN

wobei A eine geniigend grofe, nur vom Kirper K abhidngige Konstanis ist.
Es sei ferner

| Y e@r@@ =V
1l Nos N .
Fiir alle Tripel (q, ¢, 2) <DL
Dann ¢ilt: ' '

W < (L +8HFV Y jol@)l (N,

1ENaN

(3.2)
Beweis., Aus Satz 2.2 erhilt man zundchst

PHIR < {(L+ 6NN +TQI™ logQT} Y lea)P(Fa)™™0

1< NN
und somit

o187 T + QT ™log@T) Y le(a)(Fa) >,

T NaeN

VI <

6 — Acta Arithmefica XXXI1,2
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wobei ¢ eine nur vom Kdirper K abhingige Konstante ist. Man wille
A 2 2e; dann folgt wegen. {3.1):

VIR <o(L-- 8N D le(a)l(Na)y =+ 3 V7 |0].

1< Na<sN

Unter Verwendung von Satz 2.3 kann man ebenfalls die Abschitzung
(3.2) beweisen. Hierbei lautet die zusdtzliche Voraussetzung

le{a)* (Fa)~>",
NaNo<aN

(3.3 V2= BN "m(r, 47)
wobel B eine hinrveichend grofe, nur vom Kérper I abhingige Kon-
stante ist.

Fiir den Koérper der rationalen Zahlen wurde mit den enfqprechen—
den Resultaten die Abschitzung (1.2) von Monfgomery in [12] herge-
leitet. ‘

4, In diesem Paragraphen wird eine Abschitzung fir den Ausdruck

Rx
§8:= 2 Z*' Z %3+t 2]

No<@ ymodq  I=1

Dewiesen. Man bendtigh dazu die approximative Funktionalgleichung
fiir die Heckesche Zetafunktion; die Huxley in [3] beweist.

SATZ 4.1. Fs seien @ =1, T 22 reelle Zahlen. Fiir jeden p#ﬁimﬁdwn
Charakter i der engerem Idealllassengruppen modulo q, Nq<<Q, seien §,;

t=1,..., B, reelle Zahlen mit der Higenschof
—r<i, ;< tm < . tx,Rx < T,
S wobei b2 6> 0 firl=1,..., R,~1

Dann gils;
8 < @*T™(1 4 6™ 1ogQT) (log@T)*"".

. Beweis. Hy gilt folgende Ungleiehﬁng, die aus der approximativen
Funktionalgleichung fiir die Heckesche Zetafunktion folgt ([37; 3.1):

Dia)x(a) [Na\l®

Nase X'
v D(a)F(a) Na
Z ( Na).l]ﬂ —itz,l C )

NaoeF

(41)  12h(d ity )] < 6 -

+6 |

|6 (% —it, )" -

4
+6 ML,

il

icm
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wobel I,, I,, I, und I, gewisse Integrale bezeichnen. Die GréSen e(u),
¢ (w) und @(u) werden bei Huxley definiert nnd hier tibernommen, Do)

bezeichnet die Teilerfunktion. Ferner sind X und ¥ reelle Zahlen mit
der Eigenschalt

(4.2)

T

XI’ — d2(Nq}2 ( itzx,ll )1-?;.

Die Integrale I, © =1, ..., 4, lassen sich nach Husley ([8]; 2.48, 2.49,
2.50) wie folgt absehitzen:

]Izl < _N'q_X“UE Itz,ﬂ—ﬂhllog Y fu_'L‘ Itx,ll ; tDS
Tl <€ NqX~Plog(¥ +2) fir ) <ty
wobel t, = 4n+2 igt.

1. Fall: Man fasse alle Tripel (g, x, 1) zusammen, fir die | <?,
gilt.
By sei (Ng<

< X << 2(Ng)?%; dann folgt wegen (4.2):

1 !t zl n to an
— g2 <Y< aY—] .
2 ( o ) ST 27\:)

Man erhdlt also ans (4.1):

. . Nalpe
b ity 2) D{e) pfa) (Ve -Sso S+
) Na<eX
+| 2, D (a)(Nar””“”c( ) ikl
Nage? -
Hieraus folgt dureh Integration mach X:
ol W Na
1S (E it 2] < (Nq)™ > a)(Na)‘”z‘“‘ﬂc(x) dX +
(NP Na<ax

+f"]

Man fasge die Ideale q mit ¢ < Ng< 2¢ zusammen und summiere iiber
die Tripel (g, i, I).

D@zl )(Na)’””“”""(gfg) 1 FE—dt I ax+1.

NaeF
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B ergibt sich

v, E
2 2 2 1853+, )]

g<Ng<?g ymodg I=1

itx,ﬂ<50
2] R
8g= x 2
T >‘1 _apeit, (NG
-2 D Q) Fa)~ e )| X +
<t [ 3 D71 D) D@ | ax-
g‘_) g Ng<2g - x =1 | Na=eX
It 1<%
of 10120
d(':z?) N Ty - : Na\ 2
; Do) 7(a) (Na) iy —
PT3S]S o
et g Na<2g b4 =1 | Na<<e¥
1o tl<tg

X 63 —it, ) AT +
+ g2, (14671, _
Es wird jetzt Satz 2.1 mit r = » auf die beiden ersten Summanden an-
. gewendet. :

Bei der Abschitzung des zweiten Summanden verfahre man wie
Huxley ([3]; 3.4, 3.5, 3.8). BEs ergibt sich

By
1 * 4 .
D7 ek ity 2
gsNy<2g gmodq =1
8g?

<q f (X} (1 + 6 logeX) (logeX )" +3dX -

¢
2
afUyin
& (27:

+ f (@ +T)(1+ 6" logeY) (loge VY3 d ¥ 4 g2, (1 4- 57"

. o1 .
< ¢*(1+ 67 og 2q) (log2q)*"+5.
Summiert man iiber Intervalle“der Form
2Mm-IQ _g; Nq.‘<‘ 2—-171@’
dann folgt: : :
8 < Q1+ 67"log@)(log@)***3.

2. Pall: Man betrachte jetzt die Tripel (g, ¢, 1), fir die £, << [t < T
gilt, und fasse diejenigen mit der Eigenschaft

g Na<2g, 2Ty, |20,
zusammen. Man wihle

m=0;

" i
v (5 < x oo (B2

¢ 1

icm
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dann folgt wegen (4.2):

1 ViR T A"
== 2|1
5 (zn)ﬁl?gd(n).

Die Behauptung von 8atz 4.1 erhélt man mit den gleichen Uherlegungen
wie im 1. Fall

5. Es soll jetzt der Ausdruck
A= 3 3"N(e,T,y),

N6 zmodq

abgeschiitzt werden. Dazu mul man zunichst Betrachiungen durch-
fithren, die ey ermdglichen, die Mittelwertsditze fiir Dirichletsche Polynome
aus Paragraph 2 auf dieses Problem.anzuwenden. Fiir den Kérper der
rationalen Zahlen findet man die entsprechenden Uberlegungen bei Mont-
gomery in [12] und [13]

By celen X, Y reelle Parameter, deren Werte spiter angegeben wer-
den, nnd es gelte

o234, IT>22

2< X <Y < QD)5

wohel B =g 6n eine positive Konstante ist.
Man sebtze
hoo Mis,p = ) p)z(@)(Na)”
NogX
und.
: Flsy o) = Lls, )M (s, )3
dann folgt:
fls, 0 =1+ D' sla)z(a)(Na)™, .
: Nox»X )
wobei die Koetfizienten ¢(a) reell sind und [e(a)] < D(u) gilt. Bssei § < o<1
und g = f+iy, o< f <1, eine Nullstelle von {x(s, x); dann ergibt sieh

241e0
‘ 1 —
e Ec(a)x(a)(Na)‘“ﬁ“m’Y T 2md f Jle+w, ¥ Tw)dw. -
Na=X 2—{oo

Man wende den Residuensatz auf das Rechteck mit den Ecken 2147
und }—p+4T an. Hs folgh

T N 0, —Na/T
(51) o +N%xc(a.)x(a)(_lva> o

@
= g(x} N((?])) ag M1, x) y-erd -+
o 51* [ G-ty riv, ) PTG = p v du,
™ A L S



136 J. Hinz

wobei £(y) in Lemma 2.6 definfert und ay das Residuam der Dedekind-

schen Zetafunktion {(s) ist
Zmnichst soll der ,e(x)?-Term abgeschitzt werden.

 Talls |y| = (log@T)? und &(y) =1, dann gilt:
P .
s(x)—(glaKM(l,x) Tie(l—p) =o0(1) fir Y-—soo.
N{q)

Die Abschitzung
N(§ T, 2) <€ TlogT

von Landau ([7]; Satz 171} zeigt, dafl die Zetafunktion {x(s) < (log@QT)3
Nullstellen ¢ = g+iy mit jyl << (log@d)? besitzt.

{5.2) Der ,¢(z)-Term in (5.1) ist also o(1) mit Ausnahme von
< (logQT)® Nullstellen.
Es gilt:
D el z(a)(¥a o — D olax (o) (N~ eI L o(1).
No»X X<NasP?

Ferner kann man das Inbtegral in (5.1) auf

(opQT)?
1
e L
2= eSt i
—Hlog QT
beschranken mit einem Fehlerglied von o(1).
Man erhilt also

by i, g) M (3 iy Hiu, g) YR — B du) du

i+ 3 e(a)z(a)(Ha) e VY
X< Nog 72
1 Hloz Q7Y ‘ .
== f F(& iy tin, ) TP (1 B+ iu) du+o(L).
T jgereri '
Daraus folgt fir ¥ = ¥, entweder
(5.3) | 3 claza)¥ayr ﬂe-N“fYL>&
. F<Nag P2
oder
o QT
(5:4) | f F(E+iy +iu, ) YH-FH0 P ,6—|—1/w)du\ 2y
—~HlogQTY

oder beide = 1.

Man definiere die folgende Teilmenge der betrachteten Nullstellen:
(6.5) i={e =F+iy, =0 WIST; Iyi—yil > 2(logQT)?, falls
01 = _ﬁl +1y 0z = Pp+iy, Nullstellen ;derselben {x-Funktion sinc‘i}:’".

icm
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== IR} bezeichne die Anzahl der Elemente von K. Nach [1], Lemma 5,
oder [4], Lemima 1, gilt fir jeden primitiven Charakter y der engeren
Tdealklagsengruppe modulo g, Ng< @:

NG, i+, 0 —N{d, t, p) < IOS'{Q(M +1)}-
Beriicksichtigt man auflerdem (5.2) und (5.5), dann ergibt sich:
4 < (R+1)(logQT)>.

SchlieBlich bezeichne man mit R, und R, die Menge der Nullstellen in
R, fir die (5.3) bzw. (5.4) gilt, und es sel By = |Ny] bzw. By = |R,). Wegen
R << B +R, folgt

(5.8) A < (B +R, +1)(1ogQT)>

Sarz 5.1, Bs seten Q= 1, T2 reelle Zahlen. Dann gill
(a) im Bereich 1/2 < o< 1--1/2n, n =2
(2 -9
A < {Q T‘”‘ (IogQT 3"} =7 {log @I,
{b) im Bereich 1—1/2% Lo, vzl
n42 2 -“:‘!__E . 3—a) u')
TT TR {Q2T5 logQT ?m}

4 @TT 3 logQT)“

Die reellen Zohlen o und b unterliegen den Bedingungen

1<a<<hb<n
und fliir n =2 .
3b6(1l—0¢ n 2 2a 2
o ( ) +

- F2a—dao—— o =g T3 3 " )

Es ergeben sich 2.B. dic folgenden Abschatzungm im Bereich1—1/2n < o< 1t _
3(14-0) ’

A < {7 logQT):’”} 3% (log@T)*°

mit
2 1 w+lle—#
2ptsler = %:2 +§(1“")m(“j;l'—”<ﬂ= n>1;
3 "opg L2202
"
ntd 3 2 3i—o)
A<T? {QZT” (log@TP?} ¥ (logQT)™
mit
n L1 ., (2—0){n— 5-{-60’—}«%”‘1) » _Fl 1 52
373t S0 = Bo—3 + BT
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ungd

}_.__<—._ww%+4 i—b”gl——, w3,

2 n 3 3n 7 .

Beweis. s existiert eine Zahl U, X € U< Y%, so dafl gili:
1
Nar—e ~Na117|>
l 2 ofa)i(a)(Na)y™e “ 9log¥

U< Na<2T7

fir » B,(log ¥)~? Nullstellen pe®,.
Somit folgt:

i) .
By{log 7)™ < 3| o{a) () (Ner) ~2eg 2o 2,

=1  U<Na<2l/

Auf diesen Ausdruck wende man Satz 2
Es ergibt sich

57 R,
& {QQTUI—EG(IOg U n +Qzln17U2-1[n~—2i1(1-0g U)g+U2-—-2a}'6—2U,'Y(10gQT)7

Tir jede Nu]lstel]e o = p+iyeR, sei f, eine reelle Zahl mit der I}Ig’en-
schaft

d mitr = 1 an und beachte (5.5)

ly — %) < $(logQI)?,
fiir die
|€K( +@t91 Z) (%' +q’tg’ x)l

maximal wird.
Marn kann o.B.d.A. B>
Mit (5.4) ergibt gich da.nn

[Ea(d+ity, D) M (3 +ig, ) > X" (logQT)™?

und folglich unter 1\Terwendun'g der Hblderschen ‘Ungleichung

= 4+ (logQT)t annehmen.

4 2
(6.8) R, ¥® ?(logQT)—*

<) 1t i, )" 2 1M (§ -+t 2]

orsRy pgeSR»
Man wende auf den ersten Faktor Satz 4.1 und auf den zweiten Faktor
Satz 2.1 mit » =1 an. Es folgt:

{59) IZ IC‘{K +'Lte H xl) }”3 < (QaTn)ll3(10gQT)1i.+slﬂ

eze‘.'Rz

icm
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und

(5.10) | DT 1M b+t xif™

25Ny

<{Q* T (log X)™ -+ Q"I X~/ (log X)2 4 X)¥* (log X},

!
Man wihle
3

(5.11) X =QT*(log@T)™, ¥ = {Q*T°(logQT)™ 7,

wobel 1 < a <)< reelle Zahlen sind, die spéter angegeben werden.
1 Fall: 122 < o<1 -1/2n, » > 2. Aus (5.7) folgt unter Beriicksich-
tignng von (5.11): .
a(1 d} 3b a(l-—cr)

Rl < {{QETO 10(_,.917 Sn} 2—0 T T amE—a) {Qsz IOgQT sn}

® }(logQT)".

Man wihle b = §n(2 —¢) << n; dann ergibt sich

3(1—n)

By < {Q2T"{(log@T)™} *77 (logQT)".

Die Abschitzung fir R, erhilt man aus (5.8), (5.9), (5.10) und {5.11):

3(1_0) ﬂ.l_i.;.ia.__%..g.._b
(5.12) R, < {Q*T*(logQTy™ & T8 5 37 5% " 1ogm)h
2 Mo 8 2 28 2., .
<{Q2'T3‘ 1 QT)}SM} T2ew TR in 3 (logQT)m'a.,
Man wihle
3% —2—2ne :
T T2 e w22

dann folgt mit (5.6) wegen 1< a<b = $n(2—q) die Behauptl_lng-
2, Fall: 1-12n< o<, 21 Aus (5.7) ergibt sich mit (3.11)

B, < (@47 (logQT)" >+ @ LX*~*(10g QT + T**") 10g QL)'

1= aa—2g0— 3b(fL a; 3(1 4
<T " T {Q T (1ogQTY™ = (logQT),
falls l—a/%+2w1_2aa—sb 1-a)(2—0) = 0 ist.

Falls » =1 is, wihle man ¢ = b = 1. Fiir » > 2 getze man

w2 2 1)
il [ ¥
3 +3( n

a4 = (ntl)o— und b =

do+ T 9942
b
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Nach kurzer Rechnung folgt dann die Behauptung,
beachtet.
Eine andere Abschitzung ergibt sich im Bereich

wenn man (5.12)

1
l————<gogl, nx2,
29
Weni man.
a 3%(l—-c) o 2 2a 2
1—Z48a—8ar—— % 22 L0 S s
a AT T R I P S

setzt.

Man wihle ¢ = 1, dann folgt b = (2—o)(n—5+ 604 n"1)/(6c—3).

. Ein anderes Resultat erbdlt man, wenn Satz 2.2
im vorigen Bewels benutzt wird.

Sarz 5.2. Bs seien Q@ =1, T =2 veelle Zaklen. Dann ¢ilt im Bereich
togl, nxl:

anstelle von Satz 2.1

3(1— o)

A & {QSISTn]E.-{-IIOgQT(Q_+Tn12~1)113} 2—v (IOgQT)g
‘-’- 3(1—a) a} )
< {Q3T3 "o og@Tr 27 (logQT).

Beweis. Zunichst ergibt sich

G ity m)l < Q3T 10gQT + Q2T (log @)
elei'ﬂu @

Man verfahrt dabei wie im Bewels zu Satz 4.1. Allel;dings wird anstelle
von Satz 2.1 jetzt das Korollar zu Satz 2.2 verwendet.
Ebenfalls unter Benutzung von Satz 2.2 ergeben sich mit denselben

‘Uberlegungen wie im vorigen Beweis folgende Abschétzungen fir .R1
und B,:

R, < (10gQT)6{Q"’T"Iz“logQT-_Xl"ﬂ”uﬁ« ¥y,

4

Ry < Y3 ¥ (logQT) P (QoT" log QT + QTS {Q1 ™2+ 10g QT -+ X},

Man wihle
X = QsTﬂ!z;’-lngQT“
. : )
Y = {QU P it]og 0T (@ _l_Tn{E—l)]jg}m,

-dann folgt die Behauptung.

Unter Verwendung der Ergebnisse von Paragraph 3 ergibt sich die
Tolgende Vermllgememerung von (1 2).

icm
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Sarz 8.3, @ =1, T = 2 seien reelle Zahlen. Bs gilt im Bereich $ < 0 < 1,
e 1
31~—d) :
(@I 7 (logQT)",
awobei
[ 4(o+1)

3n—o(Bn—2)+7
2¢—1 ' o )

Beweis. Nach (b.6) gilt:
A < (R, +R,+1)(log@T).

Zundehst soll R, abgeschitzt werden. Es existiert eine Zahl U, X L U < Y%,
so daf gilb

¢ = Inax
|

{5.18) ¢a) x(a)(Na) 26~ ¥ | = (9log ¥)~!

U< Nag2 U

fir > R,(log¥)™" Nullstellen ge<%R;.
Man setze ¥V = (9log ¥)~! und wende Satz 3.1 an. Mt ist dabei die
Menge aller geR,, fiir die (3.13) gilt. Die Voraussetzungen von Satz 3.1

sind erfiillt fir
(5.14) X1 > B, (logQT)*QT"",

wobei B, eine geniigend groBe, nur vom Kérper K a_;bhéingige Konstante
ist. Bs folgt:

R, € Y**(logQT)"

Hs wird jetzt eine Abschitzung fir E, bewiesen. ‘Man wahle zu jeder
Nullstelle p = f+ipeR, die reelle Zahl ¢, so wie im Bewels zn Satz 5.1.
Dann folgt:

(.15) (b 4 ityy 1) M (% -t 1)l > Y"'”z(IC&%'QT)"1

¥, sei ein positiver Parameter, dessen Wert spiter angegeben wird. Man

setze
B = {0eRy; [Ex(3+ity 2}l = Vi
B = {oeRa; [Calb-+ity, 1) < Vil
Nach Satz 4.1 ergibt sich
132] < QT Vi*(logQT)™*".
Da fiir jede Nullstelle ge 3, ﬁaeh (5.15)
| {3ty 2| > TV log@T)™
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gilt, 148t sich |3, mit Satz 3.1 abschifzen. Die Voraussetzungen sind
erfiills fiir

(5.16) ¥*-lz B, VIQT™? (logQT),

wobei B, eine gecignete, nur vom Kdrper K abhingige Konstante ist.
Es folgt:

13s] € XTVT X2 (logQT)>.
Man wéihle

T = B,(1ogQTVQT"™, T = B,VIQT" (logQT)"

Die Bedingungen (5.14) und (5.16) sind dann erfilllt, und man erhili:

1-o

Ry < (logQT)*{ViQ>T" (logQT)"} ™7,

1—a 2
& lel-m Vi‘"(logQT)37‘+5+(Q2T") 2o—1 (logQT)m
Die Behauptung von Satz 5.3 folgt, ﬁenn man

3!7——2 Sa— 1

(tog@m) © *ITE

Vi= (@2 7
setzt,

Es sei N (e, T} die Aﬂzahl der Nullstellen g = g#+4y der Dedekind-
schen Zetafunktion: Cx(s) im ‘Bereich

Bz, WIST

2.3 ergibt sich
BATZ 5.4. Bs sei T = 2 eine reelle Zahl und

Mit Hilfe von Satz

mia, T) = max |Cg(s).

@ . o
lg=1]z=1

Dann gilt fiir 3<a<<l und o3 (1 +a)/2

1 o)(36—1—2m)

< {Bm(a, 4T)(logT)*} Be=1-a0—a) (1og T},

N(e, T)

wobei B-eine nur vom Korper K abhingige Konstante ist.

Beweis. Der Beweis des entsprechenden Satzes im rationalen Fall

von Montgomery [13], Theorem 12 3, tbertrigt sich unmittelbar auf
Z&hlkorpel
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