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Approximations diophantiennes et eutaxie
par

MARC REVERSAT (Talence)

1. Tntroduction. Les problémes dleutaxie consistent en I’étude de
V'ensemble des éléments «, de (R/Z)? par exemple, ponr lesquels il existe:
une infinité de solutions » & Iinéquation: :

(1) “un“"m”q < En

{oft ||-ll, désigne la norme de (R/Z)%:

”(mlt ey mg)”q = §up ”mzHI)J
i=1...,2

(4, )noy étant une seite donnée d’éléments de (R/Z)? et (&), Une suite:
donnée de nombres réels positifs, décroissante, telle que la série >ef soit
divergente. ’

Si Iensemble des éléments # de (RB/Z)? pour lesquels I'inéguation (1)
admeb nue infinité de solutions est de complémentaire négligeable rela-
tivement & la mesure de Haar, Ia suite (u,),o est dite eutamique rela-
tivement & la suite (8,),ov. La suite (u,),. est dite eutamigue si elle est
eufaxique relativement & toute suite (e,),.a décroissante, telle que la.
série M'ef soit divergente. Cette notion a été introduite par J. Lesca ([2])-

Le plus ancien résultat d’entaxie est le théordme métrique de Xhint-
chine {IKhiné¢in). De nombrenx suteurs ont étudié le probléme d’eutaxie-
suivant ([8]): soit (g, ),y UDe suite de nombres réels pogitifs et (@, ) o nne
suite d’applications d’un pavé § de RP, 4 valeurs dans (R/Z)" (p et ¢
entiers positifs). Soit 6<(R/Z)%. Quelle est la mesure de I"ensemble des.
dléments & de 8§ pour lesquels '

(2) ii%(m - B”q < &y

{olt P’inconnue est ’entier #) posséde une infinité de solutions?

Les cas snivants ont été étudiés:

— Par W.M. Schmidt lorsque la suite (s,),v est décroissante et
{p,) Papplication de R? dans (R/Z)? définie par: g,(2) = P(n)x{mod Z7),.
P étant un polynbme & coefficients entiers ([9]).



126 M. Reversab

— Par W. Philipp lorsque ¢, est Papplication de I’intervalle 10, -f-ocf

dans R/Z définie par: ¢,{z) = @ (mod 1), ¢ étant un réel supérieur
1 ([5D. '

(E 11)9ar B. de Mathan pour les applications ¢, : s—as™ (mod 1) (a étant
nn réel positif) définies dans Pintervalle 11, oo ([3]).

Dans ces trois exemples il est montré que tout 6¢(R/Z)% I'inéquation
(2) posséde pour presque toub #eS tune infinité de solutions lorsque
la série D'el diverge.

k0

Ce type résnltat implique que pour une suite (e,), . donnde, la suite
{0 ()} €5t entaxigne pour presque tout o, relativement & la suite (&,)on-
Mais cela n'implique pas que la suite (rp,i(m))mv s0it eutaxique pour presque
tout @, car ’ensemble de complémentaire négligeable formé des éléments «
pour lesquels la suite {p,(2)), est eutaxique par rapport & une suite
(£, )new donnée dépend de cette suibte (s,),ar. Ainsiil a été démontré par
J. Tesca ([27) que la suite (ma),o est euntaxique dams R/Z si et seul-
ement gi # est de constante de Markov finie, ie. pour presque
aucun . '

Ce résultat avait conduit J. Lesca et B. de Mathan & conjecturer
que presque ancune suite (relativement 4 la mesure de Haar du groupe
compact (B/Z)Y) ne serait eutaxique. Dans cet article nous démontrons
quwil n'en est rien ef gu’en fait presque toute suite d’éléments de (R[Z)?
est eutaxique. Pour cela nous établissons un critére suffisant d’eutaxie
& laide de certaines fonctions 1 définies sur l'ensemble des suites d’élé-
ments de (RJZ)% Ce critére permet également d’étudier Ventaxie de la
suite (na),q en dimension q. Cette suite est eutaxigque si et seulement si

M (%) = Himsup(1/n]na,)
>0 .

est finie. Bn dimension 1, J. Lesca démontrait ce théordme en utilisant
le développement de @ en fractions continues, permettant d’obtenir des
propriétés trés fortes de répartition sur la suite (nw),., propriétés qui
ne peuvent s’étendre aux dimensions supérieures & 1. Notre critére permet
bgalement d’étudier Dentaxie des suites (a,#)..v, s0it lorsque la suite
(#)ney erolt ,trés lentement”, soit lorsqulelle croit ,irés vite”.

Notations. 8i # est un nombre réel, [»] désigne Ia partie entiére
de @, et {w} I'dlément de R/Z associé & 2 par la surjection eanonique
R—R|Z.

Nous appelons intervalle de _R/Z I'image canonique d'un intervalle
réel. Le centre d'un intervalle I de R/Z (I s+ R/[Z) ést le point de I dont
la distance au complémentaire de I est maximale, cefte distance est le
rayon de l'intervalle et ext’ égale & la 1n01t1é de s mesure (pour la mesure
“normalizée de R/Z),
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Nous désignons par g un eatier positif et par - Il 1 norme de (R/Z)?
(1 ooos @/l = sup gy} Un pavé (resp. un hypercube) de (RjZ) est

i=1,....q
un produit d’intervalles de R/Z (resp. d’intervalles de méme mesures),

chacun des intervalles appelle un c4té du pavé (resp. de Phypercubel.
Tn sommet d'un pavé K = [ [I; de (R/Z)? est un élément {iy, ..., 2,)
i=1 ‘

de (B/Z)" tel que @; soit une extrémité de I; (j =1, ..., g). Nons désig-
nons par u, la mesure de Haar normalisée de (R/Z)% Nous dirons qu'un
dlément {2y, ..., z,) de (R/Z)? est rationnel s’il appartient & (Q/Z)%

Nous ferons scuvent I'abus de uotations consistant 4 confondre un
intervalle de R inclus dans [0,1[ b son image eanonique dams R/Z.
Ainsi, i N est un entier positif et si kb = (%, ..., k ») estun g-uplet d’entiers
tels que 0<k; < [N}, nous désignons par ,P(k N) T'hypercube de
{R/Z)y défini par: :

q .

_ k'i ki+l
Py N) = Py, ., k3 N) = H[WM_]’W[
=1

IL. Eutaxie et repartition. Soient % = (u,),.n une suite d’éléments
de (R/Z)? et H un hypercube de (R/Z)?, de mesnre non nulle. Spit ¥
un entier positif. Désignons par A(K, «, ¥) le nombre de g-uplets Q’entiers
k={ky,..., %) tels que 0<%, < [N"] pour 1 = 1, ..., ¢ et tels que le
pavé HnP(k; N) contienne au moins un point », avee 1 <n< N. On
pose:

ME, w) = liming 2 )
{H décrivant la famille des hypercubes de (BR/Z)? de mesures non nulles
eh & sommets rationnels).

Remarquons que les fonctions A(K,-) et y sont invariantes par
Papplication de ((R/Z)4)" dans Iui-méme qui a la suite (u,) associe la
suibe (v,) définie par: v, = 4,., (shift-endomorphismy), _

TaEorEME 1. Soit w une suile d'éléments de (R|Z)2. 8i x{u) est stricte-
‘ment positif, alors la suite w est eutawique.

Nous démontrong d’abord le lemme suivant: Soit { un entier positif.
Pour tout pavé K de (R/Z)? désignons par N (K, t) le nombre de g-uplets
d’entiers & = (k,,..., k,) tels que 0k, <t pour ¢ =1,...,¢ et tels
que 'hypercube P(%; 9 rencontre K sang étre inclus dans K. Si o désigne
un nombre véel positif, soit: ¥ (a,t) = SupN (H,t) (K décrivant la

x(u) = infA (X, u)
E

famille des pavés de (R/Z)? dont cllaque eété est de mesure au plus «).

Iovve 1.1,
Ny(a,t) < 271 (max(at, 2))L,
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Preuve. Pouri =1, ..
- q
a; < o et soit K = [[I,.
1wl
Le nombre N (K, t) est majoré par la différence du nombre de pavés
de forme P(ky, ..., kg 19 (keN, 0<k; <% pour ¢ =1,...,¢) qui ren-
contrent K et du nombre de cenx qui sont contenus dans K. L.e nombre
d’intervalies de Ia forme [k, (B+1) /i (keN, 0 <k < ?) rencontrant I'in-
tervalle I, est au plus [e]+2 < o8-+2, et le nombre de ceux inclus
dans I, est au moins max(e;i—2, 0). Done;

., §, soit T; un intervalle de R/Z de mesure

N K, 1) <H at+2)~—”max at—2, 0).

=1

Pour j=1,...

q
= H (ait+2) —
g=1

est croissante, par conséquent:
' N, (K, 1) < (at+2)7— (max (ad —2, 0))?

d'olr il résulte la majoration cherchée.
Démonstration du théoréme T. Posons

* = (Mn)ne‘ = ((ug)? el ,u’glq)))n!N

Soit {¢,) nne suite décroissante de mombres réels positifs. Soit V, I'hy-
percube de (R/Z)Y obtenu comme produit des intervalles ouverts de

R/Z de centres ul? (i =1, ..., q) et de rayons ¢, et soit V = | V,.
B . neEN*
11 suffit de montrer que si la série 3 ¢Z est divergente, on a p, (V) = 1.

, ¢, 1a fonction

g
[ ] max(a;t—2,0)

f==1

(a; fixé pour i + j)

% .
En effet 1a fonction A(K, -) étant invariante par le shift-endomorphism,
on aura alors g | V,) =1 pour tout entier positif ¥ et par suite
! =N . .

/‘q( N UV)=1L

N=0 =N
Boit ¢ un nombre réel tel que 0 < a << y{u). Le fait que g (V) =1
résnliera des lemmes suivants:

Lemwme 1.2. Soit (£,) une suite décroissante de nombres réels positifs.

R4l existe un hypercube K de (R{Z)? de mesure non nulle ¢t & sommets
rationnels tel que

po(E VY (K),

a
S parz P

alors, pour toute suite (t,),a @entiers positifs telle que &,fi,_, > (2 /a,ug (E)Me,
1l ewiste un entier s, il que siq < 1/2t, pour s > 8.
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Preuve. Soib (f),o une suite d’entiers positifs tels gue
ts/!ts—I > (zlaﬂq(K))”g
at goit 8, tel que
AME, wy 1) > au,{H)#¥ pour tout s> s,.
Boif § > s; et supposons que o> 1/2t,. Soit
U Vﬂ'
<n<tl

Le nombre d’hypercubes P(ky, ..., &, #0) (ke N et 0k <&, pour
§=1,...,4) tels que P(ky,..., k,; 2N contienne an meins un point
u, avec 1T, <n <l est au moins (au,(K)t—1¢ ;). Le nombre de ces
hypercubes contenus dans X est done au moins {agu,(K)#2—t¢_ —2071471),

v, =
' &y

puisque, d’aprés le lemme L1, le nombre d’hypercubes P (&, ..., kg t3)
qui rencontrent K sans &tre contenus dans K est majoré par
27+ {maix (i1, K )M, 2))07 < 224121
Pour chaque hypercube P(ly, ..., %13 (keN eb 0k <i, pour

i=1,...,q) tel que P(ky, ..., k,;12) soit inclus dans. K et tel qu’il existe
un entier » avec
o <n<<ty et uePlky, ..., kg 13,

on a:

,ug(UsnP(kl, vy k3 tg))>

9qt§'
..y g T'un an

moins des denx intervalles Juld, ul®+1/28 [ ow Juld —1/2¢,, [ est
contenn dans [k;ft,, (k,+1)ft,[. On a done:

puisque an}. 0> = 1/2¢, et gue pour chaque indice ¢ =1,.

1 o 9
W(“Hg(Kﬂg 12— 27 1) >m—1‘“q(K)—_'

ftg(Usn K} > I,

On aura done w,(UynK) > (a/27)u,(K) pours suffismment grand.
Temve L3. Soit (s,) wne suite déaroissante de nombres véels positifs
telle que la série > el soit divergente. Alors, pour tout hypercube K de (R|Z),
n

de mesure non nulle et & sommets rotionnels, lon a:

[4
uolE V) > sz g E)-

Preuve. La démonstration se fait par I’absurde. Supposons qu'il
existe un hypercube K de (R/Z)? de mesure non nulle et & sommets ra-



130 M. Reversat

(a/29%%) u, (E) Boit 4 un entier positil tel
I, Soit (»,) 1a suite définie

tionnels tel que yq(FnK
que 6> (g297%fap, (K)) (done & > (2/au,(
par:

Yy T By S N L 6 (v, = &)

Soit T, I’hypercube de (/Z)? obtenu comme produit des intervalles
de R/Z 1ol —w,, @42 [ (i =1,...,¢) et pour tout entier positif s,

soit W, = gs 7,,.. Comme Fn S T L O 4
@
#g( W, nK ST g E)

porr tout entier s.

Evaluons g, (K {W W, })): Daprés le lemme 1.2, on peut supposer
s suffisamment grand pour gume e, <1/26°. Le nombre d’hypercubes
Plhy,y ooy By 6%) (BieN, 05k, < & pour ¢ =1,...,¢) contenus dans
l'ensemble K nT,_, est au plus {(a/297%)u,(K) 8] puisque, par hypothése,

tr(E W) < ().

24
9g+E #q

Le nombre d’hypi_arcubeg Pk, ... ky; 6%) qui rencontrent K n'W,_, Sans

étre contenus dans cet ensemble est majoré par le nombre de ces hyper-
cubes qui rencontrent les ensembles B T, (0 < # < 67%Y) et qui ne sont
pas contenus dans ces ensembles. Done, d’aprés le lemme I.3, le nombre
d’hypereubes Pk, ..., k,; 6%) qui rencontrent K nW,., sans é&tre comn-
tenus dans cet ensemble est majoré par

2 29{4‘!((2;”68)4—1_}_24—1)
o< dals-1)

puisgue pour chaque #, KV, est contenu dans Phypercube V,, de mesure
(2r)% On a:

D@m=

ycngatio—1)

D (20,8 - 6% (2, 89)07

1k ~1
621 & —1
61

63(‘1"1) +0{ 5s(q~1))

puisque pour k assez grand on A &g < 1/26% On mﬂgme 6*—1 par &,
C(8%--1)/(8--1) par gé° . Finalement: il existe une eonstanteL(dépendant
éventuellement de ¢ mais non de s) telle que le nombre @*hypercubes
Pllyy ooy kyy 0%) (BieN et 0Kk, <8 pour i =1,..., q) qui rencontrent
KnW,_; soit majoré par: :

2%@ —air HelK) 5“‘*+q2q“ g - Looe V) - g2 gelo ),
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Dautre part les hypercubes Pk, ..., k,; 6%) contenus dans K et
contenant un point u, avec 6%~ < n < 6% sont pour s suffisamment
grand, d’apreés les caleuls du lemme I.2, au moing au nombre. de

(@peg(K) 6% — 51 _ g+t aota-D),
Il existe done au moins

20731 , ,
2a+2 an(E) 5113_ (1 +22g) 59(3—-1) - (2q-,-1 —%“L) 6S(q—”— gg_g-.—l 654—1
hypercubes P(ky, ..., k,; 6%) contenus dans K disjoints de T, ; et con-
tenant un point #, avec %V < n< 6% Or, pour un tel hypercube
Pliyoeq By; 67) o0 &
(N ) AP (ky, ..oy ks

) 643)) = el

uisque, pour 01V < g < 8%, ¥, = g0 << 1/26% On a done:
puisque, P n

yq(Kn(W’s\Wsml))

g+2 1
= ( 29:.*_2 e

LK) 8% — (14-2%) 581 — (291 L Ty =N _ g 5-*4—1) &l

515

29 1 28+t
= ('2T kg () — —6‘:“—) (qu&‘gqs

puisque 8 > 2% fau, (K). Done, pour s suffisamment grand:

271 - s g
g g (K) 0%,

Mg(Kn(Ws\Ws~l)) =
Mais ceci est contraire au lemme suivant:
Levwe Ld. Le série 3 8%, est divergente.

sz

Preuve. On a:

éqs . 1 S-‘ E!il!
dqs/ se-1 Sy *,

598 op (8 +1)

puisque la suite (e,) est déeroissante. Donc

1
E q
598 o2 MS = 5 1 2

820 ﬂ.>6q
ce gqui démontre le lemme puisque la série 3 of est divergente.
n=l
Fin de la démonstration du théoréme L. Le lemme 1.3 prouve
que ¥ a une densité positive en tout point de (BR/Z)% par suite que V
est de mesure 1. En effet, le complémentaire de V' est négligeable puisqu’il
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 admet la densitd 1 en aucun point de (R/Z)? et que, d’aprés un théoréme
de Lebesgne, tout sous-ensemble mesurable de (R/Z) a Ia densité 1 en
presque tous ses peints.

Remarqgues. Dans la démonstration du théoréme I on n’utilise pas -

Ie fait que les hypercubes intervenant dans la définition de la fonction y
:solent & sommets rationnels. Ce sont les théorémes mesurant des ensembles
de suites eutaxigues qui nécessitent la restriction & une famille dénom-
brable d’hypercubes.

Tne autre modification de la fonetion y donne une condition suffi-
sante d’eutaxie plus faible que celle du théoréme I: Soit  une suite d’élé-
ments de (R/Z). Pour tout we(R/Z)? goit y (uw) = InfA{K, w) (K décri-

. K

vant la famille des hypercubes de (R/Z)?, contenant z, de mesures non
nulles et ¥ sommets rationnels), La méme démonstration que celle du
théoréme I permet de prouver le:

TafiorEME I bis. 81 y,(u) > 0 pour presque tout w<{R/Z)%, Iz suile
u est eutowigue.

Lia réciprogue du théoréme I est fausse ([17], [8]) et nous ne savons
Ppas i celle du théoréme I bis est vraie. Oependant:

TeEEOREME IT. Soit w une suile d’éléments de (R/Z)T. 8%l ewmiste un
hypercube K de (R|Z)* de mesure non nulle tel que A(H,u) = 0, alors u
nlest pas eutaxigue. ' ‘

Prenve. Soit K un hypercube de (R/Z)?, et soit u = (1), une
" suite d'éléments de (R/Z)2. Posons pour tout entier N

UE,u, N) = ,ug(Kn[Cj H (uy, 1V}

ol H(u,, 1/N) désigne ’hypercube ouvert de centre u, et de mesure 1/N.
Boif: ' '
UR, u) = liming <02 % )

N MQ(K)

Temarquons que
HE, u) < 220(K, u),

¥ effet, soit Wy (resp. Wy) la réunion des hypercubes H (u,; 1/N), n
pareourant 'ensemble des indices 1 <n < N tels que u,eK (resp. u,¢ K
et KnH(u,, 1/N) #@). Pour chague hypercube P(%k; ¥), tous les en-
sembles H(wu,, 1/X) pour lesquels u,eP(k; N} sont contenus dans le
yavé (P(k; N)+H(0,1/N)), de mesure (1/[NY2]41/¥"9)2 done: '

1 1 3¢
U W) < ME, w, N)("ENT,'Q}' + W) :
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Dlautre part, pour tout indice n tel que u,¢H et que
HH(u,, 1[N} #0,

Pengemble H (u, , 1/N) rencontre la frontitre de K. » et par suite, egt contenu
dans Vensemble F+-2H(0,1/¥), de mesure Q(1/¥Y9), Done:

; 1

ot
1 1 \¢ 1
UE .
(K, u, )< A(E, u,N)([N,M] +~W) To(w)
dlot:
HE, u) < 274(K, u).

) Si A(H, u) =0, on peut alors construire par récurrence une suite
croissante d’entiers positifs (V). telle que, en posant M, = 3 ¥,
(et M, =0), on ait pour tout s= 0 O<izs

1
) Z(Ry TM“’(“)_: Nl < o8 +1

olt s désigne le M -idme itéré de shift-endomorphism.
Boit (&,),a+ 12 suite de nombres réels positifs définie par:

1
&, =——— 8i M .
"o, o <n < o
. Cette suite est décroissante et la série 2 &2 est divergente puisque
neN*
=t
" 2q *
Mg<nS Mgy

Pour neN* soit ¥V, I’hypercube de centre #, et de efté de mesure
Z2g,. On a: ' '

_ , ' 1
Done:
- 1
mlEAl U Vo))<
d’ohi:

.,ug(Kn(ﬂ. URAIE 0.

NeN n>N

La suite u n’est donc pas eutaxique.

3 — Acta Arithmetica XXXL32
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0. Mesure de certains ensembles de suites eutaxiques. Soit = la
mesure de Haar normalisée du groupe ((R/Z)Y™. Le théoréme I permet
de mesurer Lenzemble des suites eutaxiques:

THEOREME III. Presque touwie suite d'éléments de (R{Z)? (relativement
& la mesure m) est eutamigue. :

Preuve. Nous allons montrer par une méthode analogue i celle
du théoréme 2 de [4] que pour z-presque toute suite «, on a y{u) >4,
ot t est Ie nombre de interville 10, 1[ tel que: #'{¢(1—17))'"* =1. Ia
conelusion viendra alors du théordme I.°

Soit & un hypercube de (RfZ)%, posons ¢ == 4, (k). Soient ¢<J0, 1[, ¥
un entier positif et Ly (K, g) Pensemble des dléments u de ((R/Z)%)" tels
que A(K,u, ¥N)< oNa. Soit BE(EK,N) Pénsemble des g-uplets d’entiers
ko= (ky,..., k) tels que 0 <<y < [NY] pour ¢ =1,...,¢ et P(k; N}n
nK =0. Soit T le cardinal de E (K, N} et posons M = [gNa].

Soit H une partie & M éléments de BE(K, N) et soit Vg ensemble
des suites ¥ = (u,) telles ue une((CK)u(UP(k;N))) pour tout # tel
gue 1<n<< ¥, On a: el N

' M N
(V2 < g +1)

et comme Ly{(K, o) = {JVg, il vient:
b4
| M ~
”(LN(K: Q)) S (M) W +1l—a} -

‘Soient (g}, (ay) et (By) les suites définies par:

M

o = T

T = aN'.N, El\rllq]q = JSN'N'

Lia suite {gy) tend vers g, (ay) vers a et (f,) vers 1. La formule de Stirling
montre alors que: -

T M N
‘ (M) ([Nl"’*’]’l +1— 0’)
ay’ (agy +1-a)

ay 1/2 ).N
(27'5 afw oty —afy QN)N) ( (afy o) "N (ay — afy o) N PN |

et quand N tend vers l'infini, la suite

( oy (agy+i—a) )
(ofy o) e (an— afyoy)™ —ofneN NeN
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converge vers (1—(1—g)a)/p™ (1 p)**~9. Done Ia, série D (L (K, o)) sera
w

convergente si (1—(1—g)a}/o"{1 —p)*!~® < 1, done si
(L—(1— )] ""/g*(1—g)'~* < 1.

La fonetion a—(1—(1—g)a)’, définie sur J0,1[, est majoréé par
sa limite en 0: ¢!, D’autre part, si £ est le nombre de lintervalle 10, 1
tel que #{e(L—#)'"* =1, on a pour g <f:

(1 —g) e 1.

Done la série Su(Ly(K, g)) est convergente si o<t Il en résulte
< .

que pour p <1, A(K . %) = p pour m-presque toute suite. On voit alors
que g{it) == i pour m-presque toute suite, en appliquant ce résultat & cha-
gne terme ¢ d'une suite d’éléments de Dintervalle 0, ¢] tendant vers
puis & la famille dénombrable des hypercubes & somimets rationnels.

Les méthodes du- chapitre 3 de [3] permettent de préciser dans
certaing cas le théorgme IIT. Elles permettent en effet de la mesurer
de 'envremble des # pour lesquels la suite ((pn(w))mN est entaxigue modulo 1,
ol (g,),~ @8t une snite de fonction de R dans R vérifiant certaines con-
ditions —essentiellement de croissance suffisamment rapide—([7]). En
particulier, on a le résultai suivant:

TaéorEME IV. Soit (a,) une suvite de nombres véels positifs. Alors,
. P a.
i ln série Y —2
and gy,
7 n41

de R|Z est ewtamigue pour 'p?esque tout weR.

est convergents, lo suite a(®) = ({a,&}),ov & fléments

Démonstration. Nous allons montrer gue si ¢ désigne le nombre
de Dintervalle 10,1[ tel que #(e(1—))** =1, alors y(a(a))=1? pour
presgue tout s<R. Le théoréme I permettra de conclure.

Nous aurons besoin des lemmes suivants:

Lenye EV.L. Seit @ un nombre réel positif non nul, fu, v] un inter-
valle compact de R, et I un intervalle de RJZ de longueur s et de fonction
caractéristiqgue 8. Alovs:

f §({aw}) dos < (v —u) +2¢/a.

Preuve. On a:

w : v

[ staalyde = o [ s({ohda.

w
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Solent j, et j; les entiers définis par: fy—1 < 4@ < Jo, J2 << ¥6 < jy +1.
Eerivons:

ve ] 1 va
f=]+I+]
U U Ef) I
On a: , ,
Ja 7o
[stishae< [ stfahde =
ne jﬂ-l

et de méme:

| sahdn< -

D’autre part:
i1
f ({2}) da .7 o) -
fq
TFinalement:

f ({aa})dm < a (2 + 2(j, — o)) < e(v—u) +2¢fa.

Levwe IV.2. Soient I un intervalle R(Z de mesure non nulle a, (M, NY
wun couple dentiers fels que 0 < M K N ot N = o™, et s0it K un ensemble
de M entiers & tels que 0 <<k < N. Soient 8 la fonction caractéristique du

sous-ensemble
Tk k41
Iyu S
w5 )

de R|Z et ay, ..., 8, une suite de r uomb:res réels positifs et non nuls. Pour
toul @eR posons

On o alors, pour tout intervalle compact [u, v] de R:

e oo ) 1220}

s

Preuve. Pour k<K soif y, (resp. ¢) la fonction caractéristique
{resp. la mesure) de [%/N, (k+1)/N[ et appelons y, (resp. &) la fonction
caractéristique (:resp la: mesure) de Vintervalle I. Posons K, = Ku{I}.
XNous raisonnons par réeurrence sur Lenticr .
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Pour tout meR on a:

éalif) = 0({az}) yh(‘{“"ﬂ}

v

Done pour tout intervalle borné [«, 2] = R:

J @) de = v fYL &w}
% AE.B.'I k3
P
£ 51 (Ek(%’m*u)iw —85) d’aprés le lemme IV.1
) @

Supposons gue le lemme IV.2 goit vral pour toute suite ay,..., q,
de 7 réels strictement positifs., Soit alors a;, ..., a.,; une suite de (¥ 1)
réels strictement positifs. On a pour tout intervalle horné [u,r] < R:

k2

[ By, (@A < Y f«sa, waps1 ()7l {00} do

1 k:Klu
e
[ @)yl {e}yda.
k(Kl au a..,a ,...,a,+1a1 ]

Boient j, et j; les entiers définis par: j,—1 < ayu < 7§, 5 < v <jy+1.
On a: .

ayr i -1 @
J=lx2) ]
U ay% i=jg J

Pour zefagn, jo. v.{{#}) =1 entraine gue # appartient & vn intervalle
de longweur au plus g, done, Phypothése de récurrence monire gue:

2a, ) 2Na

M I g—1
f 6;7211 callps Ia-—l(.’ﬁ 'yk {:17} dm<(—N— ) (ak; . H (l+ . )

aju 3xesrtl

et la méme majoration g’applique aux intégrales:
' arv

J bemr. e (@it} da
1

efi
i+l
R O PACCHT

i
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Finalement:

k-

[ Segptprlte

i

' : M . %0 2Na,_
.é Za-l_l (——f —}-a) (11— Ja+2) (gk_'r a,,l) (1+—a;—1)
ke 21 adsrsl
M r+1 ) 2Na3m1
e [0

e+l

Fin de Ia démonstration du théoréme IV. Scient N un

entier positif, I un intervalle de R/Z (I +# R/Z) de mesure non nulle «,

et o un élément de 10, 1[. Désignons par Ly(I, o) Vensemble des z<R
tels que A(T, a(@), ¥) < oNe et par B(I, N) Tensemble des entiers &
tels que 0 <%k < NV et que [&/N, (B+1)/N[ nI #= @ Posons M .= [alNa]
et soit K une parfie & M éléments de H(I, N). Boit Vi lensemble des
éléments ¢ de B tels gque pour 1K n< N,

{a,2} ECIU(,“LIJ{[%’ k_l_\i;i[) .

Le lemme IV.2 montre que pour tout intervalle borné [u,v] = R
{si » désigne la mesure de Lebesgue sur R):
(1 N 2Na,_, )

y,

M ol 2
y(Vynlu, o)) < (— +1—a) (fu——u—i——)
: N ay

RN

AN, U N
H (1 -+ ‘:ﬂ,—l_) < l+22 Oy 1
£

1SRN ” n=1 ®

" {indgalité entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique),
done st ' '
e
@
B = limsup (1 +2 Z—ﬂ“—'—l—),
~ = O

2W(Fenfu,v]) =0 (B?g (% +1(— a)N)

'on. a:

{non uniformément par rapport éu Tu, v]} et 61 T désigne le cmdma& de
B(I,N),il Went puisque Ly (I, U VK

v(LN(I, o)nlu, vl) = O(BN (% +1;a)N(§{)).
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La formule de Stirling montre que la série }'» (LN(I y o) fu, z:]) converge
i
BYe(1—(1—g)a)"* < g®(L—g)'™%

done si: ‘

BY* < gtle(l— o)) e

Soit ¢ le nombre de Pintervalle 10, 1[ tel que #{e(1—1))*"* = 1.
Pour pe]0, %, et o donné, comme 1_)“(3(11.—*9)}1‘Q > 1, on peut supposer,
quitte & supprimer les premiers termes de la guite (a,), que B est suffi-
samment proche de 1 pour que: BY? < g?[e(1—p)}'"% On awsa donc
2T, a(2)) > o pour presque tout we[u,o] par suite x(a(@) =1t pour
presque tout zekR.

IV. - La suite (rna) en dimension ¢. Si ze{R/Z)? nous désignons par
M {#) le nombre
1/(liminfa'* nal )
n
si ce nombre ext fini, sinon nous posons M, (@) = +co.
TatopkME V. Soit & un éément de (B/Z). La swite (na) d’éléments
e (R|Z)Y? est eutamique st ef seulement si M (@) est fini,

Cef: ennoncéd généralise le résultat analogue obtenn par J. Lesca en
dimension 1 ([27). La démonstration découle du résultat plus général
sulvant: '

TeEorEME VI. Soit (a,) une suife strictement croissante dentiers
positifs, de densité inférieure strictement positive, et soit ® un élément de
(BIZ). Alors:

— si la suite (a,®) est eutamique, M, () est fini;

— réeiproguement, si la suite (a,x) est v-répartie, od v est une mesure
sur (R/Z)? telle que

(K déerivant lo famille des hypercubes de (R[ZY de mesures non nulles),
et si M (@) est fini, alors la suite (a,2) cst eutawique.

Preuve. Désignons par 1/d la densité inférieure de la suite (e,) et
soit ¢ > 0 tne constante telle gue: infw(K)/u,(K) > ¢ (K décrivant la
famille des hypercubes de (R/Z) de mesures non nulles). Nous allons
montrer que pour tout hypercube K de (R/Z)® de mesure non nulle:

o (5d)*
<K, (am) < e
(1 T (Zuqﬂf[q(m))q A (.K {a ﬂ")) ﬂ,rg(w)gy(gﬂ)

1’iné§'a]ité de ganche étant vraie sous réserve que la suite (g,) soit »-1é-
partie {cet encadrement n'est pas le meillear possible: [6], [T]). La con-
clugion de Ia -démonstration viendra alors des théorémes I et TL
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Posons @ = (g, ..., #). B {@, ..., ®,} est Z-1i6, les inégalités pré-
eédantes sont vraies. Nouws supposerons done {m,,..., &} Z-libre pour
toute la suite de la démonstration.

Boit ¢ une constante positive telle que l'inégalité

”’JMU”Q < W

ait une infinité de solutions. Socit % une solufion et soit 8 > d. Posons

D = [(20)%@] 11, N = Da.

Pour m entier tel que 0 < m < N soit a,, = hn+r la division de @, par
# avee 0 < < » Pour # suffisamment grand on & 0 < h < 8D puisque
Gy < 6 pour n suffisamment grand. Si+ est donné, tous les points a,w
tels que 0 < m < N et @, =+ (mod ») appartiennent 34 un méme hypercube
K, de (R/Z)? de mesure au plus {6D/CnY%)? puisque si m et m’ sont deux
entiers tels que 0 <m <m' <N, a, = kn+r, a, =hi'nd-r, on a:

a2 —ayoll, = [(k—hYnel, < h—R{[noll, < o

Or le nombre d’hypercubes P(k,, ..., k;; N) rencontrant K, est aun plus

4D 2
(0%1;’2 [Nllg] +2) :

Dlautre part, si m est un entier tel que 0 < m < N et a, = hn+tr,
et si a,& appartient & un hypercube K de (R/Z)%, rzx appartient % un
hypercube de (R/Z)® de mesure au plus (u,(K)"¢426D/0n"4)? puisque
P'on a: '

It — Gyl < ol < -

Le nombre de points vz (1 <7< #n) dans un hypei‘cube de megure

26D\ : .
(ﬂq(K)1[q+ O%”g) est (’n,u (X) -+ 0(’!?:)),
puisque {zy, ..., a,} étant Z-libre, la suite (1) est équirépartie.
On a done, pour tout hypercube K de (R/Z)® de mesure non nulle:
L I 4

272

o ' 8D
MK, (a,2), N) < (npg(E) +°(“”( O™t

Par  suite: A(K, (dnm))s;‘(dl)/(}{—z/l)l’q)q donr résulte la majoration
cherchée. ' '

.

icm
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Supposons maintenant (a,®) »-répartie et M (&} fini ear si 3 (i)
est infini la minoration cherchée est évidente. Soit € > 0 tel que Piné-
quation |, < 1/Cn" n’ait qu’un nombre fini de solutions. Soit § > 4.
Pour X suffisamment grand, les entiers a, fels que I <m < ¥ ront
dans lintervalle entier [1,{¥6]] et pour tout couple d'entiers (m,s)
tels que 0 <m < s <[], on a |ma—szj,> 1/C[N]". Done pour N
suffisamment grand et pour tout couple d’entiers (m,s) tels gune 0.< m
<3< N, on a layo—aum)| > 1/C[8NT

Soit k = {ky, ..., k,) un g-uplet d’entiers tels que 0 < k; < [N¥¢] pour
i =1,..., ¢ et soit §(k; N) le nombre d’entiers m tels que 0 < m < N
et a,weP(k; N). On a:

TSN e \a
car on peut recouvrir P (k; ¥) pour au plus (1 +C(8N)"/[N*])<hypercubes.
de cotés 1/C[SNTV% Done, si K désigne nn hypercube de (R/Z)?, comme
d’autre part la suite (a,z) étant v-répartie, le nombre de points a2 tels
que 1< m< N et a,@cK est an moins {oNp,(K)+o(N)), il vient:

eNpy(K) +0(X)
l C{SN a2 :
[+ o)

Par suite, pour tout hypercube K de (R/Z)? de mesure non nulle:

b

J3’(K‘5 (anm)z *:V} 2

4
I (000) > 15 gy

pour tout ¢ > M (@) et pour tout § > d.

CoROLLAIRE. Soit (a,) une suite sirictement croissante d'entiers positifs,
de densité inférieure strictement positive, alors la suite (a,%) &déments de
(R/ZY? n'est eufawique pour presque aucun Te(R[Z).

Preuve. En effet, I () est infini pour presque tout #, comme ik
résulte du théoréme métrique de Khintehine.
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A note on a paper of Franklin
by .

D. W. Massgr (Nottingham}

1. Inroduction. Let @(z) be a Weierstrass elliptic funection with
complex multiplication and algebraic invariants. Denote by o, @’ 2 fun-
damental pair of periods with Im(w’/w) > 0, and suppose %, #’ are the
corresponding quasi-periods of the assoclated Weierstrass zeta function.
Let logo be an arbitrary determination of a non-zero algebraic number o.
In [2] Franklin attempted to prove that any non-zero linear combina-
tion of the numbers w, o', n, %', 27, loge is transcendental. Unfortu-
nately his proof appears to be invalidated () by an error on p. 205. While it
is true that the exponential polynomial (23) possesses at least simple
zeros at the appropriate points, it seems difficult fo obtain information
about its derivatives and hence about the multiplicities of these zeros.
In this note we complete the proof by using the techniques of £33 (in
fact all the ideas required can be found in early papers of Feldman).

The rerult of Coates in [1] shows that we forfeit ne generality by
agsuming that ¢ is not a root of unity. Accordingly we shall prove the
following theorem.

THRORFM. If o is not a root of unity the numbers 1, w, n, 2=t and logo
are linearly independent over the field A of slgebraic numbers.

This includes the assertion of Franklin, for it was shown in [3] that
the veetor space spanned over 4 by o, &', 5, %' is actually spanned by w
and z alone. At the same time it extends Theorem ITT of [3] by adjoining
the number logo.

Thus we assume the existence of algebraic numbers a, f,y, 4 # 0, 0
sueh that '

(1) aw -+ By +y2ri+ dlogo = 0.

The extrapolation part of the transcendence proof works for any ¢, but
the particular determinant argument used depends on whether 8 =0 ox
§ = 0. Contrary to usual expectations in this type of work, the latter
case iz much easier. :

{*y This was first pointed out to me by D. Brownawell and P. Cijsonw.



