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Imaginiir-quadratische. Zahlkorper mit einklassigen

Geschlechtern *

von

H. Morrzr (Minster)

1. Einleitung. In dieser Arbeit werden fiir imaginér-quadratische
Zahlkbrper mit einklassigen Geschlechtern die reduzierten Formen voll-
standig bestimmt und die kleinste vollzerlegte Primzahl explizit angegeben.
Aunflerdem wird gezeigt, dal gewissen Diskriminantenteilern zugeordnete
Zahlen stets Primzahlen sind., BEs folgen zunichst einige Bezeichnungen,
Lemmata und bekannte Sitze, die bei den Beweisen bendtigh werden.

Jeder guadratfreien natilichen Zahl d ist mit K = Q(V —d) ein
imaginir-quadratischer Zahlkérper zugeordnet, und alle imagindr-quadra-
tischen Zahlkdrper lassen sich eindeutig in dieser Form schreiben. Mit

0, wemn d=1,2 (mod4),
ai=
1, wenn & =3 (mod 4)

ist dann D = (3a¢-—4)d die Diskriminante von K. ITm folgenden besteht
zwischen d, D und K stets der hier beschriebene Znsammenhang. Sei
terner ' ' '

flt) 1= w*+ aw + }(a— D)

das ,,Fundamentalpolynom” von K,

g =q(d):= min{peP; (%) wl}

wobei (Dfp) das Kroneckersymbol bezeichnet, die Xleinste vollzerlegte
Primzall von K sowie fiir jeden positiven Teiler ¢ von 4

1 d .
(1) .Q'e =, (d) : = (éﬁz—)" (; +€)
die ,,zu ¢ assoziierte Zahl™.
LevmMa 1. Sei de N quadratfre, eld (e > 0) und

(2) ji=max{eld; e < V).

* Qekiivztor zwoiter Toil der Habilitationaschrift des Veriassors {Bonn, 1972).
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Dann gilt
(3) Gee Ny G =fge, (@ D) =1 -und g = n}inqﬂ(d).
e
LevmMa 2. Seien d und e wie in Lemma 1,
(4 b, : 2 d
(4) T (d+1,4) |6
und
' 1, wenn d=1(mod4),
() pr=1y o
,  wenn  d =2, 3 (mod4).
Dann gilt fir alle eld mit e < Vs
6—a
" 22,5‘
KU P} =2,
und '
—_— bg_a Q
(7) f D =g, wenn 4 =1(mod?2).

LsvwmaA 3. Fir alle pe P mit plnq, 9t (D]p) =

Die einfachen Beweise dieser Lemmafﬁa. geien demn Leser uberla;ssen
%o bezelchne die Menge der primitiven positiv-definiten bindren
quadratischen Formen mit der Diskriminante I Die Formen an?-- bary -
+ey® aus §, kiirzen wir mit (a, b, ¢) bzw. mit Q (2, ¥) ab. Dann ist b2 — 4a0

=D und f(b;a) = 0.

Derwrrron, 8el I :

= {2eC; Imz >0, 0< £Rez< ¥, [o|> 1)

+1/“"

(4 b, ¢)e Fp st redusiers 1o ———— e I'_ VI URand I' .

Satz A {vgl. [2]). (a, b, c)egfp W5t genau dann reduzieri, wenm -—a
sign b '
2

— < b a<1/f(—-.-—g) odw 0=b<a =

Sarzg B (vgl. [4]). Ist k(D) die Amal&l der Klassen in jedem Gesohlecht
von K, so gilt k(D) =1 genaw dann, wenn die Klassengruppe $ von K
isomorph 2u Zi7 dst mit ¢ = w( —D) 1= card{pe P; p|D}.

Sarz © (Dirichlet; vel. [2], B. 270). Sei Q;(2, ¥)y..., Qu(m, ¥) ein
- wollstdndiges System paarweise nichidquivalenter positiver pmmwwew quodra-
. tischer Formen amt dor Diskriminantef2D < 0, und s sei m e N mit {m, f == 1.

<hsgage --( ) gilt, d.h. wenn
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Ist W{m) die Anzahl der Darstellungen von m durch die Formen Q1 (@, ),
s Qulmy ) mit (m, y)e 2% so gilt

' D
1 —
{(8). ¥(m) = w I; (n)
7 Jir D= -3,f=1,

6
w = w(f*D):={4 fir D= —4, f=1,
2  fir fFD< —4.

Der folgende Satz ergibt sich wnmittelbar aus Satz O

Sarz D (Euler; vgl. [2], 8. 270). Sei D < —4, k(D) =1 und Q(w, 4)
eine positiv-definite Torm mit der Diskriminante D. Ist m eine zu D teiler-
fremde wativliche Zahl wnd besitzt die Gleichung Q(m,y) = m genon vier
verschiedene Ldsungen mit {z,y)e 2%, so ist me P.

2. Reduzierte Formen. Sei §':={d¢ N; d quadraifrei, k(D) = 1).
Wir leiten nun fir alle de & die vallgta.ndlge Menge der reduzmrten
Tormen her. :

Sarz 1. Sei g, wie in (1), b, wie in (1) definiert und e siets ein posiliver

Teiler von d. Ist de &', so0 smd alle reduzierten Formen Q = (a, b, ¢) mit
der Diskriminanie D bestimmt durch '
(e,0,dfe) mit e< 1/5,
Q =1(2¢,%,q) mit -e<Vi3, fir @ =1 (mod 4),
(Gey Bay o) il . I/Zi./g< e<Vd
(e,0,dle) mit e<Vd fiir 4 =2 (mod 4),
@ =1(e, e mit ¢ < Vi3 ' '
i el R 3 Fir 4 =3 (mod 4).
(Goy by g)  mit VaB<e<Va R

Beweis. B ist zu zeigen, daf alle angegebenen Formen die Diskri-
minante ) besifzen sowie reduziert sind und. daB ihre Gesamtzahl gleich
h(D) ist. Tm Fall @ = (e, 0, dfe) hat @ offensichtlich die Diskriminante D;

. b —
in den iibrigen Fillen folgt dieses wegen f (——2——?-) = g¢ ausg (6) bew. (7).
Fir d =1 {mod4) folgt aws e< 1/3: 0<e<Vd = Vf(0), aus
- oty e - e —_ d’
e<Vijs: 20<Vetd =Vfle) wnd aws VIS <e< Vi 0< (——e)

BILIP |

O < b, < g,



182 H. Maller

Alle Formen sind also nach Satz A redoziert. Setzen wir

Cy:=condfeld; 0<e<Vd) und Cp:=cardfeld; 0< ¢ < V[3},

s0 ist die Gesamtzahl ¢ dieser reduzierten Formen firx d = 1 (mod 4)
0 = O+ 0+ (0, — Cp) =20, =2 mit ¢ = w(=-D),

da d genan 2" verschiedene Teiler besitzt, wovon die Iilfte kleiner
als Vi ist. (Hier ist t2> 2, da fir d> 3 und ¢ =1 stets @ =3 (mod 4)
gilt.) Nach Satz B ist 2°°1 = h, also ¢ = h.

Fir d =2 (mod 4) tritt nur ein Formentyp auf, der wegen 0 < ¢
<V = Vf(0) reduziert ist. Die Anzahl dieser Formen ist gleich &, da
a2 verschledene Teiler hat, wovon die Hilfte (2 = h) klemei als Vd

ist, Fir d = 3 (mod 4) gilt schlieBlich ¢ < %}/62—}""(2 = l/f ( ), Wwenn

e < Va3 ist, und
1(d \ 1/d : -
0<E(-é——g)<z(?—f—e), dh. 0<b<gq fir Vd/3<e<Vid.

Also sind alle Formen reduziert, und ihre Gesamizahl ¢ ivt hier
0=014(0,—0,) =0, = 2! = k,
da @ genau 2~ verschiedene Teiler besitzt, die kleiner als V@ sind.

3. Assoziierte Zahlen. Mit. Hilfe von Satz 1 lagsen sich anell die zu
den Teilern von d assoziierten Zahlen genau begchreiber.

. BArz 3. Sei § wie in (2) definiert. Ist de R, s0 gil
e P fir alle old mit 1 <e< d,
0= ¢;, wenn d =23 (mod4) und by =1 4st,

g1 P sonst,

~ Bewels. Wegen ¢, = gy, kénnen wir ung auf Teiler ¢ von ¢ mit
1< e < Vd heschrinken.
Sei zunfchst d ungerade. Dann treten nach Satz 1 alle ¢, als letzle

Koeffizienten von reduzierten quadratischen® Formen Q mit der Dlhk’[‘l—

minante D auf, und zwar ist
(2’93, 2%, ¢,) fiir

e<Vaj3,
Vi3 <e< Vi,

(dey By s ) fiir

wobei 8 wie in () definiert sei.
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Tat im ersten Fall 2°¢ > 1, 80 gibt es.genau vier verschiedene Paare
(@, ) e Z° mit

% = @@, y) = 2% (e +y)+ q,9°,

némlich (0, 1) und (41, F 1); denn fiir y = 0 kann g, nicht dargestells
werden, da nach Lemma 1 (g,, D)} =1 gilt, und fir alle itbrigen Paare
(=, 4)e Z* nimmt @ (@, y) Werte an, die gréber als ¢, sind. Also folgt aus
Satz D, daB g, Primzahl ist.

Gilt im ersten Fall 27¢ = 1, 5o ist d =3 (mod 4) sowie ¢ = 1, und ¢,
besitzt genau dann mehr als vier Darstellungen durch @, wenn es ein
Quadrat int, eliwa

d-1 n+11\? "
gy == ) —.( 2) mib  ne N.

- 1/d
Wegen d = n(n-+2) ist n|d, »n < Yd und by, =3 (}I -%) =1, also

.._1 1(d 47,)2+d:|——i(d+ )zm 2
)”“x.L.[Z(W“ T 16 \w ] T

Da n = V?ﬂr‘f —1 = max{el/d; e< Vd} =j ist, gilt also ¢, =g¢; und
b, = b; = 1. Umgekehrt folgt aus € = 3 (mod 4) und ¥ = 1 ganz analog,
dal g; = ¢f ist. Im Fall @ = (g, b,, g,) besitzt g, stets genau die vier
Darstellungen (-1, 0), (0, =£1}; denn fiir alle Paare (%, ) e 22 mit 22 +42 >1
nimmt Q(z,y) nur Werte an, die grober als ¢, sind. Also folgt wieder
go¢ P Fiir d = 2 (mod 4) ist g, == d/e+¢, und g, besitzt vier Dargtellungen
durch die reduzierte Form

= (zﬁ

Q((L‘,y)‘zﬂﬂﬂ'ﬂ—kg—yz, nimlich (+1, 4=1), (1, 1);

fir jwy| > L nimmt @ (», y) offensichtlich nur Werte an, die grofier als ¢,
gind, und fir oy == 0 kann ¢, wegen (g,, D) = 1 nicht dargestellt werden.
Nach Satz 1 ist also auch hier stets g,e P.

4. Kleinste vollzerlegte Primzahl.
‘Sanz 3. Fir alle de & gilt

g(d) = ¢q; mit § = max{eld;e< V).

Beweis Nach Satz 2, Lemma 1 und Lemma § ist q < g;. Wir nehmen
an, es wire ¢ << ¢;. . ' ‘

Wegen ge Pund (D/g) =1 besitzt ¢ nach (8) genau vier verschiedene
Darstellungen durch eine der reduzierten Formen von Satz 1. Eine ein-

fache Minimumberechnung ergibt, daB die jeweils kleinsten zu I teiler-
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~ fremden Primzahlen, die dnneh diese reduzierten Formen dargestellt
werden kénunen, stets die Form ¢, haben oder grofier als 2°g, sind. Awus

¢ < g; folgt aber wegen (3), dab ¢ von allen g, verschieden ist, also ein |

Teiler von D gsein mitlite, was wegen (D/g) = 1 nicht méglich ist. Damit
gilt g = ¢;.

Satz 3 erlaubt es, g(d) nach unten abzuschiibzen. Da die Funktion
djw--wtiir 0 < 2 < Vd monoton fallend ish und ihr Minimuwm. Hir ¢ = Vg
annimmt, gilt dfe+o > 2Vd ftir ulle eld mil ¢ < Vd. Wegen g(d) == g
ist damit das folgende Lemma bewiesen:

Limanva 4. Fir alle de & gilt

= RRCE=Ie)

(d+1,4)
~ AuBerdem koénnen wir fir ungerades de{' die vollzerlegten Prim-
zahlen p angeben, die kleiner als ¥ —D/3 sind. Das folgende Lemma
stellt dainit die korrelte Form eines fehlerhaften Kriteriums von Swift [6]
dar, das von Swilt und anderen (vgl. [3] und dortige Vorankiindigung)
zur Berechnung der Diskriminanten D mit %(I) =1 oberbalb fester
Sehranken verwendet wurde.
Lunma 5. Sei de &' ungerade. Fiir eine Primzahl p gilt genau donn
p<V_D[3 und (Dp) =1, wenn p = q, mit VA3 < e<Vd ist. (Bel-

gpiele: siehe 5.) . +
" Beweis. Ist d ungerade, e|d und I/d/B <6< l/d" 50 gilt wegen der
Monotonie von dfx--x :
. . 1 — 1 _
fo (1/3 +__)|/
¢ V3

CES Va3 =vV-DJ3.

(d+] 4)

Nach Satz 2 und Lemma 3 i3t g,e P und (D/g,) = 1. Sei nun p < ¥ —D/3
eine vollzerlegte Primzahl. Wir nehmen an, p wikre von. allen g, mib
Vdj3 < ¢ < Vd verschieden. Wie schon bei dem Beweis von Satn 8 fest-
gestellt wurde, hat fiir alle de &' die kleinste zu D teilerfremde Primzahl,
- die durch eine reduzierte Form dargestellt wird, die Worm g,, oder sie
st groBer als 2%g,. Da g, > V - D3 gilb, wenn ¢ < Vd/d ist, komtnen
fiir die Darstellung von p nur die Formen @ == (g,, b,, ¢,) in Fra age, und p
kann nach unserer Aunnahme nicht gleich der Kleinsten dargestellten
vollzerlegten Primzahl g, sein.
Fir a*4-y% > 2 nimmt §(z, y) wegen

' ' b b
gt 4 bay + qy® = (_q—g) (@ +y%) + o (@ +y)t > 2g b
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nur Worte an, je gréler cder gleich 2¢,—#, sind. Dann ist aber

4e -
(@-+1,4)

P =2, —b, = ZT) _1/ — D3,

(CH-H

im Widerspruch zur Voraussetzung p < V= D/S Also muB p =g, und
I/d/% < ¢< Vi sein.

Obwohl die Ergebnisse dieser Arbeit vollig elementar sind, kénnen
sie doch bei der weiteren. Untersuchung der imaginir-quadratischen
Zahlkorper mit ocinklassigen Geschlechtern von Bedentung sein, da sie
einerseits ziemlich scharfe und handliche Kriterien fiir die Anwendung .
auf Rechenanlagen liefern und zum anderen, weil mit ihrer Hilfe schon

-eine geringe Verbesserung der oheren Abschitzung von ¢(d) zu einer

Schranke fiir D bzw. fir ¢ = @ (D) fihrt.

Bin Beispiel dafiir gibt das folgende Lemma, das in gewisser Weise
einem Satz von Baker und Schinzel [1] entspricht. In Theorem 1 wird
dort gezeigl, daf jedes Geschlecht primitiver binfirer quadratischer Formen
mit der Digkriminante D eine zu D teilerfremde natiirliche Zahl <
o(e) | D™+ darstellt, wobei & > 0 ist und ¢(s) nur von s abhiingt aber nicht
effektiv bekannt ist, und Theoreur 2 gibt eine (hypothetische) Schranke
fir alle D mit k(D) =1 in der Form |D|< C(e), wobei 0(e) fiir jedes
&< 1/8 effelztiv aun ¢(e) berechenbar ist.

Limniea 6. Ist g{d) < oy (e) d*° fir irgendein & mit 0 < s < 1/2 und
alle guadratfreien de N, so gilt fir alle de &

a< (231(3))1’57
Beweis. Nach Lemma 4 ist g{d) > 3Vd fir alle de ], Daraus folgt
sofort die obige Schranke.

Der folgende Satz, dessen Inhalt und Beweis der Verfagser einer
brieflichen Mitteilung von A. Schinzel verdankt, zeigt ohne Hypothesen —
aber nicht effeltiv, dal in der Voraussetzung von Lemma 6 ¢ (e) fir
alle e mit 0 < & < 1/8 existiert.

Barz (A, Schinzel). Far alle quodratfreien %aﬂwlwhm Zahlen & und
Jedes &> 0 gilt

q(d) < oy(e) &,

wobei ¢4(s) ¢ine von ¢ abhingige Konstanle ist.

Bewesis. Der Bewels kann dhnlich wie in [1] (Theorem 1) gefithrt
werden., Die folgende SchluBweise ist jedoch wesentlich kitrzer: Wenn
nur ein Geschlecht zur Diskriminante D existiert, ist D == de P, und
wogen (Dfp) == (p/d) libt sich das Brgebnis von [6] anwenden. Gibt es min-
destens zwei Geschlechter, 50 besitzt die kléinste zi D feilerfremde na-



186 H. Méller

tiirliche Zahl m, die durch eine nicht zum Haupitgeschlecht gehdérende
Form darstellbar ist, einen Primfaktor p mit (D/p) = 1. Nach [1] ist m
und damit anch p hichstens gleich a(e)} [ DP*.

5. Beispiele zu Lemma 5.
D =15 (p = 2), 35 (3), 84 (5), 91 (), 187 (7), 105 (7), 403 (L1), 420 (11),
485 (11), 483 (11), 632 (13), 555 (13}, 595 (13), 627 (13), 660 (13), 1012 (17),
1092 (17), 1155 (17), 1380 (19), 1428 (19), 1435 (19), 1995 (23), 3008 (29, 31),
3315 (29, 31), 5460'(37).
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- The Fourier expansion of Epstein’s zeta function for
totally real algebraic number fields and some
consequences for Dedekind’s zeta function

by
A. TErRRAS* (La Jolla, Calif.)

1. Imtroductiom. Let .If be a fotally real algebraic number field of
odd degree m > 1 (over Q). And suppose that the elags number of K
is one. We shall need. the following concepts from algebraic number theory.
For definitions, etc., one should refer to Lang [7]. Let Og denote the
ring of integers of K and Uy the unit group of 0. Suppose the m em-
beddings of K into R over @ are denoted @+ for j = 1,2,
Tet N mj[ ]1 o, for z¢ K. Lot dx be the absolute value of the discri-
minant of K and §; be the dLEfelent of K. The Dedekind zeta function
of K is

(1.1) te(s) = D Na=°, for Res>1.
0 Uxe

Here the sum is over non-zero infegers of K (0f = Ox—{0}) which are

not equivalent under multiplication by units. We use here the assumption

that the class number of X is one so that all ideals are principal in O.
We shall prove that

(1.2)  Lg(28)8™ 4 &l (m2L (1 — s)P(s)“l)m E(2—28) (1 —8)™

= —dZt = e

ale Ug,bad

1—28 m

H (K gos (2 AP B) +

-]

+dn Ia,(“b(f)]lfiﬂ_s(.‘/}n la,mb(’)])} .

K, (2) is the modified Bessel function of the second kind defined by (2.1);

ar, (=
K (2) = d( ) Here ¢ runs over non-zero integers of K non-equivalent
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