ACTA ARITHMETICA
XXX (1976)

Variations sur un théme de Siegel et Hecke
!

par

Hengrr CouprN (Talence)

0. Introduction. A la suite de travaux de plusieurs auteurs, en
particulier de Hecke, Siegel [6] a démontré le théoréme suivant (voir
[53], théoréme 19). :

Taforinos 0. Seit I un corps lotalement véel de degié v sur O; b la
différente de K ¢ k un entier positif pair. Posons:

0(7) = X a(myg (g = &™)

nzl

anee

(0) = 27 te(1—H),

Lt

TeHy, o@h

a,(n) = by Z(Na)"“‘l pour B2 l,

o B, = {wed™| @ » 0 ¢t Trw = n}. _ )

Alors 81 (v, k) # (1, 2),.9, ost une forme modulaire sur SL,{Z) de
poids rk. _

Lo cas particulier r =1 de ce théordme redonne le développement
en #érie de Pourier des séries d'Bisenstein, ot le cas exelu (v, k) = (1, 2)
*eom‘oﬁp(‘».ml.éx.l.’inexiﬁteneé de formes modulaires de poids 2 sur SL,(Z).

1. Cas des corps quadratiques réels. Hxplicitions ce théoréme pour
un corps quadratique réel K de diseriminant .D. Soit yp le caractére dé-
fini par

On a:

- __..wmé———) aveca, beZ, 0 = bD(modm}
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done: a ’ :
- A -
mn) = 33 W= 33 g, (@)
ial<a¥D - atnv P tal<n¥ D 02Dt
a=nn{mod3) “1’( 2—) a=nl (mods) J n
olt
Spnp(@ = 3 1.
- (ﬁ:ﬂ_@_)
g
Noomd
Or on a: ’
ProroRITION 1.1,
Sa,n,])(d) = xnle).
. D gl
c| (am,d, n v @ )

Démonstration. Convenons de représenter par des P les entiers

premiers décomposés, par P leurs facteurs (done (p) = PP), de méme
7 et R pour les ramifiés (donc (r) = R?); ¢ pour les inertes, On peut éerive:

(ﬂ%ﬂ=nwwnwnww

n2D —q?

PO [Tue ] ]

d'oln

Posons

a=[]#%] Tf":n gv.

On a done aj <o+ a;, B fiy 75 < 2y, S on borit:

o= [T 5 T8 [T '

on a:

Na = H}’:;'[';?nvf’?n q':y;".
(=22

Les conditions nécessaires et suffisantes sur a pour que a =

et Na = d sont done que pour tous les indices 4:

1) 2 ooy 0y <y B By v <y

’ TR o 7
@ = a; Cagy ;=B vi =2y
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Sgn.n(d) est done le nombre ddéanx o vérifiant les conditions {1.1).
Ces conditions etant indépendantes, on doit done avoir:

e pld) =[] ett,@)

ia
Ipremier

ot ¢(t, d) est le nombre de solutions de (1.1) en tenant compte uniquement
du facteur premier 1.
Nouy allons démontrer:

Lmmmr 1.2,

e(l, d) =
o<y, ({and,

XD(lﬂ) .

2p-..
B! edaz ))

La proposition 1.1 résulte immédiatement de ce lemme par multipli-
cativité. Nous distinguerons trois cas:

(a) ! inerte, done ! == ¢; pour un certain 4. On doit avoir y) = vi/2,
ce qui montre que ¢!, d) = 0 si »(d)¢ 2Z; sinon on a hien y{" = Vif2 < v,
done e(l, d) =1, d’ont

(1.2) e(l, d) = 2 (7).

0 fmyid)
Lemmzm 1.8, 8¢ 1 est inerte,
n2D — a2

o, (d) E'Ul((a’:'“':da ad

)) (mod 2).

n2D— o?
dd

BEn effet v(a,n)) < v,(d) et 'ul((a,%))<'vz(

21— %
sible car alors e, ('ﬁf‘"}fﬁ") >27J,((a, n)) ce qui contredit le fait que I

) est impos-

ext Inerte. Done

n2h — g# ' w2 — gt
’U{((af, Ty d’ ""'“";I.'&-"'-—----)) =3 U](d) con vy ( 45_—‘_) -

Mais

Nodd

p — R
q,z(f’.'f[z_l‘)lm,_,'f_) = 2%((&, ')’L)) ou 2@;((&, w)}—2

2Tl 27— gt .
(% D—a ) - ’I?z( i JJl W‘L) —ay(d), d’olt le lemme 1.8 puisque
4. !

(ce dernier cas ne pouvant re produire que pour I = 2},
Le lemme 1.2 est conséquence immédiate de (1.2) et du lemuue 1.3,

Cdans 1o cax 1 izertie.
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(b} T ramifié, donc I = r;. On doit avoir g = B; et on a bien g = g}
% B, done e{l, d) =1 &0 le lemme 1.2 dang le cas I ramifid,

{e) T décomposé, done I = p;. On doit avoir &+ a = u; aves @ < o
et Eﬁ< a;. Or on démontre aisément:

LpMME 1.4. 8i a, b, ¢ soni trois entiers positifs ou nuls vérifiant a < b+,
le nombre de couples (.L' yye N* tels que:

a=gz+y; ebh; y<e
ot
1+inf(e, b, e, b4+c—a).
Appliquant ceei & & == a;, b = a;, ¢ = a; on en déduit que
(7 d) = 1+inf(a;, ag, af, o;-+a;— o).

Considérons deux cas: _
ler cas: Inf(a, @) =v/{(a, n)). On en déduit:

s ntD - a*
e(l, d) =141 ((a ey hy, — ﬁww))

d’oﬂ lé lemme 1.2, ‘
2e cas: Inf{q, a;) == *u,((a,, fn)) ~1. Ce cas ne peut se produire
que 8il =2 (donc D = 1(mod8)) et »(a) # o(n). Mais dans ce cas on a

int ('vl(d), v, (@2—2—5——?2—)) < (e, n))—~

done on a encore

. — _ w2 —a?
inf(ay, @, oy a--0—op) =, ((“’y ., d, Y ))?

’olt le lemne 1.2 dans tous les cas, et donc la proposition 1.1,

La définition suivante nous Kerd utile pour simplifier les motuations
par la suite:

DERINITION 1.5, Soit ze € ot we R. On Aéfinit o, (@)
(8) §i we N—{0}, o,(2) = Y a,
: e
{b) .(0) = }Z(—e) pour z # ~1,
(¢} ou() ==0 8 x4 N.
TrtoriME 1.6. Pour tout n > 1:

Variations sur un thémie de Siegel et Hecke 67

Démonstration. IVaprés la proposition 1.1:

i, (m) == \“* 2 dr-1 - Z 1nle).

o] = n.]/D 22D ~n? ‘( w2 D»—:z‘)

a=ndd(mad ) &) —5—— ¢ |\ d, ==y
s .
Posons @ = ea’, d == ed’, - - = e@d. On a clairement
(H/P - (w/e D—a'?
Q) = oo done d R
! Ad’ 4 ’

et auNkl
@' = {n/e) D(mod2)

“k(”’)_ = 2 1y p(e) 2 Z‘ g

el e {<(nfe'D nfe)2n—a'2
a ﬁ(ﬂff)(])(l%(lﬂ 7 & |( ) N

d’ol1

doll 1o théoréme 1.6.

2. Caleul des valenrs aux emtiers négatifs de la fonction zéta dum
corps quadratique réel. Nous allous appliquer les résultats précédents
au caleul des valeurs anx entiers négatifs de la fonetion zéta d’un corps
quadratique réel K de discriminant D.

Pour tout k= 2 pair, soit:

4

, .
By(2) =1+ g:a W 2 Z op—1{n) g

la série 'Hisenstein normalisée de poids k. Soit d’autre part

A=q[Ta—gy.
il
On o alors (voir [6], p. 90):

ProposietonN 2.1, Soit w la dimension de Uespace des formes modulaires
de poids T (r = [Bf12] 8¢ & = mod12), r = 1-+[k/12] sinon), ef posons:
. - W) N
By pjn A7 = ) Ot @ -

e
iy

Alors &1 ,\"‘&nq” est Te développement de Fourier Tune forme modulaive

Sy SI;A( J) a!e poids k, on a:

Z Goetty = 0, et de plius ¢y 5 0.

[T Easd

On déduit de 001 te proposition et des thidorémes plécédents les vésul-
taty suivants:
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THEOREME 2.2.

1 O [D—o?
bl 1) = 75 D[P

: D—a
{xl )319-}&—_0—[}_ 03{D —a?) + (24 4 327,(2)) ’m( «i)],
bl 1) = geagg | ) o0 = w0=-128n(2~210) 3 25|

1 [ D—at
el —9) = 5o [Zag(ﬂ~a2)+(512xp(2)~a56)Zag(m = )]

[43

1 ~ 0D — a2\ - -~ .
15104000 [Za‘ U“( 1 ) 48 ; ou (D —af)

_ . cy ID—
(875 (3) + 48 21 1 (2) - 105660) Z n (“‘"’,I"ﬂ")]
. a e .

CK( —11)

et ainsi de sudle.
Les sommations sur a sont sons-entendues porter sur ae Z. Ces for-
mules sont & ma connaissance le moyen le plus rapide pour caleuler Zx(L —%).

3. Caleul de » o,

acZ
% = 0 ou 1(mod4) posons:

2
(m La ) pour % =2, 4. Powr fout ze € ot

u m— "
g (m) = A

s (2 mr), . cf. 1.5.
aek ‘
Nous supposerons que z = k—1 esb un entier positif impair. Noilre but
est d’obtenir dex relations entre les e,_;(m) pour différentes valeurs de m.
11 existe de telles relations pour tout & pair, mais nous nous limiterons pour
siniplifier aux cas & =2 et k = 4. Dans ces eas l'espace des formes mo-
duiaires de poids 2% est de dimension 1, et on déduit dene du tyhéoréme 0
Que. @, () = gg,_q (M)d; (1)

Apphquant Ia formule d’inversion de Mobius au théoréme 1.6 on
obtient le théoréme suivant:

TukorEME 3.1, 84 D est wn discriminant ot k=2 ou 4:

{2 Ay (@) (@) 0y (0 /d))c]{;—-!('D).'

din

9!:1’”'D
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La valeur de ¢,_, (D) est domnée par le théoréme 2.2. Réberivant
le théoréme 3.1 dans le langage des séries de Dirichlef, on obtient:

COROLLATRE 3.2.
o1 c_',_c_’_l'(%aD) Cr(l—RYE(8) L (s—2k+1)

AR OL(1—2k) L(s —k+1, xp)

f )
_ Lg(l—F) (1~p* " yp(2)p™%)
a1 m‘)k 1] (1 P (L —p¥ ™ '

P Dhrender

Pour p s 2 les facteurs locaux sont identiques & cenx de [4], p. 70-71,
en remplagant % par 2k--1. Pour k = 2, cela peut se déduire de [2] et du
théoréme 5.1,

On peut se demander i on peut caleuler les valeurs aux entiers ne-
gatify de la fonetion zéta d’un ordre du corps K grice aux formules pré-
cédentes. (Pest le can en effet si on définit

(Res > 1)

Crogls) = (N~

(A, =1

ol f est le conducteur de l'ordre. On a &lors en effet

sttt = [T (1= (2] 27) et —n

nlF

et le corollaire 3.2 donne done:
ProposrrioN 3.3, Pour k=2, 4
2:(1 —ak Sﬁ

0 3o (22222)

Ly f(1L—0) =

j‘".'. =1
clif aed

11 existe bien entendu dey formules analogues pour k2=

Remcbrqunns que le théortine 3.1 fournit la valeur de c,c,_](m) pour
m non carrd, puisque tout m qui plest pas un earré gléerit m = n2D ol
D et un diseriminant, Pour étre complet, ‘eherchons & caleuler Oy {1
{(tonjours powr k = 2 et 4). Démontrons d’abord:

Mimonimgs 3.4, Soient m eb n des entiers positifs queléonques, et 2e C

(%) ‘ %a(m = > #Fo ('nm)

iz, m)
)
o8 (’m d -

Yo (n—m

(b) Do

O seman

Z g

din Ofmt;n]ﬂ,
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Démonstration. (a) Nous allons raisonmer par récurrence gur
(i, m). Bi (n, m) =1, ¢’est trivial puisque o, est multiplicatif. Supposons
(%,. m) =>1 el que (fq‘) soit vrat pour tout #', m' avec (n', m') < (n, m).
Soit pl(n,m) premier. Posons n = p"a', m = p’m’' avee pta'm'; on
peut supposer par exemple < o done (#, m) = p(n’, m’), Qou:

 [nm -1 peHi m!
§= YoM o N g (2
~(d2 L L # d®
alin,m) dlqjﬂ(n’,m’)

Posant d == p¥d’:

- Ay z 2 T n '
§ == 2/ (Py)ao.ﬂ(paﬁ-ﬂ—..v) 2 dzgz ("—7.—:—')1
. 1< f ' &'|(w'y ) &
done par hypothése de réeurrence:
8 = g, (nVa,(m") E (pi’)zqz(pu-l-ﬂ—w)_
ey

Pour démontrer (a} il suffit done de montrer que

2 PV (p) = o, (p%) 0, (p"),

Dy
ce qui sefait sans difficulté, compte tenu de Pexpression explicite:
s p(zS«H)E__l
WP =Ty e 2 0 ap) = St

(b} D’aprés (a) on a:

8 = Z o ()0 (n—m) =

i
0mn osman d|(n,m)

puisque (m, n—m) = (n, m}, donc

- 3o (dm dm))
da
n ()aemrﬂnlui

d’ou Ie théoréme 3.4.
Revenant & notre probléme initial, on a:

o n?—a?\ Y
w= 3 al"T5) = X atnn-m,
asn (mod 2) ’ megn

D’oﬁ en appliguant la formule d’lnverslon de Mébiny au théordme 3.4 (b): |

=2y Z o,(m)s, (% *m).

din dsmen/d
Or on a la: '
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Proposrrion 3.5,

5 7
(1) D) aulm)ey(n—m) = - oy(n) ~ o (n),
O=smelin .
(2) Z ay(m)o,(n—m) = _1;'60'7(%)_
emieiie e

Cette propoxition résulte: immédiatement des identités clabmqueq
) /
Hy(e) = Byla)+ — By}, Bi(2) = Hy{2)

{voir par exemple [7], 1. 18-20).
On obtient done:

TaRoREME 3.6, -
' 5 17 n2
1) o) = S s, (E)“?
: dn
1 : b3
] Y p— Ea, ()
® (1) =55 7 w0 o (%)

@) A R U
Cam) 1 LE)—T)
2 2 w120 £(s—3)

Remarque. Convenons que pour D =1, {p = Lo Xlg- On eonstaut'e
que le corollaire 3.2 est valable aussi- pour D =1 % un terme covrectif

prég pour k== 2.
4. Relations entre 17, et 6. Posons

B(z) = Y ¢

(174

(g =¢

Are )

ot comme précédemment, ﬂoit

Bye) = —24 Somgt =124 3 alng".
'P?:}U . 3l .
Par définition nous aurons:

§(2) B, (42} = —24 ch(n
B -1
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Le paragraphe 3 peut done étre considéré comme une relation entre
et #,. Notre but ici est de démontrer d’autres relations. Tout d’abord:

TrEOREME 4.1.

-
() B(e)8'() = LB 0(6) + 0" (2),
(b) y(42) 0 (2) = F,(42)0(2) ;% 0" ().

Démonstration. On utilise la théorie des formes de poids  demi-
entier par rapport & 4,(4), au sens de Shimura [4]. On vérifie sans Deine
que pour {a) et pour (b) la différence des deux membres est une forme
modulaire de poids 9/2 sur A,(4). Or I'espace de ces formes est de dimension
3 (voir [4], p. 62) et il n’est pas difficile de voir que l'on peut en trouver
une base e, €,, 6; avec v ,(e,) = 0, Voo (€a) = 1,05,(e;) = 2, ol v, est 1’ordre
du zéro 4 Pinfini. 11 suffit done de voir que les trois premiers coefficients
/e Fourier de nos formes modulaires sont nuls obtenir le théoréme 4.1.

Nows verrons ultérieurement (proposition 8.3) que I’cn peut retrouver
le théoréme 4.1 de fagon plus , ~naturelle™, an lieu de faire une vérification
a posteriori. :

UOROLLATRE 4.2.

0 & m mlest pas wn carrd,

70— a2 n n—at} |
E at oy = — E ) —3
4 5 4 5T 8 n est wn carré.

@

Oe n'est autre que lo théoréme 4.1 (b) en explicitant les coefficients.
Le théoréme 4.1 {a) résulte d’ailleurs du corollaire 4.2 en changeant n
en 4u.

COROTLAIRE 4.3,

f(2) = ﬂ%)ﬂfﬁ
3
Posons
) = = Tu(e)

3
Combinant les théorémes 4.1 (a) et-(b) on obtient facilement
4F(2)6'(2) = I (2)6(2).

Il en résulte que F(z) = C0(2), eton a € =1 au vu de Ia valenr i IMintini
des deux fonctions.

icm
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Porons
02) = Nry(n)g".
n20
Le corollaire 4.3 g'écrit:
CororraiRE 4.4 {Jacobi).
ruln) = 8(0’1(')1-)—461(%/4:)) =8 2 .
. dn.atd

On retrouve aingi d’une fagon détournde le célébre théoréme de
Jacobi,

Remarque. Il existe des relations plus compliquées faisant infer-
venir les o,_;, k2 4 pair, analogue au corollaire 4.2. Citons par exemple
sans démontration 'analogue ponr o,: :

ProPORITION 4.5,

uy 7 — G H 7 — 02 ___’F_.v . (n—aﬁ)
.:}.JWU:’( i )232"3( 4—) o™\ +

el

st n est un carvé.

De telles formules se démontrent exactement cominele corollairs 4.2,
mais ley raisons de lenr existence (du moins dans le cas olt #» n'est pas un
carré) seront vues ultérienrement (proposition 8.7).

5. Application, an, caleul de 7;{n). En utilisant. les résultats précé-
dents nous pouvons caleuler le nombre #y(n) de représentations de n
en somme de 5 carrds. En effet, A’apres lo corollaire 4.4

! 2

% N gt n—s

py(n) = )J 7, (11— a2) ::82 oy (n— §%) — 52 g o‘l( .
|ﬂ|‘;]":ﬁ el el

=2 86, (40) — B2 oy (n).

Posons par convention Lgym(-—1L) = (Q‘Q(—l))2 = 114 4i n ext un

carré. 11 révulte alors facilement du théoréme 3.1 et de ce qui précéde:
Trmortve 5.1 Posons n == D(2°F)* o D est un discriminant ou 1,

foun entier impair ¢ ap ~1[e= ~len =2 ou 3(mods)] Al.ows:

oY
k.

—

i

() m= -

-3

(29°45 4.8 - 2(2) (2 3)) ; Ao (Didhe (Q) g
T
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COROLLATREE 5.2, 8¢ n est un discriminant, on a:

rs(n) = 480 (5 —2 (—2—)) Eowml —1).

On retrouve aingi d’une toute antre waniére les résultats de [2]
ST 7 (M), '
De méme la relation

75(n) = 8¢, (4n) — 326, (n)

jointe  au corollaire 3.2 et au théoréme h.1 permet de redémontrer Ia
formule de [4], p. 70, pour k = 5.

6. Généralisant la proposition 3.5 en utilisant la majoration a,
—0(n") dn n-itme coefficient d'une forme parabolique de poids & sur
81,(Z), il n’est pas difficile de montrer la:

ProPORITION 6.1. Soit k un entier impair. Alors quand n—-oo:

(I 4+1)) 8 +1)

o (m) oy (1) ~ T2k +2)2(2k+2)

o=Smn

0'2Ic+1('”') .

Cette proposition est connue au moing depuis Ramanujan. Plus
récemment, et par des méthodes totalement différentes Halberstam {Journ.
London Math. Soc. 24 (1949), p. 13-21) a démontré que la proposition
reste vraie si k est un nombre réel strictement positif guelcongue. Entin,
notons pour % == 0 le résultat d'Ingham {Journ. London Math. Soc.
(1927), p. 202-208):

6
N ey (m)oy(n—m) ~ = o’l(n)ng%@ quand n-+oa.

O<me=lit
7. Cas des corps cubiques totalement réels. Noug allons mainfienant
convidérer Papplication du théordéme 0 anx corps cubiques totalement réels.
Soit K == Q(6) un corps cubique totalement réel, oy et o, ley Q-iso-
morphismes non triviaux de K dans une cloture algébrique de X, et soit
enfin (w,, 1y, 4;) une base des entiers de K.
 Bi{dy, dy; dy) est 1a base duale de (uy, Uy, #,) Pour La traee (o ext-h-dive
Tr(duy) = &) alors (d,, dy, d,) sera une base de la codifférente 44,
Pour des raisons techniques nous supposerons la hase d’entiers cholsie
de telle facon gue Trd, = 1 (par exemple en choisissant wu, =1, co gui
est toujours possible).
On a d’aprés le théoréme 0:
(7.1} a{n) = ' 8,(d), ol
welly, 4| N(@6)

S (dy= D>'1.

Uzl
NU=d
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~3
ot

Premiére partie — Description de E,. On a le théoréme sni-
vant: '

TuiorEME 7.1. Supposons Trd, = 1. Seit T le triangle de sommets
(%gy Ug); [0ty O1l); (Foly, Oyt,). Alors:

B, = {e| & =nla{dy,— d;Trd) +b{dy— d, Trds) +-dy]; (a, b)e 4,}

odt A, ost Pensemble des points & coordonndes multiples de 1/n et & Dintérienr
du triangle 1.
Iin particulier, st 4, =1, on a:

B, = {o| © = n(ad,+bds+ds); (@, b)e 4,}.
Démonstration. On a:
#e 8 'eTa, b, ce Z tels que = ady+bd,-+ cd,.
La condition Trd, =1 entraine que ¢ = Trz—aTrd,—bTrd,, donc
' te B, =a=a(d—aTrd)+b(d,—d, Trd,) +nd,.

Par définition de d,, d,, dy, on a:

1] ’”1 . (431 'H.l Oy e
by = o (us] +o@|ogts] +our | ooty
¢ Uy Oy T Yy

d’ot en particulier:

afn @ fu, +01w gy +o'2m aoily

bin R \Ug n \oyite 1 \oyily

o8 Ogl i (m 0@ O
_ ? —

+ : ———) représente les coefficients
7 ® n

N
Puisgue — - )
b n n
a/n

baryeentriques de (
, hin

) par rapport aux sommets du triangle 7. 11 en

résulte gue:

23 0ea>0 e @0 on > 0,¢7(M%)e Ay

bin
Aol lo théordme 7.1.
On déduit également de cette démonstration le corvollaire suivant:
CoROLLAIRD 7.2, Sous les hypothéses du théoréme 7.1, soient (@, b)e A,
correspondont & me B, et a, B, v les coordonnées barycentrigues de (a, )
par rapport auzm sommets de T. Alors si D est le discriminant de XK:
' N (28) = n*Dapy.

Ceci permet de caleuler N(2d) géométriquement.
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Peuxziédme partie — Caleul de S,(d). Soient d, d' tels que d| N (24),
&1 N (2d) et (d, d') = 1. I1 est facile de voir que 'application qui au couple
{a, a’) avec a = wd, a’ o wdet No' = d', associe 'idéal aa’ est une bijection
sur I'ensemble des idéaux b > @6 avee Nb = dd". Il en résulte que §,(d)
est une fonetion multiplicative de d, et comme dans le cas quadratique
on peut écrire: ‘

Sp(d) = [ et, @)
itd
" Nous poserons a ==v,{d) et nous allons calenler 8 (I°) relon la manidre
dont 1 se décompose dans K

{a) I inerfe: Dans ce cax, i # = (a), on & « = 34 done § (I“) 0
§1 31 a et 8,(I") =1 si 3|2 puisque 1| N {%8).

(b) T = R} est ramifié: Dans ce cas si ﬁ =y, (a) on & a = done
8,17 =1, .

(e) I = RiP, est ramifié: Posons § = Vg (a)y y = 'vP (a). Les condi-
tions sur a s’crivent: @ = f+y et B <og (@d), »< op, (@d), sachant
que o< vg (@d) +vp, (28} puisque 171N (x8). On est done ramené anxE con-
ditions du lemme 14 et on en déduit:

avec  ofl, d) = 8, (179,

8,1 = 1+int(a, vg, (20), vp,(28), v, () +vp, (@8) —a}.

{d) 1 = D P, est partiellement décomposé, ot D, est un idéal premier
de degré 2: Posons f = vp(a), ¥ =vp,(a). Les conditions sur a s’éeri-
vent: a =28+ et ﬂ<fe:D (m&), v < Up, (26), sachant que o < 2vp (@d) +
—f—fqu(wé) puisque I*| N (¢d), Ttilisant le lemme 1.4 on en déduit al.sément'

8
Sm(lga) = 1 +inf (CL, QJ_DI(:L‘(S), [w]; ’HJJI (.L‘é) + [ﬂPz(?_)] ———O‘.)}

2

tp, (08).

_____:1_], vp, (®0) + [%(1?;_):‘}] B rx) ’

2

8, (1) == 1 +int (a, vp, (%8), [

(6) 1 =P PyP,; est totalement décomposd: Etant donndés 4 entiers
positits ou nuls a, b, ¢, d tels que a < b+-¢--d, woit N(a, b, ¢, d) le nombre
de triplets (@, y, 2) e N® tels que:

- @ =u+yte; eb; oy rsd
Alors on a:
8,17 = N, vp, (48), vp, (w5), vp, (28)).

En effet, si on pose f = wPl( by = eapg(a),' 8 = vp{a), lex conditions
sur g s’éerivent:

a =Byt

B<op (w0);  y<up,(@8); < U, (@8).
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11 rerait intéressant d’avoir une formule analogue & celle de la proposition
1.1 valable dans les cing cas. Malheureusement je n’ai pu trouver de telle
formule, sauf dansg le eas ot K est eyclique {done ol les cas (¢) ef (d) zont
exclus), mais elle n'est pas trés manipulable.

La difficulté tient entre autres au caloul de N(a, b, ¢, d), done & trou-
ver un analogue du lemme 1.4 pour trois variables. Dans cette direction,
on démontre sany difficulté la proposition suivante:

PrOPOSIEION 7.8, Soient a, b, ¢, d quatre entiers positifs ouw nuls véri-
fiants a<Sb++e+d, el soit Pla,b, e, d) lo domaine polyqowal défini par
les inégalités suivwnies:

{i) qup(a,wd <ty <
(i) 0 < &< sup (@, b),

(iil) 0 < ¥ < sup(a, o).

Alors N(a,b, e, d) est égal au nombre de points & coardonndes entiéres -
de Pla, b, ¢, d).

Par exemple, 8idb =4, ¢ =6,d = 7,0 = 9 P{9,4, 6

hachurée, donc N(Q 4,6, T = 31

7) est Ia partie

Troigiéme partie — Oa.lcul de {g(l-k). Utilisant la proposi-
tion 2.1 on obtient:
ProrosmioN 7.4.

Crl{—1) = — &5 (1),

‘ 1
;;rc(”“3) = 24570( a,(2 )+24c44( )}
txl( =) = 10:;73( ((2) +528a,(1)

el aimst de swite.
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Quatrietme partie — Exemples.
ExeMpPLE 1. Corps cubiques eycliques oil 3 est non ramifié. On peut
éerive K = Q(0) ol 6 est une racine de I’éguation
l-e e{n—3)41

Xy S X — =
| 3 27 0

avec ¢ = (u--27p%)/4, ol on a choisi u == 2(mod3), u =:v{mod2), Le
discriminant du corps K est égal & ¢2. On a:

b u-90+2 | 44430 1
0 = ¢gh) = —" — -- Py S—C L
5 ¢ 18 6o o+ ? o,
60 = gty = OTUTT2  urd Sy, 1,
18% . B v

Une base d’entiers est (6, 08, 026). La base duale, qui est done une base
de la coditférente est {dy, d,, d,) avec: '

(g, dy =(TEED 2Okl 18 i)

e ’ é ’ P

On a Trdy = Trd, = Trd, = 1. 8 on dcrit:
S & = ady -+ bdy +cd,
on a: '

e —Betu 2e2—u 49
———9%—*‘((]‘;3—«—1)34_63) + _g_;;+ ,U" (a2b+bzc —}-(320.") e

N{zd) =

262 — — Oy 26+ 3¢ - 2u
B bz b 2 ] e 1 oot e
13 (ab? 4 be? -+ cat) + 5 aba.
Enfin le triangle T' a pour sommets (9, o0}; (00, o%0); (020, 0).
.Prenons par exemple v = —7, ¥ = 1, done ¢ == 19 et K est lo corps
cubigque cyclique de diseriminant 192, Un ealeul numérique montre que:

6 =2.28514...; of =1.22188...; %0 = —2.50702 ...

d’olr la figure. -
Iy a done 9 points dans B, qui sont conjugués 3 4 3 par I trantor-

.H']FIJ'GIOI‘_I (0, 8)—(8,1—a—0). Les points conjnguds sont marqués dun.
vigne identique sur la figure. 8i on pose ¢ =1—a—b on a: -

N(zd) = 1_;1(“3 - b4 %)+ 41(a*b + b2¢ +- ¢t a) -+ 40 (ab? + be? +- 0a?) - 8h abe.
On trouve done: , .

C{x): N(2é) =1 pour (@, b) = (2, 1),(1,

(®): N(ad) =17 pour (a,b) '

(*}: N{(xd) = 11 pour (a, b)

_2)7(—2723;
(17 1)7 (]-: _“-1)’ (—17 1);
(0,0}, (0,1), (1, 0).

I

fi
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Quand N(xd) =1 on a #8 = @ done il 0’y a gun’un seul idéal a = @b,
Quand ¥ (wd) est un nombre premier, x4 est un idéal premier donc les
seuls idéaux contenant md sont #d et Og. Il en résulte que:

(1) == 3[L4+(14+75Y+(1+1151],
ap(1) = 3[3+TF L1151,
Emn particulier, on trouve:
{e(—1) = —1.

ExeMpLE 2. Soit K le corps cubique non abélien de discriminant
957. On a K = @Q{0), ol # est racine de 1'équation:

XX —4X +3 = 0.

| On sait que (#, 0%,1) est une base des entiers de X, d’ol en. api)elant.
(dy, dy, &) 1 base duale,
By o= ] @ = ady -+ by +dy; (@, Be 4},
Le triangle T a pour sommets: _
0, 05 (020, 5,0%; (020, 5,67,
Un calenl numérique montre que: '

50 = —1.919223 ...
0,0% = 3.65662 ...

0 = 071364 ...; 00 == 2.19869 .. ;
B = 0.50014 ...; 0,0% = 4.83424 ..;

d’olr la figure suivante:
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~2 -1 0 1 C2 E]

Il y a done 7 points dans #;. On obtient:

(1) N{xd) =3 pour (@, b) = (—1, 3), (0, 4), (1, 2},

(11) N{wd) = 5 pour (4, b}y = (0,2), (1, 4),

(iil) N (26) = 7 pour (a, d) = (1, 3),

(iv) N(@d) =9 pour (a, b) = (0, 3).
Quand N (#d) = 3, 5 ou 7 on sait que @6 ext premier, done les geuls idéaux
a > ad sont #d et Ox. Pour (a, b) = (0, 3) on a N(ad) =9 done on peuts
avoir #0 = Dy ou @6 = p,;p,. 1l faut faire un caloul explicite: D’aprdg
le théoréme 7.1, on a 2 = 3d,+d, done Tral =1, Trad = 0, Trag? =3
Par définition de la base duale. Ecrivant z — a-+b0--002 on en déduit

immédiatement que # = (02—106--86). Or on a

o 257
XX d X+ 3 = X (X~ X —1)(mod3)

avec Dy = (3, 02—0—-1). Or
04—100+86 = 02— 0—1(mod3) donc ad = Dy,

et & nouveau les seuls idéaux contenant #d sont @8 et 0.
On obtient donc en regroupant :,

a%(l) =743 % 3R—1 +92x pE—1 - qhe~1 . g1
et en particulier:

donc 3 = D,p

{p(~1) = - 2/8.

Conelusion. Ces caleuls se généralisent sans  difficulté & des
corps totalement réely de degré r quelconque: on choisit une base d’entiery
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(U1, Uy, oy} telle que la Dbase duale (dyyoony dy) véritie Tr(d,) =.1.
On a alors _
E, ::{m[ g = n_[ Z ai(cliwd,,’frdi)—]»d,]}
: 1<i<r—1

3\

ol (ay, ..., &,_,) parcrout P'ensemble des points & coordonnées multiples
de 1/n & lintérienr du (r—1)-simplexe de sommets (o, ..., O3 yy)
0=i<r—1, olt les o, font les @-isomorphismes de K dans une cléture
algébrique. Le reste des caleuls est semblable, et je pense que l'on devrait
pouvoir les programmer sur ordinateur sans trop de difficultés. De toutes
fagons, Cartier [1] ayant fait des tables étendues (par une wéthode comple-
tement différente et non finde), il serait inutile de le faire pour simplement
obtenir une table.

8. Series d’Eisenstein~Hecke. Le théoréme 0 découle en fait ealenl
explicite des coefficients de Fourier des formes modulaires de Hecke & plu-
sieurs variables attachées & K. Introduizons quelques notations.

Considérons € comme muni de sa strueture d’anneaun naturelle.
Si ve K nous noterons v, ..., v, les # conjugués de » dans O, avee v, = ».
Le corps K peub alors 8tre considéré eomme un sous-annean de € grice
a Papplication w—»{», ..., »,). De plus leg applications Trace et Norme
peuvent xe prolonger & €7 en posant '

Tr(r) =Tr(e, ..., %) =a+... Lz,
N(z) = N(2, ..

. &) = Ry ... Zp-

Hoit H le demi-plan de Poincaréd. Le groupe
@b\
SL,(0g) == {(ﬁ d) oy b, ¢, de O et ad—be = 1}

opive sur H™ grace & la formule snivante:

a b - Ay~ by Ay by a’rz?+br)
¢ d ey T gz, Cpptdy

i f est kolomorphe s H” on dit que f est une forme modulaire snr 81y (Og)
sioon a:

flrs) = (Ve A e),  pour touty =(7 7)< SLy (0.

Le théoréme de Siegel [6] §’énonce alors comme suit:
Tudorime 8.0, Soit K un corps totalement réel de degré v sur @, 8 la
différente de K et T un entier positif pair. Soit Gy la fonotion définie pour
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ze H' par;
| G2} == 27" (1 — R} -+ 2 0y () 2 TN )
prmd
0t a1 (%) Zugd;d(l\fa)’““l. . |
Alors si (7, k) (1, 2), @, est une forme modulaire de poids I sur
SLy(Ox) .

Le théoréme 0 est une conséqguence 11[1médu1.e du théoréme 8.0
enposantz, =z, = ... = 2,. Eneffet, dans cecasxic, deZ, on a (N (cz~-d))*
= (ca+d)".

Explicitons ce théordme pour un corps quadratique réel K de digeri-
minant D. Utilisant la proposition 1.1 et raisonnant exactement comme
dans le paragraphe 1, on obtient:

THEOREME 8.1. Posons pour {2, 2,)e H*:

Gulen o) =T Exll=B)+ D Y oy i(e, a)ge®

2=l gD

=) (mod2)
0%,
I #-8y
. T 3 q'l'ﬂ( )
g=¢ , T=e WD
2 — 2
il ) = 3 pplt)@ta, (2D )

(e, n)

Alovrs (y, est une forme modulaive de poide & sur 81, (0g).
Posons

_ B2 » By
2’ 2

La forme modulaire du théoréme 0 est done le terme constant du déve-
loppement de Fy(u, v) == Gi{u+v, u—v) au voisinage de » == 0. Regar-
dons les termes suivants de ce développement:

1 - e
Fk(u, %) =ZEK(1--75)"|"Z EC"&MI(“: 9?})@’* Z@m a:Df?’i!:w:! .
13 (/2

w0

Puisque 6, (—a,n) = 05 (&, n) les termes avec m impair sont nuls,
done '

' 1 OV (2i)?m ' '
B, 0) = —L(l=F)F 3 e M g® ™ g, (@, m).
; 4 m%{l (2m)1D 2 2 !

nzxl la} 1l D
d=1.0) (mod 2)
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Posons
7] i}
D, =— D, = —:
Yo’ o

pour s 21 on a donc:

] _ (im )™ —1 ~ .
(8.1) DY Fylw, 0) =——— > }_J @™o (a, n)
w2l lal<nVD
a=n D (mod 2)

et 81 on pose g, (u) = F,(u, 0), g, est la forme modnlaire du théordme 0

et on & _
1 s
gelw) = Le(—T)+ X g ¥ o (e, n).

2zl gl D
a=nD(mod 2)

Diantre part:,
ProposrrioN 8.2. Il ewiste une forme parabolique f, de poids 2k-+4
et une forme parabolique f, de poids 2k +8 sur SLy(Z) telles que:

1
a DiF(u, 0) =—"T" I .
( ) . [} h(’lb( O) 2k'+‘1 -Dugk(%) +f1('!6),
b)) DLFL (4, 0) = e DA ‘ £ ().
(b) ol i {1, 0) (%1 1)(2k - 3) D gy () + e %11 Dy fr(u) +fa(u)
Démomnstration. Daprés le théoréme 8.1, on A
1 1
Gk(”“”z'l": __z:) = eehGy(2y, 7).

Ceci s'éerit;

H
'Fk - y 3
wE— 92

v
2 k
P 'Uz) (w2— 02 Fu, v)
et la proposition 8.2 résulte . dn caleul long, mais sans difficultd,  de

. 1 y 1 | 1
D1, (""“ P 0)! .D;F;c("—“,;;, O)a ‘D":clﬂl.: (‘“J: O), DgDiEk ("“;r 0)_:
1
DiF, (—:;, 0).
Posons:

(Zim)* o) = D rpalnlg®s  (2im)fa(w) = zﬁw

nl a1

\

Les formules (4) et la proposition 8.2 (a), entrainent:

(26%)® (Zdm)®
D Zézc‘k—x(a’: n) =_2k,+1

&

n? 2 Op_y (@, m) 4+ (20) 21y 4 (%)
@
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Faisant I convolution des deux membres avec la fonction

p(m) gy (n)
on obtient aisément:

PROPORITION &.3.

. w2 D — a?
o Or1 4

e

D <Y 02D - a? . L : n
CTES qA\J i ( _ ) -]_DL A () 10 () g (&')

dln

Dans le cas k=2, on a: 7., = 7, = 0 puisqu’il nexiste pas de
forme.s paraboliques non nulles de poids 8, et on reiwouve le corollaire

2 pour le cas ol # n'est pas un carré. Dette formule apparait ainsi de
Iagon ,naturelle” comme coefficient du développement de la forme mo-
dulaire & deux variables attachée & K.

Considérons le cas k& = 4. On a 2k-+4 = 12 doncil existe 4 tel que
713(0) = Az(n), ol v(n) est la fonction de Ramannjan. Faisant s = 1,

on obtient:
- D g2 D v [ D-—a?
0= S (B22) -2 3, (222

aeZ ' aeZ

Prepant par exemple # == p premier, on obtient:
COROLLAYRE 8.4, 8% D est un discriminant:

2 i D —a? P20 LD —
2 — N —————
[ cZ “ 0‘3 ( . 4‘ ) . 9 Z 63 ( JJ: )

©(p) = P upn(p)+ 2 a2 .

—a?\ D Do
Zeal =) -5 2= (")

aeZ e

Cette formule donue un moyen rapide de caleul de 7(p). On a
Tonpa(M/d) = O((nj@y:+).

On en déduit:

COROLLAIRE 8.5, Quand n-»c0, on a:

S n:D—a? ) D

_ . w2l — q? k4L
4 - 2k+1 a‘z_o'k—-l( )+0(’n° ))

aeZ
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et en parlicilier:
ol w2 —at n2:D w2 — a2
atay,_ o~ o .
ko 4 2k -1 k= 4
aeZ e

Remarque 8.6. Plus généralement, il est vrai que, guand n-»oo,

on a:
2 ) a— 7?, 51 B e (47
a2, —~ G |——|-
=g Okl L MUY

aed aek

Par exemple, pour £ = 4, cela résulte de la propbsi‘uion +.5, Les formules
(8.1} et la proposition 8.2 (b) enfrainent:

(2im)* v, o (24n)t % 3 ”
e % @oy q(a,n) = (27(:—&3)_(91&-]-3) Z%Fl(ﬂ,%)-%-
Zim) xb6 . i
( ;—~)+ ()J W Tygpa (1) —}—(217:)"'1:“._}48(97,),

Traisant la convolution des deux membres avec la fonctlon u(n)n® 2y, (n)
on ohtient:

Prorposirion 8.7.

N7 gt n* ) — af
@Gy g ==
g, i

4

3{n2D)? Y (o-ﬁ])— a?
(2hL1)(2h+3) L2 T 4 +

aed

Al
Eyan 53‘1

"
o) 2o (@) Ty (m) +

. L . i
17 3 @)

o |#

Prenant & ==2, on obtient comme précédemment une nouvelle
fortule pour v{p) el on vérifie sans peine qu’elle est éguivalente an corol-
1;1110 8.4 griee & la proposition 4.5,

9. Formes modulaires sar 3 {p). Il existe un théoréme analogne
au théoréme 0, mais dans lequel le terme constant est essentiellement la
fonetion &, privée de ses factenrs locaux au-dessus 4’un nombre premjer .
La fonetion correspondante est une forme modulaite reulgment pour
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e groupe:
ro ={(7 g8, o = 0(moap))

De facon précize (voir [3], théoréme 19'):

Tukorivn 9.0. Gerdons les hypothéses du théoréme 0, ef soit p un
nombre premier. Fosons:

# ) = D aPn)g"
izl
aveec

wP0) = 27 L1~ T) [ [ (1— NP+,
: Hizp

d(m) = > D (N

o6y, a=ad
(o, 10)=2

powr  nz 1.

Alors ¢ est une forme moduluire de poids rk sur I'y(p) (y compris pour
(v, k) = (L, 2)).

Pour r =1, on obtient:
CororLAIRE 9.1. La série

B = (' b Sl (g
Y el

est modulaive de poids k sur Iy(p), ol on o p'osé:

oy (n) = ¥ @ = g, (m) —pt?
- d|r
L (@p)=1

Qe corollaire est évident directement puisque:

Ot (”/19) .

 BP(2) = By(e)— p* W, (p2).

Pour exploiter le théoréme 9.0 il faut connaitre la dimension de
Pespace vectoriel M ,f(]‘ ) des formes modulaires de poids & sur 17 o ().
Cette dimension est dounoe par le théordme suivant (voir [5]):

TriorME 9.2. Posons:

p4+17 . 3 :
g =[ 1o ] 8 p #1{modl2), ¢ = [”"12'"] 8 p = 1(mod12).

Alors g1 T = 2

A, ()] = 1 (k- i)m(l + (=) e+ (1 (2 oo
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Donnons une petite table de dim M, (I'y(p}):

N 2 3.5 7 11 | 13 | 17

2 1 1 1 h 2 1 2

10 3 4 10 | 11 | 14

o
-3

12 4 5 7 9 12 | 15 | 18

I i 7 9 14 | 15 | 20

10. Explicitons maintenant le théoréme 9.0 pour un corps quadra-
tique réel. Ra;lsonna;nt exactement comme dansg le pa,ra.graphe. 1, on ob-
tient:

THRoREME 10.1. Awvec les notations du théoréme 9.0, st K est un corps
quadratique véel de diseriminant D, on a:

Yyp(p) —1) {x(1—0),

- {(njd)*D —a®
i) = 3 gpiaias Y o (D=

dn ac
(d,p)=1

1
aP(0) = T (p* 1) (p*~

pour nz 1.
JOROLLAIRE 10.2. Soit K wn corps guadratique véel de discriminant
D. Posons:

1, .
B (0) =-;4;(1—p () x (=),
— - (njdypD — a“)
() = k-—-l LR S
b)) 2 d > Ot ( ip
an aez
(2,1)=1

Alors o fonetion: hi)(z)

= 2 b () g™ est une forme modulaive de poids
ok sur T'y(p).

=0
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En effet, si g,(#) est la forme modulaire du théoréme 0, la définition
de of?), montre que:

¢ = g,(2) — " 1 () gy (97) — ¥V ()

d’olt le corollaire. _
Nous nous servirons du lemme suivant, de démonsgtration inmé-
diate: ‘

Lmyve 10.3. On a powr tout a2 0 e z¢ ('

oy (P ®) = 05(1”“) o, () ‘*(%(Pu) "'1) Uz(m/p) .

On en déduit par exemple:
ProrosrrIonw 10.4.

BEP) = (0" 1) (64 (p* 72 D)) — p* P (p°1)

En effef, on a:

M,D— 2 - 2“.D“‘- 2
W= S (FTE)S, (£Dre

acZ 4.}’) we¥ 4“;0
oY P2 D — g e - -
= } Op1 (JJ"‘—F = O3 (P) 03—y (97" D) —p*~ BP (po-t)
0l .

d’olr la proposition.
Cette proposition' nous permet de caleuler ng")(p") par récurrence
Sur o,
' Nous allons appliquer les résultats précédents an calcul de (Ll —%)
pour un corps quadratique réel, pour & = ,2 et 4 pour simplifier.

Caleul de {z(—1). Il nous faut une proposition analogue & la Pro-
position 2.1. Je ne connais pag de formule géndrale, mais pour dey petits
nombres premiers, on a:

Propostrron 10.5. Soit fe M,(Ty(p)), f= 3 a,q'. Alors:
. =0

(a) Pour p = 2 : 240q, = @y — 8a,
P =3 240a; = a;,—274,,
=05 1 240a, = a5 —10a, — 354,
t 240a, = a; —~30a, — 28a,
P = 11: 240a, = 0y — 22ay — 884, + TTay,
P =13 2400, = a,,~19q, ~18ay — 358, -+ 9, .
(by De plus, pour p = 13, s f appartient aw sous-espace vectoriel B
engendré pay les séries ¢! (z), gui est de codimension 1, on a:

2400y = a,3—~130a, +-130a, + 520a,~1027a,.
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Démonstration. (a) Le théordme 9.2 fournit la dimension de
M, (I’o(p)). 11 suffit alors de trouver une base de M, To(p)) et de vérifier
ley égalités ci-dessus pour les éléments de la base. Ponr 2 < p <11, cela
est trés facile ear on s’apércoit que les séries g (z) engendrent M, (T, (p))
quand on fait varier le corps quadratique K. Pour P = 13 ceci n’est plus
vral, eb il faut vtiliser des moyens plus compliqués, par exemple des fone-
tions théta., Bien entendn ce ne sont que des véritications a posteriori,
mais on frouve facilement les coefficients nécessaires en résolvant un
systéme lindaire. _

(b) Utilisant le covollaire 10.2, il est facile de vérifier que les dléments
de X watisfont & équation:

Wog ~ Datyy = —13(ay —9a1,).

Comme on pent trouver des éléments, de M, 'Ty(13)) qui ne satisfont
pas & cefite condition (par exemple certaines des fonctions théta ci-dessus)
il en résulte que ¥ est de codimension an moing égale & 1, et B est exacte-
menti de codimension 1 car dimM,(I4(13)) =5 et dimE > 4. '
La relation 3a,— 4a, —15a, +28a, = 0 est satistaite par les éléments
(’une hase de 1, done par tout élément de B, et (b) en résulte puisque

Oy 190, 1805 — 350, + 90, — 37 (3a, — da, —15a, +28a1_)
==ty — 1308, +130a; + 5204, —1027a, .

On remarque en particulier gue pour 2 < p <13 et foute série P (2)
on peut écrire:

2400y = a,-+p 2 By

1im

avee les w, entiers ot m = dimMa(Pu(p))—l.-Il est naturel de penser que
eooj est vral pour tout p, toutefois je ne sais pas le démontrer.
Utilisant la proposition 10.4, on en déduit:

60 (1~ pyp(p)) Ly (1) o
D—q? -1 _
MR WN e T

el 4119 _ Isgim
ob puisque aprés le théoréme 2.2, 6 (D) = 60L,(—1):
. ' D—ad : :
. . ( ) .
601+ 25(2) £ (—1) = (lww.l);‘al( " ) - D e
. 14 2siem -

d’olt en explicitant pour 2 < p < 11.:
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Trkorime 10.8. Svit K un corps guadretigue véel de discriminant D).

S

- 55257 o) 345

o - (37 375

,(1 T (—1191—)) tel-1) = 55| S (21)4" “2) Yo, ( Dm"fi) "
RIEEEEpAE

o it est entendu que les sommations portent sur ae Z.
Ce théoréme appelle deux remarques:

D -
(a) Quand(?) # —1 cela permet de calculer (1) plus rapide-

ment que par le théoréme 2.2. Par exemple, 8i D == 0(mod 3}, Ia deuxitme
formule fournit un moyen. 3 fois plus rapide pour calculer {( —1).

(b) Le dénominatenr dans le membre de droite est bien meillenr

que celui du théordme 2.2. Par exemple, Ia deuxiéme formule montre
que si D = 2(mod3), alors 6f(~1) est entier, ce qui n'est pas évident

par le théoréme 2,2. (En fait 6l (—1) est entier sauf pour B =B et
D =3). _

Calcul de {x(—3). De facon analoque i I proposition 10.5, on a:
PROPOSITION 10.9. Soit fe M, o(Lolp))y f= 2 o', Alors:

P =2: 76804, = — &y -+160, — 1400,

P = 3: 4800y = a;—18a,-+1350,.

Do Panalogue du théoréme 10.8:

Tufiorkme 10.10. Soit K un corps quadratique réel de diseriminamt D

Bl = S22 ) 525
ool - o252 (252
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11. Applications. Dans ee paragraphe, nous donnons quelques
applications des résultats du paragraphe 10.
Combinant la premiére formule du théoréme 10.8 avec les théordmes

D
2.2 et 3.1, on obtient aisément, suivant les valeurs de (—2—)

PrOPOSITION 11.1. Soit m' = 2, 3(mod4) sans facteur carré, K = Q(l/ﬁ):

D aim—a) =2 N oy(m—a%) = 36x( 1),
gram{mod 2) aecZ
S am—a) =2 ¥ oymat) = 240 (1),
azm(mods) 8 acZ '
rs(m) =20 oy (m—a?).
) ) agm(mod?)
En effet, on a . _
1 o m — o> 1 s
{x(—1) BET) 171( 2 ) =36 o, (m—a?)
ey, (10.00,2) asm(mod 2)

puaisgque (m-—a*)/2 est toujours impair quand o = m{mod2).
PROPOSITION 11.2. Soit m = 1(mod8) sans factewr carré, K = Q(Vm):

23 23 T m— a?
2 ay(m—a?) = ﬁ-Zal(m—aB) =5 2 0‘1( )
asZ

)= 9765 (1),

& impair aimpair
12 1 - 12 m-— a? '
Z oy (M —a?) == o (m—at) = Z o — 1447 (1),
35 LB e 4
apair ac aimpair

ro(m) = 10 2 oy {m— a?).

apain

Ceci résulte facilement des identités:

2 ay (m —a?) = (9-—9 (g“))

e . am=m(mod2)

— g2 '
1 ( m ) ﬂ-b—-) (théoréme 3.1)

et

) — @ m— at .
0y (M~ a?) = 76,(m 40‘—-) —601( 5 ) si 4j{m—a?)
: (lerome 10.3).

Enfin, pour B = B(mod8) Ia premiére formule du théoréme 10._8
go réduoit & une taivialité, Toutefois, on démontre élémentairement & partir
du théoréme 2.2 I'analogne des propositions 11.1 et 11.2:
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Proposrtron 11.3. Sodt m == 5(mod8) sans factéwr carré, K

= Q(Vm)
T ‘ al nm—a?
Z oum—at) =— Zal(m—a‘&) — Z o (—T_“) = 42005 ( —1),
aimpair T gk mmpair '
T Y b m— a2
}_J oy (m — a?) =-—Z ay(m—a%) = 4 ﬁ\J o (“"{i“) = 2408 ( 1),
apair cimpade
rg(m) = 8 E oy (m—a?) =14 E 0'1(m~—q.2).
aimpalr apair
Expliciﬁons maintenant la deuxidme formule dn théoréme 10.8.
On obtient:

Prorogrrion 114, (a) 8% D = 1{mod3), alors:

1 v [D—ab
=) =g 3o [P
. 3o
(b} 8i D = 0(mod3}, aglors:
1 D —9a* I A —at
—1 L e e tecll - .
a1 =g > (P50 -5 )m( )

On peut déduire de cette proposition un corollaire amuasant:

COoROLLATRE 11.5. Supposons D =6(mod9). Alors: Cp(—1) est
entier 80 D = 24 ({x{—1) =1/2 3i D = 24). : :

Démonstration. On a d’abord le lemme .suwant

Ievve 11.6. ' '

# = 2(mod3) =i (%) = 0(mod3).

En effet, & n'est 1'm un carré; si-dy, ..., d; sont les diviseurs de o
plus petits que Va, on a d;+(2d;) = (& —E—a:)/di ot 84 d, alors que d}

(mod3) done 3|di--z, d'oit le 1611111’16

Or d’aprés la proposition 11.4 (b), 8i D = 6(mod9), on a:

" I —8a% o .
ot T {mod 3);

pg

=g 2,

1 D—9g2
RUT

le lemme 11.6 entraine donc que {x{ 1) est 8-entier.
De plus, i D est impadr: '

O (D—9a2| D—9a? '
Z ¢ ("“"”1“53"_) =9 Z o (-Hﬁ—-) = 0(mod?)

aed a>0

icm
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et si D est pair pour la méme raison de symétrie, on a:

Y D —9a? D
Z oy (T) = gy (E) (mod2),

acZ

Or il est immédiat que oy(x) = 1(mod2)«2 est un carré ol le double
d'un earréd. Comme D/12 = 2(mod3) par hypothése, seule Ia possibilité
D12 = 2n? existe, ot comme D12 est sans facteur carré oy (D/12) n'est
impair que #i D12 = 2, d’oh le corcllaire. . *
Un rajsonnement analogue conduirait au résultat svivant:
Proposrron 11.7. Seit ¢ = 3(mod4) premier, el D un discriminani

de lo forme D = pn avec (—g—) = —1. Alors, pour p > 3:

5o
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