Propriétés additives. I.

Par
J. G, van der Corput (Groningen).

§ 1. Introduction.

La théorie additive des nombres est la partie de la susdite science
dans laquelle 'addition -est ou bien la seule ou bien la principale opéra-
tion figurant dans les problémes. Le probléme le plus important qui se
présente dans ce domaine est la question de savoir quels nombres peu-
vent étre écrits comme la somme de deux ou plus de deux termes pos-
sédant une propriété donnée; on peut se demander en outre de combien
de maniéres différentes un nombre donné peut étre écrit sous cette
forme. Par exemple la proposition de Landau que tout entier assez
grand est la somme de huit cubes positifs, appartient a la théorie
additive des nombres malgré le fait que la notion d'un cube s'appuie
sur la multiplication et non sur l'addition. Le théoréme de Vinogradow
que tout entier suffisamment grand est la somme de trois nombres
premiers, montre un phénoméne analogue. Ce théoréme est également
considéré comme appartenant a la théorie additive des nombres, quoi-
que la notion de nombre premier, qui est définie par des propriétés de
divisibilité, n'appartienne pas strictement 4 cette théorie.

Dans le second paragraphe de cette communication je déduirai
trois théorémes qui sont fondamentaux pour la théorie additive des
nombres et que j'appellerai respectivement les théorémes A, Bet C.
Chacune de ces propositions se rattache & une certaine classe de
problémes que je désignerai par la méme lettre; la classe A est formée
par les problémes qu'on peut traiter avec le théoréme A, etc. Je divi-
serai chacune de ces trois classes en trois catégories, que je distinguerai
par I, Il et IIl. Par exemple C1 est la premiére catégorie de la classe C.
Considérons d'abord les neuf catégories de problémes, ainsi obtenues.

@ ©
lm J. G. van der Corput: Propriétés additives. 1. 181

A1 Soit !Myl,.,.,ys] un polynome qui prend des valeurs entiéres

pour toutes les valeurs entiéres des nombres y,,...,y. Posons d’abord
. S

la question quels sont les nombres ¢ qui peuvent é&tre écrits sous la forme

(1] ¢[y11-‘-,ys)=t,

ol (y‘,...,ys) désigne un point & coordonnées entiéres appartenant a un
certain domaine Y et vérifiant les congruences

Yy, =u

(mod. U) b=1,...,9),

)

u_ et U >0 étant des entiers donnés. Considérons encore un probléme
plus général. Introduisons deux nombres naturels m et n, en outre mn
entiers by, et n nombres naturels s, ot p parcourt le systéme 1,2,...,m
tandis que v parcourt le systéme 1,2,...,n Introduisons ensuite n po-
Iynomes b, b"'l""’yv,s.,] (v=1,...,n), qui prennent des valeurs entiéres
pour toutes les valeurs entiéres de Yy or ¥, s Je considére comme
15y
appartenant aussi & la catégorie A1 le probléeme de savoir quels sys-

témes t={(t,...,f ) peuvent étre écrits sous la forme
3
2 2 b b1y ,..',yyysv)—_-t (p=1,...,m),

, 5v] est un point appartenant & un domaine donné Y, et

ol (Y5000 ¥

pour lequel on a
{3) Vs =Hys (mOd U‘/:]'

fv=1,..., myo=1,..., 8), uy,; et U, ;>0 désignant des entiers donnés.

A 1I. Nous posons les mémes questions que dans A [, mais main-
tenant nous imposons aux nombres y ..., ¥, la condition d'étre des
mnombres premiers. Le théoréme de Vinogradow que tout nombre impair
assez grand est la somme de trois nombres premiers, appartient i cette
.catégorie. De méme la proposition que tout nombre impair est la somme
de deux nombres premiers diminuée d'un nombre premier. Dans les
catégories A II, B Il et C Il je supposerai que u,, soit premier avec
U, et que y,; soit > 2 pour tout point [y“,...,yvlsv) appartenant a Y.
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A III. Cette catégorie est une combinaison des deux précédentes.
Je partage les s +...+4s, couples (v, o), ot Vv parcourt le systéme
1,. ., n, et 6 le systétme 1,...,s, en deux familles et j'exige que pour
un couple de la premiére famille y,, soit un nombre premier. Je sup-
pose pour chaque couple (v,6) de la premiére famille que u,; soit pre-
mier avec U,; et que y,; soit> 2 pour tout point (y,,.. .,yv’sy) appar-
tenant a Y.

Si la premiére famille ne contient aucun couple, on retrouve la ca-
tégorie A I, et s'il n'y a aucun couple dans la seconde, on obtient A I
Les propositions que chaque entier assez grand est la somme de deux
nombres premiers augmentée d'un carré, et que chaque entier peut étre
écrit d'une infinité de maniéres comme la somme de deux nombres pre-
miers diminuée d'un carré, appartient 4 la catégorie A III.

B L. Considérons encore la relation (1). Introduisons un entier i3
et cherchons une régle qui nous permette de décider pour beaucoup de
nombres naturels 1< X, s'ils peuvent étre écrits sous la forme (1) ou
non. Il n'est pas nécessaire que cette régle soit valable pour tous les
nombres naturels 1= X, mais j'exige que le nombre des exceptions soit
petit par rapport a X, c'est-d-dire, N'(X) désignant le nombre des
nombres naturels {= X, auxquels la régle trouvée n'est pas applicable,
j'exige que I—Y}QO tend vers zéro, si .\ croit indéfiniment. Cela étant, je

dis que la régle vaut pour presque chaque nombre naturel {=.Y, Mais

j'exige plus, 4 savoir qu’a tout nombre @ indépendant de X corresponde
un nombre ¢, indépendant de X tel que N'(X) soit inférieur a

¢, X (log X) ™. Jexprimerai ce fait en disant que cette régle vaut
pour & peu prés (dans le sens faible) chaque nombre naturel = X.
Parlons plus amplement de cette notion ,,4 peu prés'’ (en allemand:
nahezu; en anglais: nearly; en néerlandais: vrijwel). Partout dans cet
article je parlerai de certaines quantités que j'appellerai fixes. Quand
je dis dans une assertion qu'il existe un nombre fixe avec une certaine
propriété, je veux dire qu'il est possible de trouver un nombre qui
posséde cette propriété et qui est défini univoquement par les nombres
fixes déja nommés. Par exemple pour tout nombre fixe positif ¢ et pour
tout nombre naturel # le nombre des diviseurs de i est inférieur a c, 1l ott

¢; est fixe. Dans ce cas ,fixe” veut dire: indépendant de .

La notation §<<Iy, introduite par M. Vinogradow, veut dire qu'il
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Partout dans cet article figurera un entier X=3, qui n'est pas
fixe; je désignerai log X par x. Je dis qu'a peu prés (dans le sens
faible) chaque élément d'un systtme posséde une certaine propriété si
pour tout nombre fixe @ le nombre des éléments du systeme qui ne
possédent pas cette propriété, est << Nx~%, od N désigne le nombre
total des éléments du systéme.

Avec cette nouvelle notion nous pouvons énoncer le probléme cité
ci-dessus de la maniére suivante: on demande une régle qui mnous per-
mette de décider pour i peu prés (dans le sens faible) chaque nombre
naturel /=X, si un tel nombre peut étre écrit sous la forme (1) ou non;
dans cette forme (y,,... /¥, est un point situé dans un certain domaine

et dont les coordonnées satisfont a certaines congruences.

De la méme maniére on étudie le systtme (2). On demande une
régle qui décide pour i peu prés (dans le sens faible) chaque systéme ¢,
formé par m nombres naturels tpé X, si un tel systéme peut étre mis
sous la forme (2) ou non.

Je dis qu'd peu prés (dans le sens fort) chaque élément d'un
systé ne posséde une certaine propriété s'il existe un nombre positif

fixe o tel que le nombre des éléments, qui ne possédent pas cette

propriété, soit —< N X~ ot N désigne le nombre total des &léments
du systtme. Exemple: & peu prés (dans le sens fort) chaque nombre
naturel =X est la somme de cing cubes positifs; 4 peu prés (dans le
sens faible) chaque nombre naturel =X est la somme des cubes de
cing nombres premiers.

B Il. Nous posons les mémes questions que dans B I, mais
maintenant nous exigeons en outre que les entiers Vit s Vg respecti-
vement y, vV=1,...,n 6= 1,...,sv) soient des nombres premiers. Le
théoréme qu'da peu prés (dans le sens faible) chaque nombre positif
pair =X est la somme de deux nombres premiers, appartient i cette
catégorie.

B 1ll. Nous partageons encore les couples (v,d) en deux familles
et nous exigeons pour un couple de la premiére famille que y  soit
premier et appartienne & une progression arithmétique donnée. Cette
catégorie contient par exemple la proposition qu'd peu prés (dans le
sens faible) chaque nombre naturel = X est égal & un nombre premier,
augmenté d'un carré; également le théoréme qu'a peu prés (dans le sens
faible) chaque nombre naturel =X est un nombre premier, diminué d'un
cube.
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C 1. Etudions encore (1). Dans la classe C nous ne considérons
pas tous les nombres naturels =X, mais seulement ceux qui appar-
tiennent & une suite donnée. Dans cette classe nous cherchons une régle
qui nous permette de décider pour & peu prés chaque nombre naturel
t <X appartenant i cette suite, si un tel nombre posséde la forme (1} ou
non, (yl,...,ys) désignant un point du domaine Y, a coordonnées entiéres
satisfaisant & certaines congruences. Le méme probléme se présente
dans l'éstude du systéme (2), si nous considérons seulement les nombres
naturels #, <.X appartenant & des suites données.

C Il et C Il Ces deux catégories sont analogues 4 la
catégorie précédente, mais maintenant nous exigeons que toutes ou
certaines des inconnues soient des nombres premiers. C Il par
exemple contient la proposition qu'da peu prés (dans le sens faible)
chaque carré pair = X est la somme de deux nombres premiers;
le nombre des carrés pairs < X qui ne possédent pas cette forme, est

donc par exemple <<< yE\'—x —100, 13 catégorie C IlII renferme le théo-

réme qu'a peu prés (dans le sens faible) chaque puissance cinquidme = X

qui n'est pas égale & un multiple de 8 augmenté de 0, 1 ou 5, peut
stre écrite comme la somme de deux nombres premiers impairs, aug-
mentée de deux carrés impairs; le nombre des exceptions est donc par
exemple <<XFx ™ [l va sans dire que les nombres qui sont
sgaux 2 un multiple de 8 augmenté de 0, 1 ou 5, n'entrent pas en
considération.

Notre premiére tiche sera de chercher un énoncé qui nous per-
mette. d'appliquer des méthodes analytiques. Je vais d'abord expliquer
par un probléme particulier de quelle maniére cela peut se faire. Le
nombre des maniéres d'écrire un entier >4 comme la somme de deux
nombres premiers impairs est égal a

(4) L= 2

v =t

r()r’ (v,

stendu aux paires d'entiers v 3 et v'>3, dont la somme vaut #; dans
cette formule 7 (v) =1 (v) est égal & 1 ou 0, selon que v est premier
ou non.

Si L(f) est positif, t est la somme de deux nombres premiers im-
pairs, La question de savoir si { est la somme de deux nombres pre-
miers impairs revient donc A celle de savoir si L(f) est positif ou non.
Nous ne savons pas encore, si L(f) est positif pour tout nombre pair
{ >4, mais nous avons démontré qu'il en est ainsi pour & peu prés
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(dans le sens faible) tout nombre positif pair <X. Nous savons méme
plus: { désignant un nombre fixe quelconque, on a pour a peu prés
(dans le sens faible) chaque nombre positif pair <X

(2]
5 L) =(Q14++—F A
) 0 = (4 o7 ) 2020,
ol j (‘ﬂ <1 et

(®) A= 2

U =

p (e (),

étendu aux paires d'entiers v>3 et v'» 3 dont la somme égale f; dans
cette formule nous avons posé

P = 0) = [y
7 Z-K 1 B=l o k= -1,
) =KD 7=, etK= 1 (- g g
p>2

oii le premier produit est étendu a tous les facteurs premiers impairs
p de t, tandis que le second est étendu & tous les nombres premiers
est celui de ~—t;;— et est donc dé-
log® i

fini, dés que l'on connait l'ordre de grandeur de #, mais I'ordre de gran-
deur du facteur Z (i) dépend du caractére arithmétique de ¢ et est
grand pour un nombre naturel # qui posséde beaucoup de petits facteurs
premiers impairs. On peut s’attendre & ce qu'un tel nombre puisse étre
écrit de beaucoup de maniéres différentes comme la somme de deux
nombres premiers. L'expérience fournit le méme résultat; par exemple
4996 =122, 1249; 4998 =2.3.7%.17 et 5000 =2%5* peuvent é&ire écrits
respectivement de 124, 288 et 150 maniéres comme la somme de deux
nombres premiers impairs, de sorte que pour 4998 qui posséde les fac-
teurs 3 et 7, le nombre des décompositions est relativement grand.

p>2. L'ordre de grandeur de A (i)

Il est évident que (5) est aussi valable pour tout nombre impair
1> 1, si nous posons pour un tel nombre Z(#)=0. Le fait que (5) est
vérifié pour 4 peu prés (dans le sens faible) chaque nombre positif < X
découle du fait que

X
9]

S LO-Z® AW <<Xx

=2

pour tout nombre fixe Q.
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Passons aprés cette remarque préliminaire aux problémes généraux.

J'introduis deux nombres naturels fixes m et n>m, en outre mn
entiers fixes b}W (b=1,...,m;v=1,...,n) et n fonctions r, (v), définies
pour chaque entier v; j'adjoins 4 chaque systéme ? de m entiers #,...t_
la somme

(8) L= r (v)...r, ()

ol ¥, est étendu aux entiers v,,...,v,, vérifiant les m relations

n
(9) 2 bp_v Uy=tu (IL=1,.-., m);

v=1

je suppose que la série figurant dans le membre de droite de (8) con-
verge absolument. Posons le probléme de déduire pour la fonction
L (#) une formule approximative. Les théorémes fondamentaux, qui nous
permettent dans beaucoup de cas de trouver une telle formule, sont
longs et compliqués, mais je vais donner ici, quelques renseignements
sur ces trois propositions. Commengons par la condition E qui est com-
mune aux trois théorémes. J'adjoins & la fonction r,(v) (V=1,...,n) une
fonction p_(v) telle que les deux sommes

3’ ry(v) et E" py (v)

U =—00 U =00

possédent approximativement les mémes valeurs. Mais j'exige plus: je
suppose que pour tout nombre naturel ¢ et pour tout entier k la
somme

2 (o)
v=k (mod. q)

soit approximativement égale a la somme

]

(t0) > e,

s}

]

multipiée par un facteur qui dépend seulement de q et de k.

Je puis énoncer ce qui précéde d’une autre maniére. Comparons
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(11 2 ettt ()

0 =—c0

4 la somme (10). Tout d’'abord nous exigeons donc que ces deux som-

mes possédent pour 2 =0 une méme valeur approximative. Si « est égal

a une fraction irréductible ‘;,, la somme (11) peut étre mise sous la

forme
g—1 2niak
e 9 2
k=0 v = k (mod q)

et posséde donc, si ¢ n'est pas trop grand, une valeur qui est appro-
ximativement égale 4 la somme (10), multipliée par un facteur qui ne

dépend que de la fraction irréductible —%- et que je désignerai par

z, (g,) Je supposerai en outre que l'expression (11) garde approxima-
tivement la méme valeur, si # est situé dans le voisinage immédiat de

la fraction irréductible 3 i petit dénominateur, et qu'elle est pour

v=1,2,...,m approximativement égale a zéro, si = n’est pas situé dans
le voisinage immédiat d'une fraction a petit denominateur.

Dans les applications les fonctions r, () sont données par les pro-
blemes et peuvent étre trés irréguliéres, mais¥nous choisissons les fonc-
tions p, (v), que nous leur adjoignons nous-mémes, aussi simples que
possible.

Dans ce petit résumé de la condition E, commune aux trois théo-
rémes fondamentaux, j’ai essayé d'énoncer le fond essentiel de cette
condition. Comme le lecteur le voit, il ne ,s'agit ici que de valeurs
moyennes des fonctions e2™i%0p (p) et c’est précisément le grand mé-
rite de M. M. Siegel et Vinogradow d'avoir démontré que cette condi-
tion est verifiée pour beaucoup de problémes dont il est question
a présent.

Le but de cet article est d'étudier quels points t=(f,...,1,) & m

coordonnées entiéres peuvent étre mis sous la forme
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n
> by vy=1, (p=1,...,m),

y=1

(12)

ou m,n i i
,n et b,w sont des entiers fixes, n=m=>0 et on Uyy.nn,0 dé-
n

signent des entiers possédant i iété
fonent ces p certaines propriétés. Je suppose que le

(13)

:ile s'annule pas. Désignons par b~ le nombre des points = (t T )
. =y,
ont les coordonnées sont > 0 ef <1 et qui possédent la propriété que

m
les n nombres ¥ b

e %, (V=1....,n) solent entiers,

Co i
mme nous le verrons, dans ce cas il y a un lien étroit entre
L(t) et la somme analogue

A =2 ¢ (w)...p,v).

Pour beaucoup de points ¢ la valeur approximative cherchée de L (1)

est édale & bA(Y), Itiplié i de
o (), multiplié par un facteur Z(t) qui dépend de la

s ( q
Od -
v S d us. Comm nous 1 I'T

(cilans le? applications, 'ordre de grandeur de A{f) est défini par celui

esdenhers tjy...s1,, tandis que l'ordre de grandeur du facteur Z(f) dé-

i;nM ﬁlu dcarac‘fere arifchmétique de ces nombres. Ce facteur, que

éc;-it .Coz'my; elt thtlewoo(i1 ont appelé ,the singular series®, parce qu'ils l'ont
a somme d'une série et qui est nommé i i

‘ ) parfois ,the sin-

gular product”, quand il prend la forme d'un produit, sera appelé par

icm
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moi le facteur arithmétique. Je parlerai plus amplement de ce facteur
arithmétique dans le paragraphe 3 de cet article.

Dans le théoréme fondamental A je donnerai une borne supérieure
pour

LH—bZ( A,
dans les deux autres une borne pour la somme Xw(f) L({#) —bZ({@) A 1=,
¥
i)
est un nombre =20 que nous choisissons arbitrairement avec la seule
condition qu'il posséde certaines propriétés générales.
Examinons dans les problémes appartenant aux susdites catégories,

étendue aux points{ = (f, ....1 )4 coordonnées entiéres; w O=wlp..

comment les fonctions r,(v), p, (v) et zv(g—) doivent étre choisies.

Dans les problémes des catégories 1 soit 7, (v) le nombre de ma-

ni¢res d'écrire l'entier v sous la forme

v=4 .- yy’s"),
ol (yﬂ,...,yv’s‘l) désigne un point du domaine donné Y et vérifie les
congruences
(14) ¥, =1, (mod. U,).

Alors L ({) désigne le nombre de maniéres d'écrire le systeme = (f;,..1,}

sous la forme (2), ot les entiers y ., ..., ¥ys vérifient les conditions nom-
Y

mées . Dans les problemes des catégories Il nous imposons encore aux

nombres y,_la condition d'stre premiers et enfin dans les probléemes.
des catégories 1II nous exigeons que y,_ soit premier pour chaque cou-
ple (v,6) de la premiére famille. Etudions la classe IIl qui renferme les
deux autres. Pour plus de simplicité je supprimerai pour l'instant
lindice v, c'est-a-dire je partage le systéme 1,2,...,s en deux familles,
r (v) est le nombre de maniéres décrire v sous la forme v =05 YD
ott y=y...,y) désigne un point appartenant & un certaine domaine
Y et vérifiant les congruences

(15) y, =1, (mod. U) (s=1,..., s),

tandis que y, doit étre premier pour chaque o de la premieére famille;
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L (yp .

U_>0 des entiers donnés, tels que u_ soit premier avec U_ pour chaque

.++¥,) désigne un polynome donné a coefficients entiers, u_ et

o de la premiére famille; je suppose y_.-2 pour chaque o de la premiére

famille et pour tout point y du domaine Y.

Pour toute fraction irréductible * la somme
i av
S= 3 e(=)r),
V=—o2 9

S o) = i3 . Y a Y . .
ot e (f)=e”™", est égale & Y;e (;e”(y)). ot Y, est étendu aux points y
v y

délinis plus haut, Désignons par d_ le plus grand commun diviseur de ¢ et U,
Si %3 est étendu aux systémes h=(h,...,h) formés par s nombres

h = H__U_c' la somme S est égale &
G
Vo2 M
SeEum) 3,1,
h y

L p . . .
ol I, est étendu aux points y qui satisfont en outre aux congruences
v

U,
(16) y,= h_ (mod. qgf) (6=1,..19).
1l suit de (15) et (16) que ¥, 1 s’annule si les s congruences
3
{1 hy=u (mod. U) (6=1,...,s)

ne sont pas remplies en méme temps. Considérons un systéme
h=(hy...,h) qui vérifie ce systéme de congruences. Si la premiére
famille contient un ¢ pour lequel le plus grand commun diviseur de g
et h_est supérieur 4 1, le nombre premier correspondant y_est en vertu
de (16) égal 4 ce plus grand commun diviseur fet on peut s'attendre
& ce que pour un tel systéme h la somme X, 1 soit petite. Considérons
v
enfin un systéme h vérifiant (17) tel que A, soit premier avec ¢ pour

tout ¢ de la premiére famille. Comme u, est premier avec U, pour tout o
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appartenant 4 la premiére famille, la somme X, 1 est pour un tel
¥

systéme h dans des conditions trés générales approximativement égale

a

= [n’ 1] {n"i,\ I ,1_.
{2 202 1s Taf 3" logy,

5

b

oit ¥, est étendu 4 tous les points y= (¥4 +..,y,) du domaine Y, & coor-

données entieres; I et 1" sont étendus aux o de la premiére, respective-

3 a

ment seconde famille; 3, est étendu aux systémes h=(hy.... h,) formés par
A

s nombres naturels h; < 9Ys qui vérifient le systéme (17) et possédent en
G

outre la propriété que h, soit premier avec g pour toutcde la premiére

famille. On obtient ainsi pour S la valeur approximative I' z(% ),silon

pose
S (g b (h)
(13) z [—(7*) = T .

Afin de donner la valeur de la fonction correspondante p(v), je con-
sidérerai d'abord le cas particulier s = 1, de sorte que Y est un domaine liné-

dd(y,)

aire. Je supposerai que ¥ est un intervalle tel que ¢” (y,) = &y ne s'an-
1

nule en aucun point de cet intervalle. Si 1 appartient d la premiére
famille, c'est-a-dire si nous imposons & y, la condition d'étre premier,
je suppose en outre que l'extrémité de gauche de Y est fixe et =2 2.
Dans ces conditions je pose p(v)=0 pour un entier v auquel ne cor-
respond aucun point 71 de ¥ tel qu'on ait v=9(1). Sia v correspond
un nombre 7 (qui n'est pas nécessairement entier) de ¥ avec ¢ (1) =v,
ce nombre 7 est défini univoquement et je pose

1 1

(19) PO = oy mes PO T

selon que 1 appartient a la premiére ou & la seconde famille: I' est
alors approximativement égal a
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{20) f p(v).

U= —00

Etudions ensuite le cas général s=:1. Dans ce cas nous pouvons
poser dans certaines conditions

21 P =(1, ) 107 g Lo,

G

ot I’ et 11 sont étendus aux o appartenant respectivement 4 la premiére
=} <o

ou & la seconde famille; I, (v) est U'intégrale

s 1
11(v]=f...f(lj. ogr) 4 ds

tendu au sous-ensemble de ¥ défini par les inégalités

1 1
v—r, <$lp -S04+ 5

En effet, si certaines conditions, d'ailleurs trés générales, sont remplies,
.on trouve pour ce choix de la fonction p(v), que L' est encore approxi-
mativement égal & (20).

Si dans notre probléme appartenant aux catégories Il tous les
nombres s,,...,s, possédent la valeur 1, on peut définir les fonctions

0, (v) par (19) et on trouve

P | 7 | i ’ 1
A= =Ll y I ,
0= o) (V) S e e L e,

v

ol ¥, est étendu aux entiers v,,...,v, qui satisfont aux relations
n
> b}wvvztp‘ =1...,m)
V=i

et auxquels correspondent n points 7, appartenant 4 ¥, (v=1, ..., n)avec
b,=0,0)  O=1,...n);

1" et I sont étendus aux nombres v (v=1,...,n), pour lesquels le
vy v

.couple (v,1) appartient i la premiére, respectivement 4 la seconde
famille.
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Aprés avoir donné les fonctions z, (“’a' ), py(v) et A(D, je wvais
g z

m'occuper du facteur arithmétique. Il est possible dexprimer
ce facteur au moyen de sommes exponentielles, mais je préfere l'exprimer
4 l'aide du nombre des systémes A= (h,...,h) formés par s nombres

naturels h, < U, p? qui satisfont aux systémes (17),

(22) Ty sh) = 0 (mod. p%) (p=1,...,m)
et
(23) Wh,==0 (mod. p);

7-,.»”‘1 s...»h) est un polynome & coefficients entiers, p un nombre pre-

mier, B un nombre naturel et le produit Il est étendu aux nombres s
=3

de la premiére famille, Comme je l'ai déja dit, pour tout o de la pre-
miére famille, u, est premier avec U, Désignons par ¢ le nombre
des o appartenant & la premiére famille avec U, == 0 (mod. p), par
pl=mE=S(p_1)° Qg (p, 1) le nombre des systémes k formés par s nombres

naturels h; < U, prﬁ qui satisfont & (17), (22) et (23). Pour étudier le
nombre Qs (p,#), on peut considérer la matrice

Uy o o . Uk,
Mx=
Ul 7'm1 ot Us y‘ms

.. 27,
ou Zyg= 7 h‘L' Dans un article que je publie en méme temps sous le
=}

titre ,Sur quelques systémes de congruences” dans les Proceedings de
I'Académie néerlandaise des Sciences & Amsterdam, je trouve le ré-
sultat suivant:

Proposition 1: Supposons qu'il existe un entier (=0 avec la propriété
que le systéme

Y. (hys+ .. hg) =0 (mod. PP (p=1,....m)

ne posséde aucune solution avec (17), (23) et A =) __ 47, o p)‘}L est la

puissance la plus élevée de p qui divise chaque déterminant d'ordre p. de

la matrice M*. Dans ces condilions Qg (p,1) posséde pour toutes les
valeurs de =271 la méme valeur.
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Supposons que les conditions de cette proposition soient remplies,
(avec (26) au lieu de (23)) si nous posons s=s, +...+s, et

M =

Yo by h) =

v

(»=1,...,m). Comme je le démontrerai dans le paragraphe 3, le facteur

arithmétique est alors dans beaucoup de cas égal au produit 11 Q (p, 1),
P

by by (Aot seeerhy s)

Il

1

étendu ou bien a tous les nombres premiers p ou bien aux nombres
premiers p inférieurs & une certaine borne.

Avant de passer a des cas particuliers, je vais distinguer deux cas
différents. Considérons encore les systémes (2) et (3), ot y,; est premier
pour chaque couple (v,¢) de la premiére famille. Supposons qu'il existe
une puissance p° d’'un nombre premier p tel que le systéme

n
(24) 21 by by (g, oy ) =1,  (mod. pf)

V=
(p.=1,...,m) ne posséde aucune solution avec
(25) hy;=u, (mod. Uy) vV=1,...,n506=1,...,s)
et
(26) I Ay=l=0 (mod. p).

(9

Pour les entiers y,, vérifiant (2) et (3) on a donc

Il y;=0  {mod. p),

(v0)
d'ou il suit que pour au moins un couple (v,0) de la premiére famille
le nombre premier y,, est égal au nombre premier fixe p. Nous pouvons

X

donc réduire le probléme posé i un autre probléme renfermant une in-
connue de moins. J'appellerai ce cas le cas réductible. Dans le cas ir-
réductible & chaque puissance p° d'un nombre premier p correspond
donc au moins un systéme d’entiers h,, avec (24), (25) et (26).

Nous éclairerons les considérations précédentes par quelques
exemples. Considérons le systéme

n
(27) 3b,p,=t,

h=1...,m),
V=1 :

ott les p, désignent des nombres premiers avec

icm®
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(28) ,=u, (mod. U) (v=1,...,n);

supposons que m = 0, n>>m, UV>0, a, et l)lLv soient des entiers fixes tels
que u, soit premier avec U (v=1,...,n) et que le déterminant (13)
formé par les m® nombres b,,...,b  ne s'annule pas. Si nous posons
r,(v) =1 pour tout nombre premier v =2 avecv= u, (mod. U),etr (0)=0
pour les autres entiers, L (f) est le nombre de manidres d'écrire le
systéme ? sous la forme (27), ot p, désignent des nombres premiers = X

TN T, 1
avec {28). Comme je l'ai indiqué, p,(v) est dans ce cas ¢ UTog o pour
les entiers v>2 et <X, tandis que p,(v) =0 pour les autres entiers. Par
conséquent on a
1

v [ L #}; 1
(29) A=\ o @)™ Togoy logoy - Gogv)’

ot Yg est étendu aux entiers vy, >2 et <X qui satisfont au systéme

n

bp.vvv:t},_ (p4=1,...,m),
y=1

Grace aux recherches de M. M. Siegel et Vinogradow nous savons
maintenant que la condition E, qui est commune aux trois théorémes
fondamentaux, est remplie, si la notion ,& peu prés“ est prise dans le
sens faible *).

Le théordme A nous apprend immédiatement pour chaque nombre
fixe @

(30) L —bZ M) AMN<<x—9 {X“”’”rXél]/N_x},

ot Z(f) désigne le facteur arithmétique, tandis que N, peut étre défini
de la maniére suivante: associons a tout nombre naturel A<<m un
nombre naturel I<<n.-1 et une permutation A, A,...,}—1 du systéme
1, 2,...,n; désignons?) par N; le nombre des systémes formés par
2n —2 entiers vy, v,’ (v=E)) qui sont tous >2 et <X et qui vérifient les
relations

,,,,,,,,,,,,,,, a) p(q)

') Dans ces théorémes nous prenons g, = X et r, (Tf =5(q) olt () désigne
la fonction de Mébius, } N
%) Les nombres Rl et P)\ figurant dans le théoréme A sont << N,
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(31) 2 b;w (v, —0v,)=0; 2 bp.v (v,—vy) = 0.
V=).l,”,,)\1 y= TR UEEER g —1

Il est clair que le résultat (30) n'a d'intérét que si les nombres
N,,...,N_ ne sont pas trop grands. Pour cela j'introduirai I'hypo-
thése suivante: si A est un nombre naturel quelconque<<m et si l'on
supprime dans la matrice

by bin
M= .
by b

la X**™ colonne, la matrice restante peut étre partagée en deux matri-
ces, chacune de rang m. En effet, dans ce cas nous pouvons choisir
le nombre I et la permutation A, ,...,% _, de telle fagon que chacune
des deux matrices

by by, )‘l by, 7\l+1 i b")‘n—1
. et o
b”‘ "1 b, )1 )‘1-1-1 v b'"' -
soit de rang m. Le nombre des systémes formés par 2 [ entiers U)see iy,
v’.Al peees v'xl, tous =2 et <X, pour lesquels la premiére des relations
(31) est remplie, est donc << X2/~ et on obtient un résultat analogue
(avec n—1—1] au lien de I) pour la seconde des relations
(31). Par conséquent Ny < <X >, de sorte que (30) prend la forme
LB —bZ({#) AW << 2~2X"™ pour tout nombre fixe 2,
Afin d'obtenir le facteur arithmétique Z (1), il est utile, comme il
suit des remarques précédentes, d'étudier le systéme de congruences

> buyyy=1, (mod. pf) (n=1,..,m),

v=1

(32
yvw=u, (mod. U) (v=1,..,n),

oit p est un nombre premier, f un nombre naturel. Dans ce cas parti-
culier on a s=n,

n

%, Gy h)= 2 by hy— 1,

y==1

©

o
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et la matrice M*, qui figure dans le raisonnement précédent, est égale a

( ub, ... .. Un'om)
Ubp - o o o cUby, /-
Comme le déterminant (13) formé par les m* nombres b,,...,b . est

différent de zéro, il existe un entier 7>0 tel qu'au moins un détermi-

nant d'ordre m de cette matrice ne soit pas divisible par p'*. Lapro-
position 1 nous donne ainsi le résultat suivant: si p=—m 8= (p —1)= Qlp: D)

désigne le nombre des solutions y,,...,y, de (32) telless que
¥1¥;.--¥, ne soit pas divisible par p, le nombre Qg (p, 1) posséde pour
chaque f>27v+1 la méme valeur. Je désigne cette valeur par Q(p,f).

Le paragraphe 3 nous apprendra que le facteur arithmétique Z()
peut étre écrit sous la forme

Z[f) =II Q (Pr t)l
p

ou le produit, étendu a tous les nombres premiers p, converge absolu-
ment. De cette maniére nous trouvons le résultat suivant:

Proposition 2: Supposons que m>0, n>2m+1, U,>0, u, ef
by, (p=1,...,m; v=1,...,n) désignent des entiers fixes tels que u, soit
premier avec U, (v=1,...,n) et que le déterminant formé par les m
premiéres colonnes de la mairice

b
M=1 .

o e s

buy - - - b

ne sannule pas. Si A est un nombre naturel quelconque < m et si l'on
supprime dans M la X™° colonne, je supposerai que la matrice restanie
puisse étre divisée en deux matrices, chacune de rang m. Dans ces condi-

tions on a pour tout nombre fixe Q
Ly—bAMIQ(p, Decx— 98X,
P
oi L(#), b, A1) ef Q(p, 1) possédent les valeurs indiquées ci-dessus.

Pour un point ¢ pour lequel se présente le cas réductible, au moins
un des facteurs Q(p, {) s'annule, donc aussi le facteur arithmétique Z(f);
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le résultat, obtenu pour un tel point, est évident, puisque l'inégalite
plus forte

L [f} —< Xn»—m—l

est alors immédiate. Pour un point ¢ pour lequel se présente le cas
irréductible, aucun des facteurs Q(p, f) ne s'annule. Il n'est pas néces-
saire de soumettre ces facteurs & un examen rigoureux, parce qu'il suit
des résultats généraux, trouvés dans le paragraphe 3 de cet article, que
dans le cas irréductible Q(p, #) est supérieur & un nombre positif indé-
pendant de p et de # dans le cas irréductible le facteur arithmétique
est donc supérieur & un nombre positif indépendant de # Si ¢ et ¢
désignent des nombres positifs fixes, on trouve donc que pour tout
point { donnant lieu au cas irréductible et vérifiant l'inégalité

(33) Aty=c x—GsX"™,

L (#) est positif, si X est suffisamment grand. Nous avons ainsi trouvé:
Proposition 3: Si ¢, et ¢, désignent des nombres positifs fixes el si
X est assez grand, toul point t pour lequel se présente le cas irréductible et qui
vérifie l'inégalité (33), peut étre mis, dans les conditions de la proposition précé-
dente, sous la forme (27), od les nombres ‘premiers Pys---1P, Salisfont aux
congruences (28).
Dans le cas particulier ott le systéme

(34) 2 by t,>0 (p=1...,m); >0 (v=1,...,n)

v=1

posséde n—m solutions linéairement indépendantes, l'ordre de grandeur
du nombre des systémes formés par n entiers v,>2 et <X tels qu'on
ait

n

2 b;vaztlL (p=1,...,m)
y=1

n—m

est égal & X", si X est suffisamment grand et si le point fixe ¢ donne
lieu au cas irréductible; A(f) est donc d'ordre de grandeur x"X"™.
La proposition précédente fournit donc comme corollaire le résultat
suivant:

Proposition 4: Si les conditions de la proposition 2 sont remplies
et si le systéme (34) posséde n—m solutions linéairement indépendantes,

icm®
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chaque point ¢ pour lequel se présente le cas irréductible, peut étre mis
d'une infinité de maniéres différentes sous la forme (27), o les nombres
premiers p, satisfont aux congruences (28).

Considérons le cas particulier m=1. Si be...,b, ot n est=3,
désignent des entiers fixes =0, qui n'ont pas tous le méme signe, ef si u,
est premier avec U, (v=1,...,n), chaque entier i, donnant liex au cas
irréductible, peut étre mis, d’aprés la proposition précédente, d'une infinité
de maniéres différentes sous la forme

(35) t:blpl+"'+bnpn!

ou les nombres premiers p, vérifient les congruences (28).

Pl

Si par contre b,,..,b, sont tous positifs, et si ¢ est un entier assez
grand pour lequel se présente le cas irréductible, A () posséde, si l'on

choisit X convenablement, l'ordre de grandeur X" 'x " et la propo-
sition 3 nous apprend:

Sinest> 3, si b,...,b, désignent des nombres naturels, u, un entier
qui est premier avec le nombre naturel U, (v=1,...,n), chaque entier t
assez grand, pour lequel se présente le cas irréductible, peut éire mis
sous la forme (35), ot les nombres premiers p, safisfont a (28).

Passons 4 l'application du théoréme fondamental B. Si L(f) désigne
encore le nombre de maniéres d'écrire =1, ,.. .,1_) sous la forme (27),

ot les nombres premiers p , sont < X et vérifient les congruences (28),

si \(f) est encore défini par (29) et si le déterminant (13), formé par
les m? nombres b,,....b, ne s'annule pas, le théoréme B nous donne

pour chaque nombre fixe Q l'inégalité
(36) SIL—bZmAD P <<x"HX"T"+X X N},
4 =1
ot N,” est le nombre des systdmes formés par 2n-—2 entiers o, v,
{v=+1) tels qu'on ait

n

¥

"”1 bp.v (v,—0/)=0 (x=1,...,m)
V==
PESN
Y est étendu aux points f=— (ty, o5t} & m coordonnées entiéres.
¢

Si I'on supprime la 2™ colonne de la matrice M, je supposerai que le
rang de la matrice restante vaut m. Alors on a N)_'<<X2"_2_"', de sorte
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que le membre de droite de (36) est << x— %X ", Comme nous le ver~
rons, le facteur arithmétique Z(#) peut étre écrit comme un produit
I}Q(p, 1), étendu aux nombres premiers inférieurs & une certaine borne;

Q(p, 1) posséde la valeur indiquée ci-dessus. Cependant dans ce probléme
il est parfois possible d'écrire le facteur arithmétique comme le produit

analogue, étendu & tous les nombres premiers. Ce cas se présente par

exemple dans le probléme suivant, étudi¢é par M. M. Hardy et Lit-
tlewood %).

Posons la question de savoir, #,<¢,<...<{_  désignant des nom-
bres naturels, combien de nombres premiers p<X—1t possédent la
propriété que les m+41 nombres p, p-+1,,..,p-+1, soient premiers en
méme temps. Ce probléme conduit au systéme

(37

~y1+yp.+1=1p. (P‘=11"'1m)-

Dans ce cas particulier on a n=m4-1et Uj=...=U,=1 et b=1. Le
plus grand commun diviseur des déterminants d'ordre m de la matrice

—1 1 0 . . .0
—1 0 1 . . .0
—1 0 0 . . . 1
est 1, de sorte que p" (p—1)"Q (p,7) désigne le nombre des solutions
Yirere1Vpyy 8VEC . ..ym_{_‘E[_:_O (mod. p) du systéme
——y1+yp.+1_:_tp (mod. p) (p=1,...,m). ~

Si ¢, désigne le nombre des restes modulo p distincts qui figurent dans
le systéme O, t,...,1,, 'entier y, peut prendre exactement p ——Cp
leurs différentes modulo p, d'ou il suit

(38)

va-

Q. =(—1) """ p"(p—¢,).

Pour chaque nombre premier p>1 on a {, =m--1 et

m+1 m
Qlp, §) = P —m+1p"
. p—1m

%) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some problemes of ,Partitio Numerorum* III

On the expression of a number as a sum of primes, Acta Mathematica 44 (1922).
1 ~—170; voir p. 52— 62.

icm
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de sorte que le produit 1 Q(p,#), étendu i tous les nombres premiers
P

p, est un produit convergent. Comme nous le verrons, ce produit peut
étre pris comme facteur arithmétique Z ().

Le théoréme B nous donne ainsi la

Proposition 5: Associons d tout point t dont les coordonnées entiéres vérifient
les inégalités 0<<i,<<...<1_, le nombre L(#) de nombres premiers p < X—tn,

tels que p, p+1,.. 0, p+1, soient premiers; posons en oulre

Xt ;
A= 3 s
i log (v+1,)

oit ty=0. Définissons Qlp, #) par (38). Dans ces conditions la somme
SILO—AQUQ (1)
t »

étendue aux points 1= (... tm) avec

(39) 0<t <t <...1 <X

.
. . 2
est pour chaque nombre fixe ¢ certainement << X" x T,

De ce résultat il découle immédiatement qu'a peu prés (dans le
sens faible) chaque point f avec (39) vérifie la relation

40) L= +§—) AM T Q (1),
K P

ou ¢, est un nombre fixe quelconque et © est en valeur absolue inférieur
a 1. A peu prés (dans le sens faible) chaque point t avec (39) pour
lequel se présente le cas irréductible posséde donc la propriété qu'on peut
trouver un nombre premier p tel que lesm+1 nombres p, p+t,.. - p+1,
soient premiers.

M. M. Hardy et Littlewood ont énoncé I'hypothése que (40) est
véritié pour chaque point fixe ¢ avec (39) donnant lieu au cas irréduc-
tible, sous la seule supposition que X soit suffisamment grand. Le
raisonnement précédent nous apprend que cette hypothése est certaine-
ment vraie pour & peuprés (dans le sens faible) chaque point # avec (39).

Sans plus tarder je passe maintenant aux théorémes fondamentaux,
dont d'autres applications suivront plus tard.
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§ 2. Les trois théorémes fondamentaux.

Afin de simplifier 1'énoncé des théorémes fondamentaux, j'introduis
deux conditions.

Condition D; Je dirai que les fonctions r(v),p(v) et z(—:—]et le

nombre positif g satisfont a la condition D, quand ils possédent les propriétés
suivantes:

r(v) et p(v) sont définis pour tout entier v et z(%) est une fonction

de période 1 de la fraction?) irréductible ,Z_; il existe un nombre fixe ¢,

tel que l'inégalité

a c
(41) Z(Tj'] <<<q?

soit vérifiée pour toute fraction irréductible {;—. Supposons

(42) S ohelet 3 )<<

Us==—c0 Uz=—cD

Supposons dans le cas faible, pour tout choix des nombres fixesc,, ¢,

et ¢, que l'expression

43) g, e27:imu r(0)—z [%] ;{1 e‘Z-n:z' (o — _:_)v p (U)

V=—00 ) U=—c0
a

. 0 . ) - . Y 2 . C
soit<<:gx "9 pour chaque fraction irréductible i a dénominateur = x"1°

, a —1 €
et pour chaque nombre réel ¢ avec |o— —| =X x " .
q

Supposons enfin dans le cas fort qu'il existe trois nombres fixes positifs

Cip €13 et ¢, tels que I'expression (43) soit << gX % pour chaque frac-

) Dans cet article fraction veut toujours dire une fraction dont le numérateur
et le dénominateur sont entiers et dont le dénominateur est positif.

icm
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PP - S ¢
tion irréductible 72 dénominateur =X ° et pour tout nombre réel =z

. a —14C
avec .“—FI§X *,

Condition E: Introduisons deux entiers fixes m=>0 et n>m, en
outre mn entiers fixes b}Ly w=1,...,m; v=1,...,n) avec

[y . . . . b
(44) e e v e 0 e
| b - .« . b

Supposons que la condition D soit satisfaite par les fonctions r, (o),

p,l0) etz (%) et les nombres g, (V=1,...,n) et que nous ayons

o

—1
(45) Y e, b+1)—p, () <<g, X (r=1,...,m).

pt)
Us=—00

Supposons %) dans le cas faible pour chaque nombre fixe 5
2 ‘ c
(46) > fpv(v+1)—pv[v)j<<gvx— 5 v=m41,...,n)
V=—0c0

et dans le cas fort pour un nombre fixe positif convenable i

(47) S olp o+ —p, ) <<g X~ y=m+1,...,n).

Pt}
V==~ 00

Dans le cas faible nous supposerons qu'a tout nombre fixe c,,
corresponde un nombre positif ¢, tel que les m inégalités

o
2riay —c
(48) 2o ne<gx 7
Ve==—on
(»=1,...,m) soient vérifiées pour chaque nombre réel ¢« jouissant de
P q!

%) Les inégalités (46) et (47) sont superflues, si chacun des m (n—m) entiers bw, ol
v>m, est divisible par le déterminant figurant dans (44),
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n. . . _— _— ¢ . .
la propriété®) que lintervalle (X  x ') ne contienne aucune fraction
<
a dénominateur < x .
Dans le cas fort nous supposerons qu'a tout nombre positif ¢, cor-

responde un nombre positif c,, tel que les m inégalités

i szv '““
e Trb<<g X ¥

Vi=—o0

(49)

(»=1,...,m) soient vérifiées pour chaque valeur réelle de o jouissant
. —1+4ec
de la propriéte que l'intervalle (2 X 19) ne contienne aucune frac-

c
tion i dénominateur <X ¥ .

Partout dans cet article je poserai pour tout point f={f,...,{,]) &

m coordonnées entiéres
L(t):-a1 II r, @) et A(t)=2I, II p ©,);
¥, est toujours étendu aux entiers v,,...,v, tels qu'on ait
n .
(50) Z bwvv:lp (;L:l,...,m)-
v=l1

Soit 5" le nombre des points t=(t,...,7,) dont les coordonnées
sont =0 et <1 et possédent la propriété que les n mnombres

¥ b}L., T (v=1,...,n) soient entiers. Pour chaque systéme 7= (7y,...,7,)
Pl

formé par m fractions irréductibles 1, je pose

Ll ('() = VI=.‘—1 ZV (p..\il bp.‘/ 7!;) .

Par x(2,,2,), ot &, est = &, je désignerai un ensemble quelconque
formé par des systémes 7=(7,,...,7,)s OU Yyy-ss7, sont des fractions

irréductibles =0 et <1 avec les deux propriétés suivantes:

%) (aJ-£) désigne toujours lintervalle fermé (o —§& a--§).
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1. L'ensemble x(2,,2,) contient chaque systéme 7 dcnt chacune
des m fractions irréductibles Tpz0 et <1 posséde un dénominateur =x%,

2. Chagque fraction 7, figurant dans un systéme quelconque 7 de
x(,,?,) posséde un dénominateur = x%2,

Par X (0,,0,), ot o, est 2o, je désignerai un ensemble quelconque

formé par des systémes T=({,...,7,), O Ty...s 7T, sont des fractions

‘irréductibles =0 et <1 avec les deux propriétés suivantes:

1. L'ensemble X (®,®,) contient chaque systéme 1 dont chacune
des m fractions irréductibles 7, >0 et <1 posséde un dénominateur = X1,

2. Chaque fraction v, figurant dans un systéme quelconque 7 de
X (0,,0,) posséde un dénominateur =X".

Les sommes > et N
1 dans x{%;, L) 7 dans X (o, w,)

sont étendues aux sys-

témes 7 appartenant 4 un ensemble quelconque x(2,8,),
tivement X (0, ®,).

respec-

Théoréme fondamental A,

Conditions: Supposons la condition E vérifie.
naturel Z<m jassocie un nombre naturel I=n—1,

A tout nombre
une permutalion

(MY aeoshyy) du systéme (1,2,...,n) et je pose, pour tout point
t=(t, .. 0y @ m coordonnées entiéres, )
n _ .n _ ,
(51) Ry=% 1 r,lw)r, Y P,=3 .,21 p,lo) e, )
=28 v=h
ot ¥ est élendu aux poinis & 2n—2 coordonnées entiéres v, v, (V1)

tels qu'on ait

3 byl,—v)=0et X byy(o,—v,)=0
V=l by L TRTRRIYY W
(x=1,...,m). Posons finalement

m —_ —

—_m o

r=X 8 gn‘i‘ E g)V(l/R‘,\“*‘VP)\) .
=1
Assertion: Dans le cas faible & tout nombre fixe @ correspond
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un nombre fixe @ tel gu'on ait pour lout nombre fixe Q , =R, et pour
tout point t=({,...,1.) @ m coordonnées entiéres

o %yt Y
LO)—bA® 3 b=t PP () <<x T

Y dans x (€,, ©,
Dans le cas fort, il existe un nombre positif fixe o, tel qu'aé chaque
nombre posifif fixe ©, <o, corresponde un nombre positif fixe © avec la
propriété

_2.‘ Y TJ. —w
L—-bAW) Y o =" P <<X T.
7 dans X (w,, w,)

Théoréme fondamental B.

Conditions : Supposons la condition E vérifiée. A tout nombre \<m
j'adjoins

n — N . n —

R, =%, VI_L r,w)r,®); P, = .\_wv_l__ll p,@)e, (),

v=h vak=h

ot I, est étendu aux points ¢ 2n—2 coordonndes entiéres v, vl (v=R)

(52)

tels qu’on ait

prv(v —'U]“' (P‘=1»---’m)-

v:i—
Pour tout point t=(t,...,t)) @ m coordonnées enfiéres je pose

wy= 1w, @),

ot wy (h) est, pour \=1,...,m, une fonction =0 de h vérifiant I'inégalilé

b |w,L(h+1)—w,LthnéX“h2 w, (B),

h=—ow

(53)
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ot la série, figurant dans le membre de droite, converge. Posons

m
T=x"g . &+X" I LR +P).
1

=

ixe @ correspond un

Dans le cas faible, & tout nombre F
=Q

9 == =4y

Assertion:
nombre fixe Q| tel qu'on ait pour tout nombre fixe Q

. ol b 0
SwlLO—bAW N e et Rira<x STIw(),
t 1 dans x (2,, Q) t

S est étendu & fous les points t=(t,...,1) & m coordonnées entiéres.
Dans le cas fort, il existe un nombre positif fixe o, tel qu'a chaque
w, corresponde un nombre positif fixe v avec la

ot

~

nombre positif fixe v, =

propriélé
_S:ir\n: Tu. Fu,
NILEH—bAQ) > e b=V Ty(r)p<<X T\w(t)

v dans X (0, ws)

Théoréme fondamental C.

Conditions: Supposons la condition E vérifide. Soit 1 un nombre naturel

<n—1. Posons

R=ZX Hr ()7, W) P= Hp ) e, @),

(54)
o I, est élendu aux points @ 2n coordonnées enliéres v, v, ltels qu'on ait
1 n
, . n_
> b}W (v,—v,)=0 et 3 b}w v,—v,)=10
y=141

y=1

..,m) el posons en oulre
T=X"g,.. & +R+P et w)=w(t,...1)=0.

Supposons dans le cas faible qu'd tout nombre fixe c,, corresponde un nombre

fixe ¢, tel que l'inégalité
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Qniia f -
(55) Swe =P P accx BIw()
t t

soit remplie pour tous les points o= (%,... %), exceplé ceux pour lesquels

— =1 _c ; . . s
chacun des m intervalles (a}L-q_X x“%) contient au moins une fraction a
v . C.
dénominateur << x 22,

Supposons dans le cas fort qu'd tout nombre positif fixe c,; corresponde
ur nombre positif fixe c,, avec la propriété

m
2ni Y o

1, —c
Swe =1 P<<X “Sw(D),
it t

— 1c, , R . .

sauf si chacun des m intervalles (e X 23) contient au moins une fraction a
C.

dénominateur = X %

L'assertion est précisément la méme que celle du théoréme B.

Dans les théorémes fondamentaux le facteur arithmétique est écrit
comme une somme. Dans le paragraphe suivant ce facteur sera mis
sous la forme d'un produit.

On peut mettre les assertions des trois théorémes fondamentaux
sous une autre forme. Pour cela je pose, pour tout point { & m coordon-
nées entiéres et pour tout systéme Y =(r,’,...,7,), formé par n frac-

tions irréductibles,
n .
’ T, 2w, ,
Aty 1) =3 e T e ) 2, (1),

Par x'(2,9Q,), ot @, est>Q, je désigne un ensemble quelconque
formé par des systémes 7' =(v,...,7,), ot 7,,...,7, sont des frac-
tions irréductibles >0 et <1 avec les deux propriétés suivantes:

1. L'ensemble x’(Q,,®,) contient chaque systéme 7" dont chacune
«des n factions irréductibles 7,">0 et <1 posséde un dénominateurgxsal‘

2. Chaque fraction 7 figurant dans un systéme 7" de x' (R, @)

posséde un dénominateur \<x92. '

icm®
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Par X' (0, 0,), oi w, est> o, je désignerai un ensemble quel-
conque formé par des systémes V=011, ot 1 --.%, sont des

fractions irréductibles > 0 et <1 avec les deux propriétés sui-
vantes:

1. L'ensemble X’ (v, ®)) contient chaque systéme 7" dont chacune
des n fractions irréductibles 1,>0 et <1 posséde un dénomina-
teur < X"

2. Chagque fraction 7.’ figurant dans un systéme v’ de X’ (0, ®,) pos-

. z » LIJ2
séde un dénominateur < X *.

Comme je le démontrerai, l'assertion du théoréme A est équiva-
lente & la suivante:

Supposons les conditions du théoréme A remplies. Dans le cas faible,
d tout nombre fixe Q correspond un nombre fixe R, tel qu'on ait pour tout

nombre fixe ©,"> R et pour toul point t @ m coordonnées entiéres,

Li)— py A7) <<x—9%7T
Y dans 2 (2, 23)
et dans le cas forl, il existe un nombre positif fixe w,” tel qu'é chaque nombre

positif fixe "<, corresponde un nombre positif fixe {® avec la propriété

L)~ z

v dans X’ (0, ®,’)

AlLT)<<X"°T.-

En effet, il suffit de considérer le cas faible; le cas fort peut étre
traité de la méme maniére. Supposons que la deuxiéme assertion soit déja
démontrée. Choisissons 2/ =2L R, etQ =mQ,. Ona

m

(56) bA(H) X

e(—Xq ¢
T dans x(Q, Qj u P P)n )

n
-b ) I Ip, () e (—1, vy) 2,(10)
Tdansx(Ql,Qz) 1v=1v(v ( v ) 2, (

ol e(B):eMiB,

m

1)= 2 by, (mod 1) et 0<v)/ <1 (v=1,...,n).

p=1
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Dans chaque terme le systéme 7' =(7,",...,7,) est formé par n frac-

. Q. Qs
tions irréductibles 7, dont le dénominateur est < x™2 =x"2 Réciproque-
ment & tout systéme 7' formé par n fractions irréductibles 7> 0
Qy
x

, —1
et <1 a dénominateur < correspondent zéro ou b  systémes

T=lp.-7,) dans lesquels 7, est >0 et < 1;si7 existe, le dénominateur de

Q

. Qo
chaque fraction irréductible 7, est =< x"t, donc =x*!, si X est assez
grand (sinon les assertions des théorémes fondamentaux sont évidentes).
L'expression (56) est donc égale & une somme de la forme

¥ AW,
7’ dans 2" (@7, Q)

oii la somme Y est étendue aux systémes ' appartenant 4 un certain
ensemble x (9;,9;) tels que le systéme de congruences cité soit réso-
luble. Je puis supposer que cet ensemble x (Q:,SEZ) soit tel que pour
chacun de ses systémes 7', pous lesquels le systéme de congruences
cité n'est pas résoluble, les dénominateurs ¢, de v,(v=1,...,n) soient

'Y

=x1
Si pour tout systéme d'entiers %,...,% avec

waxFo p=1...m)
V=1

LAY . Y e
les n nombres 71, 7%, sont entiers, le 'systéme de congruences cité est

résoluble; en effet, par des transformations élémentaires on peut réduire
le cas général au cas particulier oti les m (n — m) nombres by, (b =1,...m;
v=m+1,...,n) sont nuls et alors '(:"_H ,+..r7n sont entiers etla remarque
est évidente. Pour un systeme 7° de x(27,%;), pour lequel le systéme
de congruences cité n'est bas résoluble, correspondent donc n entiers
Ty k, avec

n
sz.vy"v=0 (w=1,...,m)
V=1
Y I "

tels qi'au moins un des n nombres v,%, ne soit pas entier. On peut

(o n 9
choisir ces entiers X en valeur absolue << x 1
systeme

On a pour un tel

Propriétés additives. 1, 211
9 9n n noqy
L ..% e« Ayy)=1 ¥ ‘s
. ef hytn)= 11 e[—h‘{v;(‘l]=0.
h=1 h=1 y=1 v=1 h=1

Pour chaque systéme v avec

Z byoy=1t, (=1,...,m)

V=1
on a de méme

n

Z bp-/ (Uv"‘hvy.v) =tp. (p<=1....,m).

v=1

Pour un systéme 7" de #"(Q/,2,), pour lequel le systéme de congruen-
ces cité n'est pas résoluble, on a donc

P

fi4a

pv(vv]e(—le vv] = q1_1 e q,,‘—i "‘:‘1 s [U)’
1

1
v

% , ,
Sw)= %‘ e ¥ ﬂ pv(uv+hvxv]e[—ufv vv—hﬂy %)

hy=1 hp=1 V=1

Il
L\/'Q

hy

Il

1 k=1 V=t

NS {ﬁ b, K — i Pv("v’}fie‘“ 1/ v~ k1) 7).
En vertu de (45) et (46) on trouve donc
% ﬁl p,)el—7 v)<<g g, X "x t<Tx ¥,
-
ou { désigne un nombre fixe quelconque. Il en résulte que

s
b

Y dans x7 (2,7, %)

A (t: TI] << Tx—sa,

ot L7 est étendu aux systémes ' de x” (?/,2) pour lesquels le sys-

téme de congruences cité n'est pas résoluble, de sorte que la premiére
assertion découle de la seconde. D'une maniére analogue on démontre
qu'inversement la deuxiéme assertion résulte de la premiére.

Le méme raisonnement nous apprend .que les assertions des
théorémes B-et C sont équivalentes aux suivantes:

Supposons les- conditions du théoréme B ou C remplies, Dans le cas
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faible, & tout nombre fixe © correspond un nombre fixe R, tel qu'on ait pour

tout nombre fixe Q' =Q

—Q
Sw@L)— 3 AGLTE<<x "TIw®
t v’ dans x" (@, Q57) 4

et dans le cas fort, il existe un nombre positif fixe ©,” tel qu'd chaque nombre
positif fixe ©’ =0, corresponde un nombre posilif fixe ® avec la propriété

Ew (1) |L(#) -~ b
t

1’ dans X (w/, ”‘2’)

—w
ARTIE<<X TIw().
t
Passons & la démonstration des trois théorémes fondamentaux.

Démonstration. I. Introduction.

Nous pouvons supposer que X soit supérieur & tout nombre fixe donné
d'avance; en effet sinon les assertions des théorémes fondamentaux

sont évidentes, Introduisons n nombres naturels fixes quelconques &,, ..., k.
Comme je vais le montrer maintenant, on peut supposer, sans nuire i la
généralité, que les nombres b, , ..., b, soient divisibles park, (v=1,...,n).

Je le démontrerai seulement pour le cas faible du théoréme A; les
autres cas peuvent étre traités de la méme maniére. Supposons que
le théoréme A, pris dans le sens faible, soit déja démontré dans le cas
particulier, olt b,,,...,by, sont divisibles par k (v=1,...,n}. Introdui-
sons n nombres naturels h,=k (v=1,...,n) et posons

r) ()= p, (v)=0, si v==h, (mod. k)

, v—h, , v—h,
r, ) =T, (T)i P, ) = e, (——l;—-f) siv= hv (mod. kv) ,

v

k ’
v h, T, +7.)
)

()= 3 e(—5 (1) +%) z,(
=1 v v
Je dis que ces fonctions 7, (), ¢, (), 2, (1]) et le nombre g satisfont
4 la condition D. Pour obtenir ce résultat, il suffit de montrer que

(57) S @)Wl 3 el — 1))

V =—w : V0

©

o
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est << gvx—ctz pour chaque fraction irréductible *(; 4 dénominateur

Le
= x%10 et pour tout nombre réel 2” avec

(58) o=y = x x°,

Si l'on pose

_ - _ JLn oa Yt
r=r, P=p, 2=z, g= 8, %= ky ' "é" = 'liz—vﬁ l
ot 7 désigne un nombre naturel =k, on a
a1, eyt P y T
[o'-—?[:?z— | —7JSX x " et le dénominateur de LV;__V est
v £

Le c

310 0 . .. |
ékyx =x ", si X est assez grand. On trouve ainsi, d'aprés la
condition D, que la différence entre

(59) > e ((CLL")k(g:_hv_)_) r, (v)
et

e(_ h, (T,:'+7')) zy( ‘fv'k“r" ) :\f e(gi%gt—@) e, (©)

v v 0=—00 v

est <<g x “,

Tout d'abord remarquons que la seconde expression ne change
pas beaucoup, si l'on y remplace p, (v) par 8, (v") et

(¢'—1, Y0 —h)
o[—5— )

v

(2'—1,")(0"—h))
e(——k— ’
v
ot v* désigne le plus petit nombre = qui est congru a h, (mod. k). En
effet, 'erreur introduite par le premier changement est d'aprés (41), (45) et

(46) certainement << 8,x G

et l'erreur provenant du second change-
ment, posséde en vertu de (41), (58) et (42) également une valeur
<<g,x . ;
{59). et

cy P cee s
. De cette manidre nous trouvons que la différence entre
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e S L S UM e s B
Yo kv Y kv v=h, (mod. k_/) v
est_<<gvx—c”. En sommant pour *=1,...,k, on trouve que l'expres-

sion (57), qui est égale 3 la différence entre

m’[’v—h)

D e w0
v=h, (mod. &) v
et
(@'—7,o—h)
2 () e(-———";——“—\)pv(v]
v v=h, (mod. k) v
— Cg
est << g x .

11 est clair que la condition E reste valable, si l'on y remp]ace T
p, et z parr/, p’ etz Posonsbd’y, =k, by, Comme ces coefficients b’
sont divisibles par k, nous pouvons appliquer le théoréme A. En rem-

plagant , par
n
lp.l=tp,""2 bp.vhv [P‘=1y---7m}v
. y=1

le cas particulier cité du théoréme A nous apprend qu'a tout nombre
_fixe Q correspond un nombre fixe € tel qu'on ait pour tout nombre
fixe @' =>Q

. 4
LG h)__ h) A(i’T h)/(x T.
(60) @ 7" dans x” (£,, Q) :

Dans cette formule on a
n n
L (t| h) = E12 VI=Ii rvl (UV,] = 213 vEl T, (Uv] ’
. ol I, est étendu aux entiers v/,...,p," avec

Zb}wv;:t}; w=1,...,m),

y=

et ou ¥, est donc étendu aux entiers v,...,v,, vérifiant les relations

icm
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n
Z bp.vvv= . (P‘zlr'-')

v=1

m); vo,=h, (mod. B) (v=1,...,n).

En outre on a.

AT =2, Tel-19)) /() 2/ 1)

n
=§14E v£1 e(—1, v,/ — v["(v + %) p, (B, v, +h)z, (’Tv Z—x)’

v

olt ¥, est étendu aux systémes » formés par n nombres naturels ‘xvg R,
Y
En posant %,2,” +h,=7,, on trouve donc
. , . ' +%)9, 4
‘;MA[t,'(,h)=3:1421e(——_y_+._"h)pv[vv]zv (W),
'I v

A chaque couple %y fy’s 00 %, est un nombre naturel <k, et 1, une
fraction irréductible Z0 et <1, correspond une seule fraction 1y avec

1 = .TV, +*

(mod. 1) et 0=y, < 1;

v

réciproquement, & chaque fraction 1,” correspond un seul couple
Ayy *{:'. Si le dénominateur de 7 Test < xg”, celui de 1, est< k. Jc9
< x Y , quand X est assez grand; si le dénominateur de 7,’ est<x’29'2
celui det est < kvx292 §xQ2 + lorsque X est suffisamment grand., La

somme

P A1,

7”7 dans x' (29, 1Q,)
oit 2 estr:4Q, peut donc étre mise sous la forme
214 ) Ay, h).
h 1" dans x” (Q", Q')
La relation :

Zh’“L[t,h)=L(t)

est immédiate, de sorte que (60) nous apprend
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" —Q
Li)— 2 L) <<x™ T
Y’ dans x’ (29", & Q,7)
Il suit de ce résultat quion peut, sans nuire & la généralité, supposer les
nombres b, divisibles par k, (=1,...,n). Dans le reste de la démon-~
stration je supposerai que les m(n—m) nombres by, od v est>m,

solent divisibles par la ivaleur absolue du déterminant figurant
dans (44).

Dans la démonstration des cas faibles j'introduis un nombre fixe
quelconque @, ensuite un nmombre fixe convenable ¥, (dépendant de Q)
en outre un nombre fixe quelconque €,=€, et finalement un nombre
fixe convenable @, (dépendant de © et ). Dans la démonstration des
cas forts j'introduis un nombre positif fixe convenable ©, <}, tn nombre
positif fixe quelconque © <o, et deux nombres positifs fixes convena-
bles w,<} et o (dépendants de ©,). Plus loin je fixerai le choix
des nombres @, @, o, 0, et o

Dans les cas faibles j'adjoins & chaque systéme 7 de x(, Q) le
cube j(y) & m dimensions dont le centre coincide avec le point 7 et
dont les arétes sont parallsles aux axes de ccordonnées et possédent
la longueur 2X':1x93. Dans les cas forts j'associe a chaque systéme 7 de
X("Jlu,ﬁ’zl le cube j(y) & m dimensions dont le centre coincide avec 7 et
dont les arétes sont paralléles aux axes de coordonnées et possédent la
longueur 2x 1t

En tenant compte dans les cas forts de ce que ©, et @, sont infé-

rieurs 4 4, on voit pour des valeurs assez grandes de X, qu'il est impos-
sible de trouver deux points a=(2,...,2) et ¢ =(a/,...,2/} appar-

tenant 3 deux cubes j (y) différents, tels qu'on ait

(61) ocp:—:ap’ (mod. 1) (p=1,...,m).

Désignons par j la partie du cube 0=, <1 (p.=1,...,m), formée
par les points ¢, auxquels ne correspond aucun point « situé dans un
des cubes j(Y) et vérifiant les congruences (61). Si 7 (&) =7 (% ..+, %,)

est une fonction continue quelconque de période 1 des variables
Oy enny® O A

(62) Ofld“%(“>=75‘,5fdax(a)+dfdax(a>;

itr) j

icm®
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- , . N
;15 est étendu dans les cas faibles aux systémes ¢ de x(2, 2,), dans

les cas forts aux systémes v de X (0, ©,); le membre de gauche de (62)
est une abréviation pour -

1 1
f...f-,_(a,,...,am)da,,...,dam,

0 0

de méme que la derniére intégrale, figurant dans (62) est une abrévia-

tion pour
fj Yoy enn,a) da, ... do, .
.

Si X est suffisamment grand, le cube j() est une partie du paral-
1élépipede J(1), défini par les inégalités

m
—312 Zbul—r) <} O=1,...,m)
p=1

Posons pour v=1,...,n

o«
F,(a) = , =§m r(v)e [u,:.:- o, b,

et

0
(63) (I)V (‘7] = Z P,) (¢)e (7) > U‘p. bk.w) H

n
U=—a0

‘E est étendu aux nombres naturels 1< m. Posons en outre
(64) W e, ) = (LF, () — 7 () 0@ (o —1);

v ¥

Ivl est étendu aux nombres naturels v= n; il va sans dire qu'on obtient

¢ (¢—1) en remplagant dans (63) «, par @, — 7,. Nous avons
1

L)=3,1r, ()= f de 3 o 3 Trfo)e(Se(h+Ibuo)
H v =— o0 n =— 0
(65) =3, f do(UF, (o)) e (—Sa,1,) + U, 0),
T v #
it
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U0 = fda(uﬁ @ el3oy 1)
Le premier terme figurant dans (65) est égal &

U, = 3 [ds W e (=Da,4)
T
i)

augmenté de

Ism ) fd” P (e —))e(-Zoyt,)
i iy Y B

On obtient ainsi

(66) L(t)—Z,m(v) Idoﬂ D (2 —7)) e (—— Ya,t,)=U )+ U,0 - U, (),
! J)
ol
Uy () =Z,57m (1) do (1P (2 —7)) e (—~ o, b,
I
L'intégrale figurant dans (66) posséde la valeur
e(—z'(},‘tp] fda([[@ (@) el Eoc ) -
J(0)
[ 0
me3nt) 3 .. X (),
¥ Uy ==— 0 Up = 00 V=1
ou
= fdm e (E o, (% bp_v v, — f{L)).
J©)
Considérons les points t=(z,,...,t ) tels que les nombres

t'=3%b,t  (v=1,...,n)
m

icm
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possédent la propriété que t’,...,T " soient entiers. Comme chacun des
m (n—m) coefficients by, ot v est>m, est divisible par la valeur abso-
lue du déterminant (44), les nombres v, ..., 7, " sont également entiers.
Le nombre b—! de ces points t avec la condition supplémentaire
0=¢t, <1 est donc égal & la valeur absolue du déterminant (44) nommé
et lmtegrale I, posséde la valeur b pour chaque systeme d'entiers
2,,...,0, avec la propriété

Evbwv‘,=iILL (h=1,..., m).

Considérons maintenant un systéme d'entiers @,,...,v, pour lesquels ces

T’
n

m relations ne sont pas remplies en méme temps. Comme ¢,
sont entiers pour chaque point t cité, on a

eay

e (Z' (ap, +Tp ) (S‘ bpv Uy— [,.L» =e(— X Tp. fp. + 3 % (S' bp,v ’U'., - tp.))v
B - v o | v
par conséquent

e(—Ir, 1) fd:xe(i o, by, -t ) =1

> s v
: J (%)

La somme de ces intégrales, étendue i tous les points © avec |r, <&

(n=1,...,m) est pour les trés grandes valeurs de & d'une part ap-
proximativement égale a

e(—Yr, 1)

dre (S En = b(,w v, — 1, N =
P P v

o <

(=2 ) fe[u(%bwvv—tp)) du.

donc approximativement égale & zéro, d'autre part sgale I,, multiplié
par le nombre des points t, situés dans le cube | w1=§& On trouve
donc I, =0 et V'intégrale, figurant dans (66) posséde la valeur

bel21ut)%, 1o () =B A Tty
X

d'ott
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L(i A(t)\‘15"](7)e("_"" (y, !L)—U(t)—l—U t)—U(t)

Nous avons maintenant besoin de bornes supérieures convenables pour
les contributions de U, (#), U, (f) et U, (®).

Dans les cas faibles je deduxral des conditions du théoréme A les
inégalités

(67 U <<x* Y euvRy
=t
et
(68) U< <z Y /P
. &
des conditions du théoréme B
N | 2 L_)
(69) eV O << égx v Twl
et
}_“_ 2 -t — < \
(70) : w@B | U0 <<x™X ’"Z g{Px.‘:w[t)
A=t

et finalement des conditions du théoréme C

(711) )jw(t)glfl(t)[2<<x (X —2m g . & +R)X w(f)
et
(12) ~w(i)|U(iH/<x YXTEmE L g +P)\‘ @)

En outre on a dans les cas faibles dans les conditions de A, BetC
(73) Uiy <<x=hx—mg g,

ot Q=0 éore ;
o 41 danfs le théoréme A, et @, =1 dans les deux autres théorémes.
ns les cas é

les orts on peut remplacer dans les résultats précédents x-4
par X
g Dans les cas faibles je trouverai les résultats concernant U, (#) dans
1a teuxleme partie de cette démonstration, ceux concernant U, (#) dans
a troisieme et ceux concernant U,(#) dans la quatriéme; les cinquiéme,

©
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sixiéme et septidme parties contiendront pour les cas forts les formules
analogues, respectivement pour U, (1), Uy) et U () donc en sens

inverse.

1. Sur U, () dans les cas faibles,
Dans les conditions du théoréme C il existe un nombre fixe c,; tel
que l'inégalité

74 ¥ Yot )< xS wif
(74) iw(t)e(puwl x ,w“

soit remplie pour tous les points 2=(a,,...,7m), excepté ceux pour les-
quels chacun des m intervalles (o, X ! xt%) contient au moins une frac-

tion & dénominateur < x5, Dans la démonstration des théorémes A
et B je poserai ¢, = 0. Les inégalités (48) nous fournissent un nombre
positif fixe ¢, tel que nous ayons

o
as) Y relo)<<gx*TmTImeE (p=1,...,m)

V=00

pour tout nombre réel « avec la propriété que I'intervalle (23 X x) ne
contienne aucune fraction 4 dénominateur < x%. Posons Q =mecy,+ 1,
Q>Q et Q,>Q et démontrons 67), (69) et (71).

Supposons pour l'instant qu'3 au moins un point a={o, ..., ) de
i/ correspondent m fractions F‘/\ (A\=1,...,m) dont les denommateurs

sont € x% et qui vérifient les m inégalités
. A —1 o
(76) \‘;apbw—lﬂ\<x x% (=1,...,m).
En vertu de (44) on peut trouver m fractions irréductibles '{l-tl qui sa-
tisfont aux systéme
(X)) “:;blLl>('P= Iy (=t1,...,m)
Les dénominateurs de ces fractions sont <<< xMczs ot les relations (76)
et (77) nous apprennent
g~ <<X 7 x (=1,...,m),

de sorte que l'on a 0<*(p_'<1, si X est assez grand. Posons
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ap_’=ap—1; *{p:O, sty =1,
Alors nous trouvons .

aul—m cc X e (w=1,...,m).
Pour les valeurs rassez grandes de X on obtient donc en vertu de
2.>Q =mc,+1, que o’ —1, est en valeur absolue <x71% et que
le dénominateur de 7, est <x%, I suivrait de ce résultat que «’ serait
situé dans j(1), ce qui est impossihle, puisque 2 appartient & j’.

]?e cette maniére nous avons trouvé qu'a tout point « de j* correspond
au moins un nombre naturel A < m tel’ qu'on ait pour chaque fraction .l‘k

4 dénominateur < x%

v T —1 _Co
i ‘l'L‘ ap 7y I A { >X X
La formule (75), appliquée avec Eap b, au lieu de o nous apprend donc

(18) F,)<<g, x ETmdme

Considérons maintenant séparément les trois théorémes fonda-
mentaux,

IT A, Dans les conditions du théoréme A il résulte de (78) que

U ) <<x—% )\}iz g1,

ot
1
1= f da| 1L,
On a
VI#I).F“ (d) = H1 Fv (’7] H; Fv (d) H
I é
1 est étendu aux nombres v=1;,...,) et I, aux nombres v=11+1,..., A

Le carré de I, est en vertu de l'inégalité de Schwarz tout au plus égal
au produit des deux intégrales
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1 1
Is=fdaIIIJFV(a)[2 ot 16=fdaHzIFy(a)|2.
0 . , 0
L'intégrale I, posséde la valeur
1
' f da11, F, (@) F,(0) = 5,0 L7, 0,)7, 0,1,
S

ot Y, est étendu aux entiers v. ,...,v,,0,...,0, et od
16 A VU T N N

Ye=Apy oo

1
L= [de@a, X bub,—0)
, :
(1]

posséde d'aprés le raisonnement donné dans la partie 1 de cette démon'
stration, la valeur 1 ou zéro, selon que le systéme

(79) X by lb—v1=0 w=1,...,m)

e By
est vérifié ou non. On a donc

. ' =316 (v)e, )
étendu aux systémes v, v’ =2,..0uA) vérifiant (79). De la méme
maniére on trouve un résultat analogue pour I, de sorte que I, est
égal au nombre R, défini dans (51) et que I, est<1/72; Nous avons
trouvé ainsi (67)-

Il B. Dans les conditions du théoréme B on a
{ Tw@U,0°=
(80) - \ffdadp(lvlpv(aﬁy(@))::w(t]e(:_: (B, — %)t
i : :

Une sommation par parties nous apprend en vertu de (53) que pour tout
nombre réel u et pour p=1,...,m,

Y wyWewh<<o@ X w,(h)

h=—ow h=—owo

: ~ —1
ot o (1) désigne le plus petit des nombres 1 et X ' |sinwu| . Le membre
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de gauche de (80) est donc en vertu de (78) et de F)\(B)<<g)\

{cette inégalité suit de (42)) certainement

¥ . o 3 L ITs (B, —
<<tw(f)j[jfdfdaquV[alF.,[ﬁ). s ()

— b
< <X ’"E;w(t)}u &1y

11
L= [ [ dedel ILE,@F, ()T~
00

On a donc L <{(,+1,), od

11
I,=ffdadﬁ| I F (a)
00 e

si l'on remplace F («) par F (B), on obtient I, de sorte que I, et Ly
possédent la méme valeur.

6 (u) étant une fonction de u de période 1, la substitution B = a“*l-u”
transforme I, en I, I, o ’

Mo, a)

1
2
I,=T f o () du < X 5™
B 1
2
et
1
L= (L1, 07, @) f dae(Se, ¥ by (v,—0,))
= 219 V:EL L (W]?/ (o)

. , . N

L, est étendu aux points.& 2n-——2 coordonnées enticres vy, vy (V=N
p s‘ X . . . . )

et 2, 4 ceux de ces points qui satisfont aux m relations

vi)‘bp.v (Uv'_vv,) =0 (p. =1,..., m],

e ©
lm Propriétés additives. I, 225

de sorte que I, est égal au nombre R, [défini dans (52). I; est donc
<<X i Rl et on obtient (69).

II C. La relation {(80) est vérifiée aussi dans les conditions du
théoreme C. Considérons d'abord la contribution au membre de droite
de (80) des points « et § tels que chaque fraction située dans au moins

025)

. 1 N . .
un des m intervalles (B}L —_ d}L—i-X x°) posséde un dénominateur > x"%.

Dans ce cas nous pouvons utiliser (74) avec ,’3”——— a, au lieude x,, desorte

que la susdite contribution est

<<x—£21f3§;aw(t),

1
= [l TTE,@)].
F v
On a donc
1
o~ 1 n
1§3<J do.| T F,(@]2.| I F,(@)|?
v=1 v=lt1
4]

et le raisonnement de II B nous montre que le membre de droite est
égal au nombre R défini par (54). Pour obtenir (71) il suffit donc de
considérer la contribution au membre de droite de (80) des points « et

8 tels que chacun des m intervalles (@F—ap—-}:X—l x¥) contienne au

moins une fraction 4 dénominateur = xs,
En vertu de (75) et F, (=) <<g,, cette derniére contribution est

1 *
<<x—£!——3mczsg1_,‘g"\;“w(t),fdl’i“}HFv[ﬁH J da,
v
0

*

ot fda est étendu aux points o=(a,...,0,) tels qu'on ait 0<mu§1

. o1 . .
et que chacun des m intervalles (B}L—au—{—X x°%) contienne au moins

une fraction . i dénominateur < x5, Le nombre des systémes 7=

{1y..-,7,) qui entrent en considération est << x¥M2 et on a donc
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*
fda<<X_mx3mE”.

Par conséquent la contribution nommée est

—u

<X "x gt L lw (),

1
Ii4= d@II}Fy[ﬁ)l
!

. posséde un carré qui est tout au plus égal a

T 7 @)|*=R

1 1 1
dB|1IF,(8)2.
FILE, @) of dp 1t

La contribution en question est donc

~Q —m —
<<x X g.'-!g,.l/R:&w(t)

—2.
g g+ R Iwl)

IIl. Sur U, () dans les cas faiblés.

Supposons fixé @, =mc, 1. Désignons par €, un nombre fixe
quelconque =2,. Dans les conditions du théoréme C il existe un nombre
positif fixe c,; tel que linégalité

——lm Q,

81) ‘-t"w(tle(iap t)<<x %w(t).

soit vérifiée pour tous les points o=(2,..,,2 ), excepté ceux pour
. .1 ¢
lesquels chacun des m intervalles (o FX x "y contient au moins une

- 2 z . C. .
fraction 4 dénominateur <x?. Posons dans les démonstrations des
théorémes A, B et C respectivement

93:Q+1>+mn92c3+2m92;
Q=04 1l4mt2mnQ,c+4mQy;

icm
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8, =04142mnQci+3mey;

dans ces formules ¢ est la constante figurant dans (41).

Supposons pour l'instant qu'a au moins un point o= (CRN )]
de J{1)—j({) correspondent m entiers y,,...,y, tels que nous ayons
pour h=1,...,m .

—1 Q1

(82) b, (@, —1)—y =X x

poph
Il suivrait de la définition de J (1) que les entiers y,...,y_ s'annulent,
si X est assez grand. Comme le déterminant (44), formé par les mz‘

coelficients b,,,...,b_ ne s'annule pas, on trouverait pour p=1,...,m

| ; —1  Q—1 —1 &
o, —rul<<X x " ,donc <X Tx?

pour les valeurs assez grandes de X. On trouve ainsi une contradiction,
puisque o n'appartient pas & j(y). De cette maniére nous avons trouvé
qu'a tout point « de J(1)—j(1) correspond au moins un nombre naturel
X =m tel que nous ayons pour tout entier y

Zby, (0 —1)—yi=X x
P.

par conséquent
. | . —1 Qg —1 Qy—1
| sin (xX by, (2, —1,)) > sin = X 1yt 1|> X
l.L
et (45) nous fournit grice a la sommation par parties

—4,+1
D, (e —1)<<gx -

(83)
Cette inégalité est analogue & (78), mais F,(a) est remplacé par
(D)‘(O.—-'{),

Le nombre des systémes ¥ formés par m fractions irréductibles

. 42, €2, L 2
7. & dénominateur =x* est au plus ™2 Comme Zby,T, est égal a
« n

mi,

une fraction & dénominateur <<x" * il suit de (41) qu'on a

. v mn$, ¢g
(84) 701 = {l z, (;b}w 1)<<x .
Séparons maintenant les raisonnements relatifs aux trois théorémes

différents.

7
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III A. Dans les conditions du théoréme A on trouve en vertu de
(83) et (84)

1+ mn @ <
Ull<<x G 215)\2 8 Lis,
T A=t

I,— fda} & (ar)|= [dm| n e (@),
v Y . LN
J ) J(0)

5 2 .
par conséquent I, <I 1., od

L= [ dain, @, et I,= Jdamzq)v(a);e,
J(0) J(0)

Un raisonnement analogue & celui de II A nous apprend que I, I,

est égal 3 P,. Comme le nombre de termes de la somme X est =< x2m
= k]

on obtient

Us[t) <<<x @+ 1+ mn, cg+2m 8y

d'ou résulte (68).

Il B. Dans les conditions du théoréme B les inégalités (83) et (84)
nous donnent
N m
. s —R Q
Sw o0, 2<<x TS S ) 3 62503 5l
t A=1 T v

Le= f f“dﬂi I @, (o—1) By (B—1"
v y ) e (@, —a,)
i I a2 poo bt

posséde d'aprés le raisonnement tenu dans 1I B une valeur < < X~ "x™P
Nous obtenons donc '

. —t t+m+2mn Q —m
Zi:w(f)[Ug(t” e x T m-+2mn 2Cg+4m&;X m ngapkz‘wm,
A=1 f

d'ot suit (70).

icm®
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I C. Dans les conditions du théoréme C les points « et i tels que chaque
fraction située dans au moins un des m intervalles (B, —o, X1y

posséde un dénominateur > x7, fournissent & la somme

Tw®| U, )12
t
une contribution, qui est d'aprés (81)

—O—4m©
<<x ¢ 4m22w(1)215215119120,
t v

I,= fdu.|£1‘1’v[a._7];
J
et oi I, est lintégrale analogue avec 7’ au lieu de 7. On trouve donc
que 2, et Iz, sont <P, de sorte que la contribution des points cités
— . .
o et B est <<<x SP;‘lw[t}. La contribution des autres points o et

B est d'aprés (83) et (84)

(9) i (93
—Q + 1 +-2mnt ¢ Ay
<<x HRAF A B w(t)Z‘ﬁZ,sln.
t T 7

L= [dsinep—ni] ds
Ju
posséde une valeur
N PO PYCROIES L
w5
La contribution des points o et B en question est donc

—0, ) » —
—<x ..3-r1+2mn£,2c5+3mc_,[x 2mg§...g:+P)2w(ﬂ,
t

<X

d’oir suit (72).
IV. Sur U, (f) dans les cas faibles.

Maintenant ,, @, et @; sont déja choisis. Il suit de la condition D que
pour tout point « de j(7) la différence entre F (a) et z, (Eb,, 1) @, (= —1)
. B
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—,—2m @y —m Y o
est << g x m=m%  Daprés (42) le nombre F (0) est
<<g, de sorte que la fonction W(e, 1), définie par (64), est

8y —2m 8y — m<, . —
<<<g...g,x T "T™S Comme le volume de (1) est 27 X '"x"““)“,

le nombre U, {f) satisfait a (73).

V. Sur U,(!) dans les cas forts.
Démontrons dans cette partie qu'il existe un nombre positif fixe
¢, tel qu'on ait

—M—Cag

g8

lorsque les nombres positifs fixes ®, et ©, sont choisis assez petits.

U, () <<X

Si les nombres positifs fixes ©, et o, sont assez petits, la dif-
férence entre F (a) et ZV(E byy 7y) @, (2 —1) est d'aprés la condition D,

certainement <<Cg, X% pour tout point « de (1), de sorte que
W (e, ), figurant dans (64), est <<<g,...g X %, d'ou
2nwy—m4-muwy

m—¥c;,

U, (1) <<X g8, X Mgy 8 X7

si 0, et o, sont assez petits.

VL Sur U, (f) dans les cas forts.

Supposons choisi le nombre positif fixe o, Démontrons qu'il existe
un nombre positif fixe ¢y tel qu'on ait, si o, est assez petit,

(85) Uy()<<X" ™ 3 g VP,
. A=1
(86) tz w@ U0 << X" % 2P, Sw (1)
} =1 t
et
(87) Ew(t)lU(I)["<<X*C’Q(X~‘m . 8247) _‘w(t)

dans les conditions respectivement des théorémes A, B et C,
Remarquons, comme dans la troisiéme partiec de cette démonstra-

tion, qu'a aucun point o de J (1) —ji() ne correspondent n entiers Yooty

tels qu'on ait "

iom°
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_1+§‘”=

by (4, — 1) — v, =X (=1,....,m),
I

quand X est assez grand. Par conséquent & tout point o de J(1)—j (1)
correspond au moins un nombre naturel A =m vérifiant I'inégalité

(88) b, (a—n<<g X T

Le nombre des systémes 7 =(,,...,7,), qui entrent en considération,

2maw,

est -<<<X et comme Yb, v, est une fraction a dénominateur
MRt

< << X™", on a en vertu de (41)
9) () =0z, Eb,,7) xR,
v B 2

Distinguons les trois théorémes.
VI A. Dans les conditions du théoréme A les relations (88) et (89)

nous apprennent

m —-lw »mnc ®
U () <<= X g)X Bt K 'E [da s D, (e—7)|
=1 " T vk
J -
\<X—em,+mnc;m2+2mm, g g).l/F;:v

=1
d'oit suit (85), si », est assez petit.
V1 B. Dans les conditions du théoréme B nous savons en vertu de
(88) et (89) que le membre de gauche de (86) est
1 ' m
- = —§m3~r2mncﬂm3:wu) Y, g2

2y
: =1~

15 :,15 L,
ou I, désigne lintégrale qui figure dans la partie Il B et qui

est =X "x™P,. De cette maniére on obtient (86).

VI C. Posons ¢y = La contribution au membre de gauche de (87)

w3
12m’
—1+ ¢5

des points « et § tels que chacun des m intervalles (ﬁ}l———ag-T-X

)

contienne au moins une fraction i dénominateur = X% est, en vertu de
{88) et (89),

J +2mncgw,y
X g, ... 8, ;w(t) 15121*
'Y
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ou I, désigne l'intégrale, figurant dans la partie Il C; l'astérisque in-

dique maintenant que chacun des m intervalles (ﬁpL——oc}L $X_1 +"30}

contient au moins une fraction 4 dénominateur =X . On a donc

*
J do < —m-+3mey

par conséquent
—m+3mey 5 3 —32 9 o
gt Ly <<g,..g, XTSRS (T g g2y,

de sorte que la contribution des points o et £ considérés posséde au
plus le méme ordre que le membre de droite de (87), si ®, est assez

petit. Pour les autres points « et B on a d'aprés les conditions du théo-
réme C

¥ b — e ¥ T C o
Swle X, —)t) << Yw (),

ot ¢, est fixe (indépendant de ®,). La contribution de ces points o et B
est donc, en vertu de (89),
cpt2mnegwy ¢

t

<<X w(f) }ixs 2,“15 Iy Iy,
T

ot les intégrales I, et I,), qui figurent déja dans le raisonnement IIl C,
sont VP, de sorte que la contribution de ces points o et 8 est

—cyt+ ;
<X c3 Zmrlc“m2+4mw2P§lw(t)_
t

On trouve ainsi (87) pour les valeurs assez petites de o,

VIL Sur U, (1) dans les cas forts.

Supposons choisis les nombres positifs fixes ©, et o, Désignons
par o, un nombre positif fixe quelconque <o, et démontrons dans les
conditions des théorémes A, B et C respectivement

m
(90) U< <X~ ¥ & VR, .

=1

Propriétés . additives. L 233
m
o1 Swl) UM P<<X” ™" 3 g2R, Jw()
t =1 f
et
©2) ?”’@)%Um:2<<X“””(X"‘2"’gf---g:+R>‘“;wu)

ot ¢, est un nombre positif fixe convenable. Exactement comme dans

la partie II de cette démonstration nous trouvons, pour X assez grand,
qu'a chaque point o de [ correspond au moins un nombre naturel

5 v . e y—1+% .
2=m tel que lintervalle (£b,, o, X 2®1) pe contienne aucune
‘J.

1
fraction a dénominateur =X % D'aprés la condition E on a donc
(93) Fl[a)<<g;_X_c”,

ol ¢y, est positif et fixe. Distinguons les trois théorémes.

VII A. Dans les conditions du théoréme A nous avons

1
m m
U@ <<X " Sg [de WF 0 =X % 35 yR
1 £ 8h e )\_z PUADY
=1 = =1

VI B. Si les conditions du théoréme B sont remplies, nous avons

S U O2<<X" FFTw®) 3 &Ly
t 1 h=1

ol l'intégrale I, figurant dans I B, est< <XTMX" R,.
VII C. Posons c34:,g§3_. La contribution au membre de gauche de
m .

. —1+
(92) des points et § tels qu'aucun des m intervalles [@H—MH#X i)

ne contienne de fraction & dénominateur <X, est en vertu de (93)

1 £
<X g g, S0 | a¢ UF, @) [ d=,
t 0

ol
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*
fda(<X—m+3mc“

Cette contribution est donc

1 —
<<XTmT 2, g YRS w()
t

—31 —
<<XT¥E(X 2mg12...gn2—|—R)Zw(t).
¢

Pour les autres points « et B il découle des conditions du théoréme C,
qu'on a

Sw@eXE,—o)t)<<X " “Jw,
t t

"

ot ¢, est positif et fixe; la contribution de ces points est donc
<<XT®L, 2w,
t
ou I, désigne lintégrale qui est <R. Cette derniére contribution est

donc <<X_C“R;‘3 w (f).

De cette maniére les trois théorémes fondamentaux sont complé-
tement démontrés.

(Regu le 18 janvier 1939.)

icm

Zur Arithmetisierung des Beweises des Minkowskischen Diskri-
minanten und Kronecker- Weberschen Einbettungssatzes.

Von
S. Lubelski (Warszawa).

E. Noether hat das Problem gestellt, einen arithmetischen Beweis
hir den Minkowskischen Diskriminantensatz (d. h. ohne Zuhilfenahme
des Begriffes der reellen Zahl) zu finden ). In dieser Arbeit zeigen wir, wie
sich der genannte Beweis fiir algebraisch auflésbare Polynome arithme-
tisieren ldsst (vgl. Satz 5). Dieser Beweis ist von wesentlicher Bedeutung
bei der Arithmetisierung des Beweises des Kronecker - Weberschen Einbet-
tungssatzes,

die ebenfslls hier durchgefiihit wird (vgl. Satz 9).

Als Anwendung hiervon geben wir einen arithmetischen Beweis
des folgenden, auf algebraisch auflssbare Polynome beschriankten, Rados-
schen Satzes:

Ist f(x) ein irreduzibles ganzzahliges algebraisch aufléshares Polynom
vom Grade n==2, so gibt es unendlich viele Primzahlen p, fir die f(x) nicht
in Linearfaktoren mod p zerleghar ist (vgl. Satz 10).

§ 1. Arithmetischer Beweis des Minkowskischen Diskriminantensatzes
fiir algebraisch auflésbare Polynome.

Wir benutzen oft die folgenden wohlbenkannten Sitze:
Hilissatz 1. Damit das Quadrat eines Ideals des algebraischen Kirpers

*) Auf diese Noethersche Fragestellung hat mich in licbenswiirdiger Weise Herr
N. Tschebotaréw aufmerksam gemacht.

1) G. Rados: tber Kongruenzbedingungen der rationalen Lésbarkeit von algebra-
ischen Gleichungen. Math. Annalen 87 (1922), S. 78—81.


GUEST




