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XXVII (1975)

Uber die

Ramanujan-Entwicklung multiplikativer Funktionen

Yon

Worraans Scrwarz {Frankfurt am Madin)

1. Einleitung. Es bezeichne

2
)V 0
1.1 = 7% =Ny Drf — -
(. ) . Gy(n) S‘ d 'u(d) exp( ) " n)
di{q,n) ma’;-il 7

die Ramanunjan-Summe (man vgl. [7]),

' 1
(1.2) M(f) =l m)

n=x

den Mittelwert der zahlentheoretischen Funktion f (fails dieser existiart),
nd

(1.3) Fo = {ft N==C; |fI<1, M(f) # 0, f muliiplikabiz} -

dis Menge der komplexwertigen mmultiplikativen Funktionen vom Betrage
=1, dis einen nichtverschwindenden Mittelwert besitzen.

In einer fritheren Arbeit [11] zeigte der Verfasser mit Me‘uhoden
von G. Haldsz ([4], [5]), daB stark multiplikative Funkfionen (1) aus &
eine punktweise konvergente Ramanujan-Enlwicklu¥y

(4) fomy = Sagmy, m=1,2,...,
g=1

besitzen. In [8], [9] wurden Ramanujan-Entwickiungen reellwertiger
Funktionen ans &, untersucht, was gich als wesentlich einfacher erwies,
da sich diese Entwicklungen als absolutkonvergent herausstellen.

In der vorliegenden Note sollen die Ergebnisse ans {11] auf heliebige
Funktionen aus &, ansgedehnt werden (Satz 1), Ein niitzliches Hilfsmittel
hierbei ist ein einfaches Ergebnis (Satz 3) iber ,benachbarte” multipli-

1) b es st f(n) = {I I(p).
»in
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kative Funktionen, das zu einem Ergebnis von Delange analog ist. Schlief3-
lich wird (Satz 2) in § 7 die Parseval’sche Gleichung fiir Funktionen aus
F, hergeleitot.

2. Ergebnisse. In [0] wurden die ,,Fourierkoeffizienten” (*) a,(f) fiir
reellwertige Funktionen fe#, bestimmtb; es ist naheliegend, fiur beliebige
feF, dieselben Fourierkoeffizienten zu erwarten.

Wir definieren zunichst die multiplikative Funktion h: N—C durch

2.1) hip") 0 fir r=1,
' rl= ST
e —flp)flp™) fir rz=2,
und setzen zur Abkirzung fiiv Primzahlen p
(2:2) n(p) =1+ 3 p~"h(p").
=

Benterkung. Auf Grund eines Satzes von Delange (man vgl §4,
Lemma 1a) gibt es ein r > 1, so daf f(2") # —1 ist; dies hat zur Folge,
daB 5(2) # 0 ist; n(p) #0 fir p > 2 ist offensichtlich.

Dann definieren wir eine multiplikative Funktion g—a; durch ihre
Werte an den Primzahlpotenzen, ndmlich

23) =9 (p)-a;r

1 .
= N R L)Y f () 1) +.2 P8 h(p%),

4 il
P = -
und setzen
(2.4) a, = M(f)-a;.
Wir zeigen

Sarz 1. Sei feF,; mit den durch (2.3) und (2.4) definierten Koeffi-
wienten konvergliert dig Reihe (%)

(2.5) D agcg(m)
o=1

fitr n=1,2,... gegen den Wert f(h).

(2.6) o Miagiele) = MR
. g=1
gegen den Mittelwert von |f[2.

{®) Statt ag(f) schrethen wir v Zuknnft der Kiirze halber nur a,.

(%) Es kann nichi erwarbet werden, daB die Konvergenz absolut oder gleichmaBig '

in » ist.

2
Sarz 2 (Parseval'sche Gleichung). Pir feF, kowvergiert die Reihe

icm
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FOoLGERUNG ZU BATZ 2. Fir fe#,, ge #F, gilt (Y

oo

(2.6%) D af)aglg)g(g) = M(f-5).

a 1

3. Benachbarte mwultiplikative Fumktionen. Wir nennen zwei muitipli-

kative Funktionen f, ¢ benachbart, wenn die fiber die Primzahlen erstreckto
Snmme

(8.1) Do~ if(p)—
B

konvergiert.
H. Delange [1] zeigte: Sind die multiplikativen Funkiionen f, g
benachbari, sind beide vom Beirage < 1, emistiert der Mitlelwert M{g) und ist

gi{p) < oo

FE&N) =g fir alle r = 1, falls g(27) = —(-1)"g(2)
fiir alle v =2 und [g(2)] =1 gilt,

so existiert auwch M{f). .

Die Voraussetzungen dieses Satzes lassen mich abschwichen (man
vgl. [10]).

Der SBatz von Del-a,nge legt folgendes Ergebnis nahe.

Sa1z 3. Bs seien f und g benachbarte multiplikative Funkiionen, die
folgende Bedingungen erfiillen:

Mit Honstanden e >0, 0 <<ea<< 2, g >0, ¢, >0, 6 >0 gili:

(3.2a) FleN g <evceds, fir r=2,3, ..
(3.2D) D@+ lg ()} < oo a3
B pEE
(3-2¢) @ lg(p)] < ey pt%;
weiterhin sei
2
(3.24) 1+ g(;:) +L{i)+... #=0 in Resxzl.
- P P

Wenn dann die Reihe
(3.3) >at-g(n) =y

n=1

(8 Bamerkung. Ist M(f) #0 und MG = 0, so existiert der Mittelwert
M{f-g) auf Grund eines Ergebnisses von H. Delange [Bull. London Math. Soc. 2
(1970), 8. 183- 185}

R
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Lonwvergierl, so kowvergiert auch

(8.4)

A [ e ]

gegen den angegebenen Grenziwert.

Beweis. Nach [10] gibt es unter den Voraussetzungen (3.2a) his
(3.2d) von Satz 3 eine multiplikative Funktion %y, so daB f = g«h, als
Faltung (°) von g und %, dargestellt werden kann, wobel

LRy {n)] < oo

bﬁe

=1

absolut konvergiert. Dann ist

f(ﬂ} Z%W () Zhﬁéd)_gg;?);.

ngN n<N a<N MmN /d

wohlbekannte elementare Abschitzungen zeigen, daf Z‘ n e f(n) fir

N—oco gegen {Yd ' he{d)}-y konvergiert, und (5.2) aus [10] gibt die in
(3.4) angegebene Produktdarstellung fiir 3'd='ho(d).

FoLeERTNG ZU SaTz 3. Sei fef,; definiert man eine multiplikative
Funktion b: N—C durch

} 1— Sy 24w,
- l,u(n H( f{p)) fiir 1

pln

0 fir  21m,
' so ist die Rethe

(3.6) B(n)

L\ﬂs

=
||
-

konvergent. -
Beweis, In [11] wurde gezeigh (%), daB {fiiv die durch

—1}-t .
o0 -:{wm- [ a-sy-fr P2 s 0 <,
nir
0, ' _ falls (r, 6) = 1,
) ah. es igt fn) = zhn(d)vg n/d).

{®) Hierfiir waren dle verha]tmsmaﬁlg tief heweu&en Hilsmittel von Halbsz
erforderlich,

icm
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definierte multiplikative Funkiion die Reihe
-w(7)

Cor=E
konvergiert. Ctfenbar sind die Funktionen b{+) wund v(-) benachbart
und erfiillen die Voraussetzungen (3.2a) bis (3.2¢) von Satz 3; weiberhin
ist in Res > 1

2
[e{p) p7 %< 9<1_ fir p>5, bew. =0 firp=2,3;

P—a
somit ist auch (3.2d) erfiillt. Nach Satz 3 konvergiert dann Yn~'-b(n).

4. Hilfssiitze. Nach Delange [1] gilt

Levva 1. a) Ist f: N—C multiplikativ, |f|< 1, und emistiert M (f) # 0,
s0 konvergiert die Reihe

1-—-f(»)
(4.1) _; ;
wnd
{4.2) Hr =1, so dap f(2") = —1 dsi.

b) Ist f: N—=C multiplikativ, |f| << 1 und konvergierl die Rmhe (4.1),
so existiert der Mittelwert (7)

(4.3) H(f) =H{(1—%)(1+%ﬂ+ f;ff) +)}

Im weiteren geben wir einige Formeln fiir die in § 2 definisrten Koeffi-
zienten a,(f). Mit (2.1) und (2.2) erhilt man leicht

' flpy  flp ) ( Fln™
44) . ey il
(4.4) 2 1 v ) n{p)

Lomma 2. Sei fe#y,. Mil einer nur von f abhingigen Konstanten p,
gilé fiir alle p wnd alle v = 0 die Abschitzung

(4.5) ;a,prl Ly, (r+1bp™.
Denn es ist nach (2.3)

| 1
7{p)| pHp—1

!a,p,-] sup
»

{49' +2};

fiir y, kann man dermmach 8-sup|l/5(p)] nehmen.

o

() Gilt zusitzlich (4.2), so ist M () # 0.

18 — Acta Arithmetlca XXVII.

e o, e e
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LEnvA 3. Mit der Abkiirzung

n 1 -1
B B I [ I

gilt fiir v = 0,3, 2, ... und filr feF,

{(4.7) e {1+ app(p) +... + (") — ap-p’}) = f(p7).

Bemerkung. Dieses Ergebnis findet sich in [9], {3.7), wurde aber
dort mit Hilfe einiger Formeln hergeleitet, die hier nicht zur Verfiigung
stehen.

Beweis. Mit (2.3) und mit der in (4.6) gegebenen zweiten Darsfel-
lung von ¢, [man vgl. hiersu (4.4)] ist (4.7) fiir # = 0 wnd » = 1 ziemlich
rasch nachzurechnen. Eine etwas miithsame vollstindige Induktion gibt
dann {4.7) fiir jedes r, wobei man noch zweckmifigerweise die Beziehung

SR ) = f(0),

OSosy

(4.8) r=10,1,2,...

beniitzs {die ebenfalls raseh durch vollsténdige Induktion bewiesen werden
kann).

5. Konvergenz der Reihe (2.5). Wie in [11] ist

2 Zd'ZM(T rdﬁ._

<0 din r=Qfd
wegen a, = M{f)-a, geniigh es also, fiir die endlich vielen Teiler & von » .
die Partialsummen
(5.1) Sy(B) = M(f) D pir)-a

r<<R

fiir R—oc auf Konvergenz zu untersuchen. Sei d = []p° die kanonische
Primfaktorzerlegung von d; wir zerlegen d = -0 in ein Produkt zweier
teflerfremder Faktoren, wobei (%)

(5.2) t= I 7

n
P, e p=0

das Produkt derjenigen Primzahlpotenzen p° aus der Faktorzerlegung
von d ist, ffir die aye verschwindet; demnaeh ist a}, # 0.

(® Ein leeres Produkt ist als I zu inter}pretieren.
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Zu 8,;(R) tragen wegen der Multiplikativitit. der Funktion «* hoch-
gtens solche Terme etwas bei, fiir die r = 0 mwod a(f) ist, wobei

oty = []»
Bt

den quadratfreien Kern von { bezeichnet. Somit erhilt man anos (5.1)
mit ¥ = 7"+ a(f) und der Tmbenennung #' —r wegen der Multiplikativitit
der Funktion g— ay

(3.4) 83(B) = pla(®) ahay M) D) pl) -y
S —
(ni}=1

(5.3)

Die Funktion ?‘—?T'Bg(?") mit
3

(£ = [T Hl

r.ptD 2l I8
0 far

(T}t) =1,
(8.5) By(r)=

(ry¥) #1,

ist multiplikativ und zu der in (3.5) definierten Funlkfion b{n) benachbart;
wegen {2.3), (3.5) und (5.5) ist ndmlich (*) fir p{2-¢-D

B(p)—b(p) = {1 —7(p)) - Y’p“’-’k(p} 1—f(o)}

7(2) 119 —1 .
={1+00p A —fB)+00p N — {1 —flp)} = 0(@™);
gomit konvergiert (10) die Reihe Yp~*- }pB {p}—b{p). Wir wenden Satz 3

b
anf die Funktionen r—#- B,{r) und »-b(r} an; es isk leicht nachzuprifen
{man vgl. § 2 und § 4); daB die Voraussetzungen (3.2a), (3.2b) und (3.2e}
erfilllt sind; sehlieBlich ist fir Res > 1

j b bip® -2
12, ({}s)+...1>1~—>0 fir  p>2
! p P ! p . .
_ bzw. =1 fir p=2,
und wegen (3.6) und Satz 3 ist '
11
> = rBy(r) ‘

cd P
1

konvergent, worans wegen (5.4) und (5.5) unmittelbar die Konvergenz
von 8(R) firx R—+oco und damit die Konvergenz der Reihe Ya,e,(n)
folgh. .

{*) Man beachte k{p) =0, B{pYI< 2, Ifl< L.

(%) Weagen der Abhingigkeit von 4 und din kann gleichmifige Eonvergens
der Rejhe {2.8) in » nicht erwartet werden.
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6. Bestimmung des Grenzwertes dex Rethe (2.5). Nach dem Stetigkeits-
satz fiir Dirichletreihen (*') ist der Grenzwert der nach § 5 konverganten
Reihe {2.5) gleich

]
(6.1) lim A(o,n), Als,n) = Z q e ()
o0+ ’ Cg=1

die fiir o > 0 absolut konvergente Reihe fitr 4 (o, n) besitzt die Pro-
duktdarstellung

(6.2) .
Alo,n) = M(f)‘]}{l-l— a';z;(ﬁ—'r.-.-} = ]g{ ( o Z;’(%) +>}

wegen der Prodnktdarstellung (4.3) fiir M (f) und mit.(4.6). Man zerlege
dieges Produkt in

A, n) = [ []1} =Pulo)-Palo),

psKE o>

wobel K fest, aber grofer als n angenommen wird. Fur das erste Produkd

erhalt man (fir K >n) .
(6.3) lim.P{c) = P,(0) = f(n),

a0+

wie leicht ams Lemma 3 folgt, wenn man beachtet, dal c,.(n) die Werte
@(p") bzw. —p"~! bzw. 0 annimmt, je nachdem ob 9" |n bzw. p" ! ||n baw,
P e gilt. Das zweite Produkt ist von einfacher Bamart; mit (2.3)
und (4.6) erhélt man fiir die einzelnen Faktoren von P,(0) die Gestalt

N St 1
04 o= ol o)

P
2

Ersetit man #{p) nach (2.2) durch 1+0(»™% und beriieksich.tigt man
nur Glieder, die grofer als O(p~*) sind, so folgt fiir die einzelnen Fak-

toren von P,(o) .
() e (1——,,) f(p) -1 ¢1+0(——1;).
p P P

‘Wegen der Konvergenz der Reihe Yp~*(f(p)—1) [man vgl (4.1)] kon-
vergiert (etwa nach dem 1. Abelschen Kriferium (**)) die Reihe

25

K

~1)—§;(n(p)—1)}

() Dieser beruht nur anf einer partiellen Summation.
{13} [6], 8..334 — oder man wende direks partislle Summation an.

icm
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L

gleichmibig in 0 < ¢ < , also aneh das Produkt P,(c), und es ist

(6.5) HmP,{o) = Py(0) =1,

G=r) -

da filr 0 = 0 nach (6.4) alle Faktoren gleich 1 werden. (6.3} und (6.5)
zusamman gehen

IimA{e, n) = f(n).

o0+

7. Beweis von Satz 2. Weann Z’ | (g} Lonvergwrt 50 It diege
Beibe gleich -
(7.1) = 13D [T (14 12120 00) +ageite (9 +...);

kY
berficksichtigt man die Produktdarstellung fir
) =[] e
v

{man vgl. (4.3) ond (4.6)],'30 liegt es naﬁe, die Funktionen

(7.2) y(n) = e, Z @ G (1)
r=g

za betrachten wnd zunfehst fir diese die Parseval’sche Gleichung herzu-
leiten; wegen (4.5) ist die Reihe fiir k,(n) absolut konvergent (). Mit
#=7p"n,p{n und ¢ ) = p(97) bzw. —p"baw. 0fir r < vbzw. r =»41
bzw. 7> »+1 und Lemma. 3 erh&lt man sofort

(1.3) ky(n) = f(p"), wenn p*|n.
Zur Bestimmung des Mittelwertes von [k,|* berechnet man
Dllayz = > ifphe M1
ne=z o<is ]1;':: &‘éfj’ﬁ
2(p) N If@AR
. > (L),

=0
denn es ist

1:[;y]-{1]:y 2 oqy.
P r

<y, (8, p)=1

(**) Die Reihe ist in Wirklichkeit eine endliche Summe, die h'dehsfens bis
]+1 geht. ' '

[log'n.
logyp



278 W. Sehwarsz

Somit ist

P(p) S% Fivl

8
P F;;" P

(7.4) M(kyl?) =

loga
Andererseits erhalt man mit (7.2} und der Abkiirzang B = [lofjnj +1
]

\_‘ [Fep ()12 = |e,l2+ 2 S’ av;r" Z‘ﬁ'pr(ﬂ)‘cpr'(%).

ngm [IE R o NSE

Dabel ist die innerste Swmnme (mit (1.1)) gleich

Sz, 7, r): = E ey (1) ‘Gpr'(’.ﬁ.’b)

=Zdy(%i).2d'u(§)f D

p ot <o
A Ty n=0mod yFId,d]

Dies ist leieht anszurechnen, da d nur p” oder p"* sein kann (entsprechend
fiir @); man erhilt mit O-Konstanten, die von #,7,+', » unabhingig
sind,
S(@,r, 1) = @p(p)+0(¥)  fix 7 =7,
und ) .
S(m,7,7) =0(p™*") fir r#Er.

Somit wird, wenn man die Abschitzung (4.6) fir a; beachtet,

Sk =lo* Y o) o+l XY 0y
n<T

0P R 0y R

wegen B = O(loga) folgt

(7.5) LMkl = el Zi a2

Ein Vergleich mit (7.4) gibt

- 1y lf(iﬁ)lz If(p*)? | Y‘
6 j [ 1. o . 2. ,,,2. a{n'y.
(7.6) ( 1}) (_1‘ » + pranh ) lep] 2 lagr|*+ 1 (p7)

Bildet man das Produkt der linken Seite von (7.6) iiber alle p, so kon-
vergiert dieses [man vgl Lemma 1, b, (4.3})] gegen M(|f]?). Somit kon-

vergiert auch
[T X149}

D ! r=0

=]
~]
el

Uber die Ramanujon-Entwicklung wmultiplibativer Funkiionen
gegen I(if:%), also konvergiert auch

Dliagitglgy = M(FI

g=1

Die Folgerung zu Satz 2 kann leicht und auf wohlbekannte Weiss aus
Batz 2 erhalten werden.
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