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Un probléme binaire en théorie additive
par

JEAN-MARC DESHOUILLERS (Talence)

1. Introduction. En 1933, B. I. Segal (cf. [4] et [5]) a démontré
que les suites ([%°]),ens OU ¢ est un nombre réel fixé supérieur & 1, sont des
bases de I’ensemble des entiers, c’est-i-dire qu’a tout ¢ on peut faire
correspondre un entier m(c) tel que tout entier puisse s’écrire comme
somme d’au plus m(c¢) nombres de la forme [n°].

Nous conviendrons, par analogie avec le probléme de Waring, de
définir g(c) (resp. G(c)) comme étant le plus entier m(c) tel que tout entier
(resp. tout entier assez grand) soit somme d’au plus m(c) nombres de la
forme [n°].

Dans DParticle [4], Segal avait démontré par une méthode analytique
que G(c) est inférieur ou égal & 3 lorsque ¢ est compris entre 1 et 3/2,
F. Dress et M. Polzin (cf. [2]) ont retrouvé ce résultat par une méthode
élémentaire qui leur permet en outre de déterminer les valeurs de ¢ pour
lesquelles on est sfir que g(c) soit supérieur ou égal a 3.

L’objet de ce travail est d’établir le résultat suivant:

THEOREME 1. Lorsque ¢ est strictement compris entre 1 et 43, on a:
G(c) = 2.

Nous indiquerons également comment notre méthode nous permet

d’obtenir quelques renseignements concernant la fonction g, en particulier:

THVOREME 2. Il ewiste un nombre c, supérieur & 1, effectivement cal-
culable, tel que pour tout ¢ compris entre 1 et cq, on ait:

g(c) =2.

Notations: # étant un nombre réel, on notera: [#] ’entier défini
par z—1< [z} < @, {#} = z—[2], e(x) = exp(2inx), ¢ désigne un nombre
réel compris entre 1 et 4/3, y = 1/¢, N représente un entier naturel supé-
rieur & 2, X = N+ 3.

2. Deux résultats classiques. Nous rappellerons ici deux résultats
classiques, le premier concernant I’estimation de sommes trigonométriques,
le second permettant une majoration de la discrépance d’une suite double.
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ProrosITION 1 (J. G. Van der Corput; cf. [1], p. 401). Soient a et b
deuw entiers positifs (a < b), k un entier supérieur ou égal & 2 et f une appli-
cation k-fois contindiment différentiable sur [a, b], om posera:

r = inf [f®(z) e R = sup |f®(x)

On a: ze[a, b] ze[a, b]
r \~U(=—2) e "'(b—a —2/x;
In;;e(f ]<21b a){(R) +(r(b—a)¥ 2/+( — )) }
on x = 2F,

ProposiTION 2 (J. F. Koksma; cf. [3]). Soient a et b deux nombres
entiers (a <), f, et f, deux applications de [a, b[ dans R, a,, a,, B, et B,
quatre mombres réels tels que a; < B; < a;+1 et Ay, A, deux nombres réels
supérieurs a 2.

Définissons Ppyi (2 =1,2) par:

75 .
- st h; =0,

%

ﬂi_a1+

Py =
7% 30

InflB; —
n{ﬂ, a—i—z y1—f;+a + |h[

} st h; #0,
et définissons T par:
b—
*

T = 2 |26(h1f1 %) + hof(n )l?hl,d’hg.

(i1, hg) #(0,0) n—a
ou Vastérisque signifie que la somme est étendue aux couples (hy, h,) tels
que |h;| < 1.72;.
Le nombre N* de solutions en n du systéme:
o < fi(n) < B; (modl), ¢=1,2, a<n<b,
'vérifz'e la relation:

—(ﬂl_al)(ﬂz”‘az)(b )|l <T+75(b- a){ﬂl;;al + ﬂB;az i+ 2.7?. }
1 142

3. Méthode utilisée. Enoncé du lemme fondamental. Le fondement
de notre démonstration est le lemme suivant, qui sera démontré dans le
quatriéme paragraphe.

LEMME FONDAMENTAL. 8% X est assez grand, il existe un entier positif x
inférieur 6 X7, tel que Don ait simultanément:
X!
4
(ii) %) < }.

(i) 1—

<{X -y} <1,
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De ce lemme, on déduit qu’il existe un entier positif n tel que:

y—1

X
1—

<N +3-n3 <1,

c’est-a-dire qu’il existe un entier m tel que:
y—1

4

(N+3—ny<m<(N+3—n)+
Cette inégalité implique que pour tout réel 6 compris entre 0 et 1 on a:

1 6\
(N+3—ny <m< (N+§—n°)7+%(l\7+-2——nc—|—?) .

Par le théoréme des accroissements finis, on en déduit:

(N4+3—nY <m< (N+1-—na
c’est-a-dire
N+i<m+n°< N+1.
On a done:
N+3i—{wm} -} < [m]+n]1< N+1.
De la seconde condition imposée & %, on déduit que:
N-1< [m]+[»]< N+1,

cest-a-dire que [m°]+[n°] est égal & N, et donc G(c) est inférieur ou
égal 4 2. Puisque la suite ([#°]),.n @& une densité nulle, G(¢) doit &tre
supérieur ou égal & 2, et le théoréme 1 est démontré.

4, Démonstration du lemme fondamental

4.1. La démonstration du lemme est fondée sur les propositions 1 et 2
et se raméne & Destimation des sommes trigonométriques du genre

b
' e(hyf1(%) + hofy(n)). En régle générale, la dérivée seconde de f = hyfi+

+hyf, aura un comportement agréable; il n’y aura alors pas d’ennuis
pour estimer Ze( f ('»)); il peut cependant arriver que la dérivée seconde
de f s’annule sur [a, b]; nous montrerons qu’alors on peut décomposer
[a, b] en sous-intervalles sur lesquels soit f”’, soit f”* a un comportement
acceptable; nous démontrerons le lemme, d’une part lorsque ¢ est compris
9 4-4"+1
entre 1 et 9/7, d’autre part lorsque ¢ est compris entre 3 et ?ﬁ’ et ce
pour tout entier n positif.

6 — Acta Arithmetica XXV.4
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Nous appliquerons la proposition 2 avee:

N IS

(c’est-a-dire que nous limitons I'intervalle dans lequel nous cherchons #).
filz (X —2°%, folx): = af, v-
a;: :1—}X"' y Pii=1, ap:=1, f:=1%,
At =3X""LogX, A,;: = }LogX.
Nous cherchons & montrer que N* est positif. D’aprés la proposition 2:

_9
847

N* = X714 0(1) 4 o(X¥1) +0(T).

Il nous suffit done de montrer que T est o(X¥?).

Notons
b—1
Shllhz = ge(hlfl(”)+h2f2('n’)) et Rhl,hz = l‘ghl,hzl 'phl,llphz.z"
On a alors:
-1 Log X -1 Log X
W Bl
1) T< 2 Ry 0+ Z Ry, + Z Z By 0yt
ny=—X1-YLogX hp=1 hy=—X1=7Log X he=1

X1-YLogX LogX

+ Z 2 Rhl.hz ’

. hy=1 ho=1
en tenant compte du fatt que R_, _,, = B, 1,

4.2, Nous allons regrouper ici quelques propriétés de la fonction
f(@) = hy fi (@) + ke fo(2), dont nous aurons besoin par la suite:

(2) (@) = (e—1)a"*(chy — by X (X —a°)""?),

(8) [ (x) =(e—1)a"3(e(c—2)hy+ by X (X —a))~%((2 —e) X —(e+1)a),

(3 bis) (%) = w‘l((c—z)f”(w)'——(c—1)(2c—1)h1X(X—m°)V‘3w“‘2).
On déduit de ces relations les propriétés suivantes:

(4) Sl hyhy <Oz by X774 {ho| X% < |f7 (@)] < Ry X7+ || X2,

Considérons maintenant le cas ol h, et h, sont positifs.

1-y

© Sih< St XY < If @) < Tl X
2—p

Dans ce cas, on a en effet h, X (X —a°)"2 < T 1<1:|hy.
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1-¥

11 nous reste & considérer le cas ol < I, < X'""LogX.

(i) f'"" est toujours négatif sur P'intervalle considéré. En effet, on a:

(2—e) X —(c+1)a°
, X X
< (2—0)X—(c+1)-2— = ?(4—2c~c~1) <

on déduit alors de (3) que "'’ est négatlf sur intervalle considéré lorsque 5,
et hy sont positifs.

(ii) On en déduit que pour tout couple de nombres réels positifs u
et v; l’ensemble des z tels que u < |f''(2)] < v est la réunion d’au plus
deux intervalles.

(6) Il y a donc au plus deux intervalles sur lesquels

" (e—1)(2¢—1)
|f" ()] = “Toe—2)

(e—1)(2¢—1)
16(c—2)

XI—SY < If/u(w)l < Xl—ayLng_

(1) Stf" @) < X'=%, alors

En effet, considérons la formule (3 bis); on vérifie que sous nos hy-
pothéses: (¢ —1)(2¢—1)h, X (X —n°)? 2%~ 2 est supérieur &

(e—1)(2¢—1)
8

XI—ZV

(8) Soient alors % et v deux nombres réels tels que 'on ait:

(¢—1)(2¢-1)
16(c—2)

71 -2y.
’

I<u<v<

3X\Y

X k4
I’ensemble des x (compris entre (-2-) et (—) ) tels que u<|f'(2)|<?

4
est alors la réunion d’au plus deux intervalles de longueur O(v-X*71),

Considérons en effet un point z, ol f''(x,) < v; par la formule des-
accroissements finis, nous pouvons écrire:
o+ (@ + A = 4]+ |f"" (wo -+ 62)].
En supposant que f/(@,+ 40) est inférieur & » pour tout 6, on a:

f"" (@ + A)]

A< Gl
W< 77 @ o0

< v- X% Qaprds (7).
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4.3. Nous pouvons maintenant passer & la majoration des sommes
Shl,hZ'
- Premier cas: —X'"""LogX < hy < X716, 0 < Iy < Log X, [hy|+
+ |ks] # 0. .
En vertu des relations (4) et (5), on a, avee les notations de la pro-
position 1:

R
1<T<1;

R < X'"*"LogX;
r> inf(X77, X17%) > X7,
On obtient donc:

18y 0yl <€ XM (Log X)Y2.
On en déduit:

X1-7n6 LogX X1-7/16 LogX
> 12 (T re VV1/2 Y Qe

' DT Ry, < X (LogX) D D b
hy=-X1-YLogXx ha=0 hy=—X1=?Log X ho=0

L’astérisque signifiant que 'on omet le terme R, , (resp. Do,1°Pe,2) dans la
sommation.

De la définition des Pa; iy ON VoIt que:

Pua XY Pry < 1.
On a done:
Xl—'/‘llﬁ Log)’{k
D D PPy < (Log X,
Iy=~X1-¥Log X *2==0
et la contribution 7', des termes indexés par les ; que nous considérons,
& T est O(X'*(LogX)*®). On vérifie que lorsque ¢ est inférieur i 4/3
(y > 3/4), on a: 2y —1 > 1/2, c'est-a-dire: T, = o(X'~%).
Il nous reste & considérer le:
Deuxiéme cas: X'77/16 <&, < X'""LogX, 0 < hy < Log X.
LeMME A. Soient u et v deux mombres réels compris entre 0 et y. Si
X7k < |f (@) < XY (resp. X1 < |7 (2)] < XV LogX) sur
un intervalle I de longueur au plus X*~*, on a:

D elfm)| < B

nel

(resp.

1Y) elfm)| < (x

nel
pour lout e).
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Ce lemme est une conséquence triviale de la proposition 1; nous
I’avons formulé ici pour la clarté de 1’exposition.

Soit # un entier positif; définissons les nombres a, par la relation:

4 —1
%= 3@ 1)
(On vérifie que 0 < a; < y.) .

D’apres les relations (7) et (8), on peut décomposer 'intervalle (X /2)?,
(3X/4)” en n+2 groupes d’au plus 2 intervalles If®” (m =1,2) tels
que ’on ait le systéme de relations suivant:

X'-v-a ¢ ()] < X*?LogX sur I,
X--opn g |f (@) < X% sur I{P, kB =1,.
X < |f"(x)] €« X *LogX sur I,
I{™ contient au plus O(X?~%-1) entiers (a, = 0).

(3y—2) pour k=1,2,...,n+1.

Soit 8; la contribution des intervalles I{™ & la somme 8, , ; d’aprés

le lemme A, on a:
1,9

18,0 <X 27" (pour tout &> 0),
1, %+1 %41 1 41 y
= ’= f—_— —ap +-
Wl € X2 7 By x’TTE iLx T TR poy, e,
1.7 1 %41 ’
18ptal < X‘(XE+§_E"+1+X7 4 +X“(y ak+1)) (pour tout &> 0).
" 9 4n+1+1
Nous allons montrer que lorsque ¢ est compris entre — et —————4n S
_— e 143y
toutes ces quantités sont inférieures & X*»™, ot u, = 2@

e A
}*+——ak+1 —2a, = ntl "
2 2 24" +1)
également vrai avec a, = 0

Weyr 1 3p (24" 42 4B+ 1) 3. 4n+1 42481 .

Y+

2 2 6(4"T1 4 1)
4k+1_4
Cette quantité est iniérie:re & u, si e>14 6 PP 2@ o) La
w__
i = étant croissante pour x>0, on a:
fonction g(x) Y . P ;
qk+t g . o4ntlyg 4n+l_gq 1 2
o <- - =—< =,
6-4"t1 4 9(4%1 1) T 84"t _2 T g4"1-32 8 T
C y  3p(2-4F44ntl ) 4k 2
g 4ty = 6411 1)
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2-4F—1
4l g4k 17

Cette quantité est inférieure & -u, si ¢> 1+ 3 Mais

2-4F 1 - 2.4k 1 2.4k 1 2
34T 4451 124514458 8(2-#-1) 8 -7’

1 " S 54" 3 3y(4"*1 4+ 3)
6 2 "ttt 6(4"t1 4 1) ’
e . . 3-4"+1 418 ) 3
quantité inférieure a u, si ¢ < BCWTE done si ¢< '
1 a4y, 3y(3-4™145)— (41 45)
TR T a7 12(4" 11 1) ’
bit6 inférioure & w, si y< o -
quantite inferieure a w, si y < 93"
9
Q.4ntl__
My, 2 —8 ' -
I TS s

3p(2 —4m+1) 4 3.4n+1 3
3(4" 11 1)

'4_(7 —Qpyy) =

Si ¢ < 3/2, cette quantité est inférieure & wu,.

En conclusion, si ¢ est compris entre 9/7 et 3/2: I8h,ny) < Xnte,
et cela pour tout entier ». En prenant » suffisamment grand, on voit que
(9) [Shngl < XHC, car  limu, =},

n—>o0
Il nous reste & combler I’intervalle [1,9/7].

Par les formules (6) et (7), on voit que ’on peut décomposer [a, b]
en au plus 4 intervalles sur lesquels, soit:

X < |f" (@) < X LogX,
soit:
X < |f" (@) <« X" LogX.

Cela conduit, par le lemme A, & I’estimation:

3 te 9
(10) IShl'hzl < X+ si e< 7

Pour combler le dernier trou (autour de 9/7), on considére [a, b] comme
réunion d’intervalles sur lesquels soit |f'’ ()| est compris entre X!—2¥—(»-2)/10
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et X'~ LogX, soit |f"’(z)| est compris entre X'~% et X'~*’LogX. Par
le lemme A, on trouve alors que: -

3y+3 R

(A1) [Spnl <« X " lorsque ¢ est compris entre 11/9 et 3/2.

Les formules (9), (10) et (11) permettent de trouver (selon les valeurs
de ¢) des majorations de |, »,| (appelons les ) indépendantes de h; et h,.
Soit T, la contribution & 7' des termes R, ,, avec X'77/16 <k,
< X' ?LogX. On a:
X1-YLogX LogX
T, = 2 2 Phy,1Phg,2 1 Sny,n,| < X°-8

By =X1-7/16 h2=1

pour tout &> 0, car p, , < X" et py,. < 1. A
Lorsque ¢ est compris entre 1 et 5/4, on déduit de (10) que

T, = o(X¥ ),
Lorsque ¢ est compris entre 11/9 et 17/13, on déduit de (11) que
T, = o(X*1).

Lorsque ¢ est compris entre 9/7 et 4/3, on déduit de (9) que
T, = o(X¥1).
On achéve la démonstration du lemme en vérifiant que:

1<11<5 9<17<4
o ST ST 1<%

5. Quelques remarques concernant la détermination de ¢

5.1. Nous commencerons par donner quelques indications sur la
démonstration du théoreme 2.

En procédant ainsi que nous I’avons fait dans le quatrieme para-
graphe, & cette différence prés que l’on prendra:

A = Xl-v+0.04  of Ay = Xo.o4’

on montrera qu’il existe une constante K’ (effectivement calculable) telle
que pour tout nombre réel ¢ compris entre 1 et 1.05 on ait:

37 —27 K’

N*_ Xzy—l < X27—1—0.04.

847 Se—1
On en déduit aisément qu’il existe une constante K effective telle que N*
soit positif dés que X est supérieur &4 K(c—1)~%, c’est-a-dire que tout
entier supérieur 34 K(¢—1)"% est somme d’au plus deux éléments de la
forme [#°]. Notons que nous n’avons pas calculé de valeur pour la cons-
tante K. :
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Soit alors @, un nombre réel positif (il en existe) tel que pour tout »
supérieur & z,, on ait: _

2% > Ka*.
Nous allons montrer que pour tout nombre ¢ compris entre 1 et
; 1
inf (1.05, 1+w_)’ on a g(c) = 2.
0

D’aprés ce qui préeede, il suffit de montrer que tout nombre inférieur
a K(c—1)"* est somme de deux nombres de la forme [7°].

Considérons la suite finie ./ des nombres de la forme [n°] qui sont
inférieurs & K (c—1)~%; cette suite contient 0 et 1 et a donc une densité
de Snirelman positive; calculons cette densité o.

Le nombre d’éléments de =/ inférieurs ou égaux & « est au moins 2'°,

On a donc

o= (K(c—1)%)Wa-1,
Puisque ¢ est inférieur & 1+1/x,, on a:
20/(0—-1) > 21/(0«1) > K(G—l)_25
d’out ’on déduit:
2> (K(o_l)—zs)(c—l)/c
et donc:
o> (K(e—1)~%)00-1 5 1,

La suite =7 ayant une densité supérieure & 1/2, tout nombre inférieur
4 K(c—1)"* est somme d’au plus deux éléments de 7, ce qui achéve
la démonstration du théoréme 2.

5.2. Pour clore, au moins du point de vue théorique 1'étude de ¢
dans Pintervalle [1,4/3[, nous allons indiquer le résultat:

THEOREME 3. Soit ¢ un nombre réel inférieur & 4/3. On peut déterminer
effectivement une suite finie de mombres réels 1 = ¢y < ¢, < ...< 0, =€
et une suite finie de nombres entiers gy, gy, ..., gy_, telles que sur chaque
intervalle [c;, ¢;,] (¢ =0, ...,k —1), la fonction g soit constante et vale g;-

D’aprés le théoréme 2, il existe un nombre réel positif ¢ effectivement
calculable tel que g(c) vale 2 sur Vintervalle [1, 1+ ¢]. Il nous suffit donc
de nous occuper de intervalle [1-+¢, ¢].

En suivant les constantes introduites dans les calculs du quatriéme
paragraphe, on se rend compte que ’on peut trouver une constante effective
uniforme N, telle que tout nombre supérieur & N, est somme de deux
termes de la forme [#°] et ce pour tout ¢ compris entre 1+ ¢ et c.

I1 nous suffit alors de remarquer que l’ensemble des suites

A (No, 0) ={[#]< Ny, L+e<c<e}

est en fait un ensemble fini (car c’est une partie de 2([1, N,])).
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