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Now choose & congruent to amod 3, o fy mod 2, to y; mod L4127 and
to &, mod 1 — 24, and similarly fox &, &, and &; and then

p— B — & — £ — £} = 11 (mod 120),
which coneludes the proof.
Wo also have the identity
120 (1 48y == (-4 20)F o (04 2 == B2V o {(L Ay @ AP o {{L A B) -] LY

Now it is easily seon that for »eJy, tho congihuences

P ')171' — QJ:,' — jl;f At wm O (mod 1 -~ 24) )
g oon 3 oo G e 831 03 22 0 (modl 8 - 84)

expressed ag the sum or difference of at most eight fourth powers, exactly
as before. Finally, if v =210 (mod 8--8i) then --» 4810 (mod 8 |- §i)
and so —» can De so exproggod. Thus v(d) < 8,
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Sur les polynémes & coefficients entiérs et
de discriminant donné
par

K. Gv8ry (Debrocen)

Désignons par |f]l = max ;] la hanteur d*un polynome (@) = @oa® -
e issm

A+ ag "+ L e e Z[@). Appelons les polyndmes f(z) et f*(x)e Z[x]

Cbquivalents si Von a f*(w) = f{@+a) avee un ae Z. Dang ce cas pour

leur dlseriminant on obtient D(f*) = D(f). Done, ¢'il ¥ a un polyndme
fl@)e Z[x] ayant le discriminant D, alors i1y en a uhe infinité. Dans notre
travail nows démontrons le théoréme sulvant:

Tisontwre, Soit Dz 1 un nombre ficd arbitraire et considérons un
polyndme normé f(w)e Zin] tel qguo 0 < |D(f)| << D. 11 existe des constantes
e (DY, e (1) catewlables ewploilement of dépendant seuleinent de D, iolles
que degf 5o, (D) et [ < 0,(D), ob f* est um polynéme bquivalent & f.

Par consédgquont, il n’existe quan nombre fini de polyndémes normés
Flo)e Z[a), non équivalents deux b deux, de diseriminant 0 < [D{f)i <D
ofi on peut, par un nombre fini dopérations, déterminer un tel systéme
des polywdmes f{w),

Si f(z)e Z[x] est un polyndme normé de degré == 2, alors [D(f)]
s (2nl 0¥t Inversewnent, de notee théordme, il réwulie que = <
e([DON) o 1)< eo(1D()) avee los constantes o, et ¢, préeédentes,
ot f* est un polyndéme équivalent b f.

Jonsidérons ensuite quelques corollaires de notre théortme.

Conrorrains 1. Svient donnds les nombres Dz 1 et N 2 1. Il nleziste
guun nombre fing do polyndmes normds f() e Z|w] tels que 0 < |D(f)l < D
e | ()] =, N ol ces polyndmes powvent Bive déterminds.

Ue corollaive reste viad aussi dans le eas olt nous fixons un aubre
coctficient des polyndmes f(w) au licu de f(0). Cette proposition est une
généralisation des théordmes analogucs de Nagell [87, [107 qui concernent
les polyndmes normés b coofficionts entiers de degré < 4 et les nombres
algébriques entiors de degré = 4. ‘

Désignong pat

A(F) = min |, — ay
1
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la digtance minimalo entre les racines dun polyndmo f(n)

] (),

8i flw)e Z[2] est un polyndre normd, alors [D(f)] 2> A(f). Inversement,

on obtient le suivant:

Conorr.atnn 2. Svit flwye Z[w] wn polyndme normé do degré 5 9 et
de disoriminemt D(f) 5 0. 11 existc une conslanie posilive aa(LD( f)l)
caloulable explicitement et (Ié;n_aw.él(mt seilement de | D]}, telle que

ACf) 2 6 (D)),

De notre théordme on oblient aussi une démenstration constryelive
d'un prebléme de 1. Nagell [0, coneanant les nombery algdbrigques
entioty de¢ diseriminant donné, Un offal, soit o wn nombro algébrique
enticr, soit f(@) son polyndme minimal eb soit J)(«) mm diseriminant
(dans Ie corps @ (). Alors pour la hautour do ¢ on o ¥ (a [ £, et I {a)
= D(f). Appelons .h,s nomhbres algébriques entiors o ot o éq_m valenty s1le
polyndme minimal f* de o’ est équivalent & f, Sesl-dedive 8l Pon o o — ae Z.
En congidérant maintenant seulement les polynémaes irvéductibles dans
notre théoréme on rléduit la

H

entier algébngue a tol quc ID(a)[ ]) L! @msﬁa drm r-mwmnms cu(f)) r,,(I?)
cadoulables explicilement of di ]Jmcmm‘ seuloment da 1), tollay gw() Te degré de
a o8 5 ¢4 (D) et pour um ocertain o dguivalent & o on o H{(a') << o (D).

Tel on pent prendre shuplomnent e, = ¢y, ¢ = ¢y, iy dans o
démongtration s’obtiennent auvssl des constantes meilleures ¢, ¢.

Co théordme a &6 démontré par T. Nagoll (8], 91, [10] pour lex
nombres algébriques enbicrs de degré < 4. A la fin de mal 1973 M. e
Professeur A. Schinzel m’s bien voulu informer (’un travail récent de
B. 1. Birch et J. R. Merviman [13], dans loquel se trowve un théordnie
sur les formes binpires de degré et de diseriminant donndés duquel on
peut déduive notre théordme, saul 1o calewlabilitd etfeetive dos constantes,
L7idée fondamentale des démonstrations ext au foit purnille, mady les
-démonsiretions sont différentes of aucnn de nos travanx e eondient
Pautre. L méthode do notre teavail, gre se base sur notro wéthode do
graphe appliquée anbtéricurement dous [B7] of dans lv purtio T de [6],
o Pavantago Q8tre effcotive.

Dans [57], & Duddo de notre théordme, nous avons oblenu antéei-

eurement nussi un théordme concerngut Virréductibilité des polyndmes
do Ja forme g{f(2)) (*). De notre théordme, il résults aussi un théoréme
de M. Fekete [4], notamment que sur lo plan, complexe un ensemble do

(1) Lees résultats de oo travail onl 6bé prégenids anasl dang une ooddrones
que j'ai donné le 29 jnin’ 1972, 4 Dobrecen.
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points ferimné, bornd, & diametre transfing < 1, ne contient qu’un nombire
fini Wensembles des entiors algdhriques oonjuguw.

Iintre temps nous avens caleulé axplicitement les constantes qui
so tronvent dens notre travail. Notamunent, on peut prendre

log D 2
oo f1g 28 by = e
e ( l log3 ) K log3 log D,

= [ D(f)] {eo{ID(f) )} 20200,
Pour la démonsieation, nous aurons besoin d’une remarque et d’un
lernme. ®i a, 8 (f £0) sont dex nombres algébriques de hauteur < H
et de dogrd dy ot dy, lo dogré de akf, a8 o «ff est < d,d, ot 1a hauteur
de voa nombies <5 (4dHN ol @ == d,d, (voir [1], p. 200).
Faudre 1}.91,1:{}, considdrons les rolutiony (8;, By, fu) de Péquation

(1) ButBat-Ba == 0,  Bifafy # 0
en entiors dhun corps algébrique K de degré ng et de diseriminant Dg.
Appelong les solutions (f7, Bs, Bs) et (5), Ay, B2 de {1) assocides si Lon
a (B)) By By == (efty, efly, effy) avee une univ = de K.

Lummis, Sodt OF 2= 1 wme constante, (A1) fas Pa) est ume solution
de (L} en entiars de K tolle que

(2) Nialfal <& (¢ =1,2,8), | ‘

alors 4L o @ une solubion (81, B, By) de (1) associde & (By, Ba, o) telle que
LB w7 a{lhy dgey i) (8001, 2,8), o o5 désigne uno constante calowlable
Mﬁhz’iilﬁ'ﬁ?’&”ﬂ, dépendant sawlemom de G, mye 6t Dy,

Ddmonstration (voir [B]), Aa cours de In démonstration de ce
lemme nous avons employs leg résultats de A. Baker [1] et A. Baker et
J, Coates [2] coneernant ley dguations diophantiennes.

Nous remarquons quoe la fonction obtenue e, = ¢ (@, nyg, Dg) est
monobone eroizsante en chagque variable.

Dang la suite, ¢, ¢y .., déslgnent des nombres caleulables expli-
citement qui ne ddpendent que de D,

Diéamongtration du théorome. IPabord nous démontrons, lo
théordme pout des polyndmes norméy o) e #[n] do degré = 2 et irvé-
ductibley sur 7, Hoit o Pane des eacines do f(2) lorsque o est o nombre
alghrique cotior tel que [0 (a)] = 0. Désignons par # ot D lo degré of le
digeriminant du eorps I = Q(a) sur lo corps @ dos nombres rationnels.
Waprdn Dpll(e) on o |0, =5 0. De plog, en eonséqmmee de 1’inégalité de
Minkowslki (voir par ex. [117, . 22) en obtient « = 07(|])L\) o (D} aveo
une congtante o, caleulahble oxplicitement.

Siowose 2 ot o - 4/1/1),, (@, ye @), aloks daprds

<Ay D) s on & Jy| = VDD, T cholsissant @ = [¢], powr o = a-—a,
on obtient 77 {a') ~ D*-F 1, Dans la suite soit » 2> 3. Désignons par ol

¢y == oxpoxpoxp{(L0log D) ot o

Dz D (a)]
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=a,..., o leg conjugnds diffévonts de «. 11 exisbe dans 5 wn dlémoeng

entier primitif & tel que paur le maximum (6} dog valours abrolues deg

conjugués de & on a h(8) = |D"* 7 D (voir par ex. [LL], p. 99) ot

par consdquont J7(9) < max (3 (’”) W(8) = Cy(D). Disignons pax 60 By
et o )

, 809 Tey conjuguds de 8, corvespondant & o, ..., o™, Alors lo dogrd
de K == Q(al, ..., a™) =~ @8, ..., %) ot ny - m! e g, (1), Pronong
los nombres 160 - 6(2) (1 := 0,0y 0™ ot romplagony 89 el 33 pae lours
conjugués o', ..., ™ indépendamiment Pun do Puulre. TLy w wn woing
un nombie oy == 110 (0= 1ol wh) fol que les nowmbros L6840
(1< 4,4 = m) sont Qffdrents devs & denx. Alors o, est un, dléent entior
primitit du corps Q(sW, 6 (voir par ex. [6], p. T09) ob 1l (a) -~ W 18V,
-+ 8®) = 0y (D). B wépélant ce procédd tout wu plus (sm--1)-dois, nous
obtenong . nombre entier primi'lzi.ﬂ o do I diel que F (o) 7 o (1) ob par
minant de K, d’amé\q DK |J)( o) on o [Pyl = 0y, 0 dtant une constante
caleulable Mphcmament déyondcmla soulement de 0.

De Dégalité

(8) ' D(a) =

il résulte

T hialaf e a®) oz | D ()59 0y, (1),

i fein
d’od
0 < N ggp{a? o a®)] w20, (D)

pour chagque paire 4,§ (¢ s j). Dautre part, pour les indicos urbitrairves
i, J, b différents deux X deux on o

(ol = Dy oo () e gl (o gy i ),
c'ost-d-dire les mombres entiors {a® — ol o . ol® &) . o8y différents
de zéro satistont i la foig & I'équation (1) et i 'l"inc’»gahm (2) avee G == ay(D).
D’apres notre lomme il oxiste done une solution (08, g8 gy o
(1) en’ entiers de K, mssocide b la solution (o ..o, uf” —~r1,”‘) At gy,
telle. que max # (/JW’“’) -0 (1) indépendammont do 4,4, k. Done, avee

Lo, 8208

une unitd ze I oon o
PRV ¢ R nﬁi“‘“’: @ e g Pﬂgm),

Sin > 3, on obtient avee une unité ' ¢ J;
R R 1 S S B R f;glm U & fo

pour chaque % >4 3. Il en vésulte o cﬁ““/ﬂﬁml ¢onb- x‘u dive aveo

0; == A e /5(1”) o a g e g® .. egg et I (pg) = o, (A0, Do plus, pour
k2,4 on g

o® o g @n 0

a(m e (x(l) s @ﬁémﬂ)_

_....a("”) - B;,/jéstfa), a(/’u) — a(‘.‘!) s Enﬂgm} .
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avee une unitd o¢ K, dol & == g/, o _ o0 = 4o, 010 [pE
=: g0y, 00 H (o) = o“,(l)), indépondammment de ¢, & Par conséquent pour
chagne paire A’indicos 4, b (1 4 k) on a

a® — a w gy, H (om) =< 0,6{D)

avee lu mome unité se K, ¢, Gtant une congtante caleculable explicitement,
dépendant seulerment; de . Aingi de (3) on dédoit

l I Qm) ’

i vy

w(w 1) 7)((1 (

Lot Pon, oblient JI (41 : 0 (D) avee uno constante ¢, également

caleulable expliclboment. S h(m) ddrigne lo polynéme minimal de s*"-D,
alors le polyndme minimal do & divise Az ¥), d’ott on ob’rlent
H{(z) =2 01,(D) wvee une constante oy calculable expliciternent (voir [12],
p. 176, Hiligsatz 3). Enfin, pour chaque paire d’indices 4, % (i £ %) on a

H(ay) < 0 (D),

o — ¥ o 27

0y 6tant une constante caleulable explicitement et dépendant sewlement
de I

Congiddérons do nouveau le nombie entier primitif 6 dans I, utlhsé
déji précédemmont. I1 existe une congtante ¢, (D) caleulable exphutement

telle que A8} == |D(8)] 7 ay. Dang L il 7 & une base des entiers de la
formo '

] . wild) Pp_1(6)

(Ly 20y oury tyy) = |, Zﬂl PR 2111,1-_1 )

Ol 1 (0) =0 8% -F iy 8% b oL b gy Mgy G B 0 AJA(S), [a,]< A(5)
pour tout L <3 ¢, v <5 w1 ({31, p. 11), On en dédwit qu’il exigte une congtan-
te oy (D) caleulable explicitement pour laquelle H (10,) < ¢y (1 < s < n—~1).
Considdrons 'l:l. m];iréﬂon.m‘l;ion a = oW aw my bW o 2 Wy,

de a (meZ; L4 nu-1) ot pronons le nombre o = oW+ ... +
b By .w,1 9 (aclumvu,l‘(ant. v a. Alorg pour los conjuguds de o on a '@ —'®

sz o e o™ vy Disignons pax wl) =y, o, wl (LS s n—1) los
GOILJuguéﬂ de w, eorvegpondant b o, ..., o et considérons le systéme

d’équations
ﬂ‘lm’ Py a’(l) o al(’”) s ml(’lmil’ M’LU:(I'!JJ'))WI'" P 7/& 1(%}31. %’E;?.l);
negyn = @O e O e (0 ) Ly (05D — )
en oy, ..., @,.,. Lo déberminant do co systéme déquations est VD,

Par congdguent on dliminant les inconnues v, nous obtenons |z < ¢;(D)
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et finalement (o'} eu(D) avee dos congbantos ¢, ¢y oaleulables
expliciternent et dépendant seulerment de 1.

Enguite, considérons un polyndme normé f(w)e Z[w] réductible sur
tel gue O < |D{f)]=2. ob pronons ln décomposition f(x) - f) (x) . o @)
en facteurs f;(#)e £x] irréduchiblos sur . Vu que D(f} 0, log I&u sbetrs
f; sont différents deux & deux.,

Bi fi{@) est lindaire pour un ¢, soll dfnma la gnite D(f}) -
nons par B(f, ;) le rdaultant de f; ot f;. Alers d'apros

4) D) == ]‘[ D(f) j}( B3 )

Tual L Juzye

1. Déyig-

nous obbenons
< |D(fol s D (8wl 0, 9).

Comme nous Pavens démontre, il v a un gmlynﬁnm fi Gquivalent & f,

pour chaque ¢ tel que deg ff = e (D), M1 6 (1), olL ¢, ey désignent
leg constantes obtenues antérivurerent. 8i f; osb linduive, soit par excmple
fi (@) = & De plus, & f; o f; sont dquivalents, (‘[lOlHIHbOIlH les polyndmes
7t et fi identiques ot fixons un hyﬂm\nm des ff qui postddent une tolle
propriété. Alors on peab éerire fy(#) = ff (@ a)) wveo dos nombres entiers
rationnels comvenahles a,. Do (4) on obtient

() 0 < |B( fﬁ, Il == | B @-F ap, £ (04 ap)}] s VD

pour tout 4, ('5 #4). Boit Ly le corps de déeomposition o fi (fu)fj ().
Alors [Ly: €]+ [63]! Désignons par o o a; e racine de f7 ot ff TesPoe-
tivement et soueut

I i
fi=[lw—d, f =[]~

Yuz] ),

(o = i f? =)

Bin conséquence des égzﬂiiés H{e) = ||ff] et I (aj s (] oo (e atg)
< 0y (D) of deg (o~ a;) 5 67 avee une constante o, ualvulsablo explicite-
ment. Soit Fy(w) o= oV by L kb 61 [] 1o pulynﬁnm mninirnal

de ay—ay, ol N = dogFy - 6 of max |by| = ||F ll i g Aloms
leaglesg i
RS (m"'l”%:):fj(.m"|"ﬂj I j ((“(") -« flg) (1}0)“”‘“1))ﬁ

8i Ly @, prenons iei la norme des deux cotés dang Ty, Do (1) il végulte
0us (D) = |V ppal (o — a5) ~ (o) ~ )|

= |N Lwa((% =)~ (o=~ ag))| = 1By (0 — @)
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Te [ay -~ a;] 53
drait

L . . . . .
Ca5°| 07 a4 == g5, DaTeo que dans le cas contraire, on obtien-

[ (e~ @] = (6 — @) +by(ay—a)¥ 2+ ... 4-by
= oy ”““4&|N"1ﬂ_a'f—'“~:| —A{lbgl = oer 4 bpl})
2 oy — ag| — 630y > Cys -

Tar congéquent, si f = f} (lorsque Jo o8t équivalent & f; el a; # 4;), alors
lo nombro des f, éqmvwlcmm a1 méme f est <7 51 = ¢,,. D'autre part,
lo nombre des ff diflérents est =5 o,(26, s+1) = 65, On en déduit que Te
nombre des facteurs frvéductibles de f(w) esb <oy -0,4 =0, ob ainsi
degf + 6,049 = 0y AVOC TDO CONBLANGE 6y c&lculable explicitement, dépen-
dant seulement do D.
Enfin, prenons par exemple la polynéme f*(#) = f(w—a,) équiva-

lent & f(w) et considérons la décomposition f*(z) f{(m sl =
=fil@ea). f @—a). Daprds fila) =f; (0—a) =] (m+ — ay))
on a |fill =< oy ot finalewent || < Gy, OU les constantes ¢, ¢, ne dé-
pendent que de I et elles sont également caleulables expliciternent.

~ Démongtration du corollaire 1. Soit f(#)e Z[x] normé et tel
que 0 < {D{f)| <D ot |f(0)| < N. Alors d’aprés notre théoréme pour
un f* équivalent & fon a degf = degf* < a,(D), |If*| < ¢o(D) avec les
congtantos o, ¢, obtenues dang le théoréme. Soit f (&) = o™+ a @™  +
e a0 ey <5 ey et goit f(2) = ff(w4-a) avee un as Z. Nous
montrerons que (4] < max (o ¢p-+1, N) = ¢(D, N). En eoffet, dans le cas
contraire

£ (0)| =1f* ()]

= |0+ aga™ |

= lo["—(lay[+ ... + el o™ =

ce qui est impossible. Done, on a ||f (@) =[f (@ +d)| < ' (D, ), ol o

ne dépend que do D ot IV et 11 o4t caleulablo explicitément.
Démonstration du corollaive 2. Soit f(a)e Z[x] un polyndme

normé guelconque de digeriminant 0. 1’aprés notre théordme degf

i 01(1.1‘)(f)[) et pour un po]ynﬁnm F* bquivalent & f on a [|f*]] < ¢ (12 (Hi)

Hoib f"‘(m) o @b g ™ - —|-an lorsquo # == degf* ¢, et A(f*) = A(j),

f)(f ) = D(f) S DY) Lkl b o g, alors L) < 2nlf
<o (IDC)). Par eonséquent, d’aprds un théordme de K. Mahler [T]

Alf*) > 3= DL > o (D)
ot ainsi en offet on o

laf(lal —ey ) > N,

A(f) > ¢ (1B ()1),

ol 0" est une constantoe calewlable exphcltement et dépendant seulement
do ID (-
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