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AOTA ARITHMETICA
XXIIT (1973)

Approximation algorithmique du groupe des classes de
certains corps cubiques cycliques
pax
M. N. Gras, N. Mosnr et J. J, PAVAN (86, Martin I’Hres, Trance)

I. Rappels et notations. Soit K une extension cubigue cyclique do Q.
Nous noterons 4 ’anneau des entiers de X, et o un génératenr du groupoe
de Galois & de K/Q. On sait que le discriminant de K est de la forme
81m? ou m?, (suivant que 3 Z se ramifie dans 4 /Z ou non}, avee m produit
de nombres premiers denx 4 deux distinets et congrus & 1 modulo 3.

A K/Q est associé un élément unique deo Q(l/_—_:g), w wm:wg—-«--w (0 et b
entiers de i'né_me parité}, possédant les propriétds suivantes:
al4-30*
m == Noyyple) = T
a=1(3) ¢etd=0,
b #£0(3) si 3Z est ramifié, b =: 0(3) sinon,

KOV —3) = OV —3) (;1/&5 ot @ = M.

Lorsque K /Q ost modérément: ramifite, 4 est un Z[¢]-module libre;
soit § un génératewr de trace —1 du Z[G]-module A (0 est ainsi défini
& la conjugaison prés). Alors

Dans le cas ol K/Q est sauvagement ramifide, 4 n’est pas Z [t ]-libro.
Cependant, si 6 est une racine du polyndme irréductible mr 0

F(X) = X°-3mX —ma,

{1, 67, 6“2} est une Z-base de :4. Dans les deux cas, nous appellerons #
le polyndme fondamental de K. (Pour avoir des justifications, consultor
Ppar exemple {1] et [5].) _ .

Nous nous intéressons & cewx des corps K pour lesquels {1, 0, 6°} est
une Z-base de 4. Un calenl facile du diseriminant de # montre qua cetle
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2
" tnlicdn o . a”+27 ?
condition est réalisée si et seulement si m = i (resp. m == < +3)
. : 4

lorsque K /O est modérément ramifie (resp. sauvagement mmtﬁiée).
Remarques. 1) Parmi les corps de discriminant m* (resp. 81m?),
il v en a au plus un pour lequel {1, 8, 6%} est une Z-base de 4 ; il correspond

a3V =3 a+V —3
o= 5 (resp. ¢ = ——5- —=).
. N 3 )
2) 1 est bien connu que si dgp = m® avee m = L [»-f?b , A admet

une Z-base de la forme {1, 9, #*} avee 9 donné par Irr(¥, Q) = X —mX —

-~ mb,
2

8) Les m de la forme m == sont représentés par le trinéme

u?+3u 49, pour » congrn & —1 modulo 3. Ceux de la, forme m =ﬁ}§
peuvent s'écrive %?+-w -1, avee ¥ congru & 0 modulo 3.

K étant un corps ol {1, 8, 6°} est une Z-base de A, 6 et 6 sont
(iezs combinaisons Z-lindaires de 1, 6, ¢*. Nous poserons 0° = §,(6) et
87 = 8,(0) avee 5, et §; éléments de Z[X], de degré inféricur ou égal
& 2. Nous fixerons le générateur ¢ de G en posant

4m+ a7
S (XY = X2 — Qe
S ; ey
Sy (X)) = —§(&X)—X —1
si K[Q est modérément ramifide, el
Sl(.&Y) == ___X2+ "a“""“!“"‘]"’:"»-l“‘““'zm,

si K/Q est sawvagement ramifide.
Enfin, novs noterons 2 le groupe des clagses de K,

IL. Approximation de 2. Soit p un idéal premior de 4, de degré résidusl
égal 4 1, divisant le nombre premicr p. Les nombres rationnels » qui
vérifient 0 —nep forment une progression arithmétigue de raison p;
un tel n s’appellera une racine de p.

Delone et Faddeev ont montré que towte clagse d'idéaux fractio-
nnaires de K contient au moins un,idéal entier a dont la norme vérifie

Na< VA (c [2]). 8i p divise un tel idéal q, il est clair que p admet
AU moing une racine dans Vintervalle |—ZV g, &V Aggl-
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Nous afiliserons les vésullaty suivants:

Proprifr’ 1. Soit n un entier rolionnel. 8¢ un idéal premier p de 4
divise 0 n, alors p est de degré résiduel éqal & 1. De plus, st p =p°, f—n
g8t pas dwmble par P°, et 8i p 5 Y, 0—n nlest divisible ni par p°y mi
par p°.

Démonﬂtrmtmn La premidre agsertion résulte de Ihypothése
{1, 9, &°} ou {1, 5", 0™} Z-base dc, 4, la seconde de A = Z[6).

CoroLTAIRE, 81 F{n) = .. pyry o les p; sowmt premiers el deuw
& deuw distinots, alors {6 —n) = p"i pZ?‘r, ol p; désigne un diviseur premier
de (p;) dons A.

Proprinre 2. 8i n es& une racine de p, les racines de p® (resp. p° " for-
meni la progression ovithmétique de raison p confenant 8y(n) (resp. 8y (n)).

Démongtration. Comme G—cep, 0° —SI( glep eb 0 — 8y(e)e p. It
en résulte que 0--8,(c)ep” ? et gue 0~ Sq(elep

Ordonnons alors totalement 1l’engemble }_’f} des entiers =n tels que

| < 2V Agin. Soib un nombre premier divisant au moing une valeur
77 b:gl7] p

de F( %) pour ne ¥; nous noterons p, celui des idéaux premiers aun dessus
de p qui divise § —n pour la plus jpem‘re voleur de n telle que p!F(n
I est clair- que si p divise P(n') pour u e B, Py dmsera 6 —n' (Tesp. Pp
divisera 6—n', vesp. p; divisera §—n’), suivant que #' == n(p) (vesp. n’
= §,(n)modp, resp. n' = §;(n)modp).

Définissons. maintenant un groupe abélien # par les générateurs
Clyp,, Clpy, Glpf, (ol p parcourt 'ensemble des nombres premiers vérifiant

< %VAK,Q et divisant une valeur F(n) pour ne #), ¢t les relations
Glpj,Olpj,C‘lp““ =1

ob i
(c‘lpjl)ﬂl ACpph =1
(ces dernitres relations proviennent des égalités F(n) = pi‘, ey pi"; les
indjces 4,, ..., 1, prennent les valeurs 0, 1, ou 2, déterminées grice a la
propriéié 2). Nous ponvony énoncer: :
PROPRUIFEE 3. A est aunm quotient de 4.
I en résulte que les invariants de # sont des divisenrs des mva.rmniﬁ
de %,

III. Régultats mumériques. Tls i_llustrent non trivialement le théoréme
de [4] suivant lequel le nombre de classes de K est une norme d’entier
de Q(V —8)/Q. (ext par ordinateur que nous les avons obtenus, avee
I'aide de Liylane Bouvier que nons remercions vivement.

Nous les avons ragsemblés dans deux tableaux, en distinguant 1é
cas modérément ramifié du cas sauvagement ramifié. Dang la troisidme
colonne figurent les idéaux. entiers dond les classes engendrent ¥, dans

]
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K/ moddérément ramifide, l/JA—?Q( 2600,
| Invarisuts " Généraﬁ.fml‘s do IJLVE;;&;REE;
m | F(X)—-XI-X* do @ 2 x4
1 [ -2xe 1 B @
13 ~4El B B R
87 1241 b - i )
79 —20X-|—etl 1 » - 1* (a)

a7 —32X—79 | 1 — N A I
139 —46X103 | 1 ST NI . B
163 — 54X — 169 2,2 Clpg, Clpg 2, 2% (b)
7-81 —72X 4209 3 Gl - 3 {a)

13-18 —82X 311 | 3 B o Ulpyg 3 (a)

813 | —l04X-+8711 7 U DU
349 | —LGEK—517 [ LG Olefy 2 ey
7O | leax-reol | Uy Ypy LAC
7-87 ~156X—"799 | _ Clpy 8w
1348 “M—-186X-j~.g]_.“]; 3| Glpyy, 3 (a)

607 | —202X—1108 3 2 Clpp, Clo§ | 2, 200)
709 ~236X +1313 2, 2 Clpy,, Clpf, 2,am)
7109 | —254X% 10630 2, 2, 3 Clpgy, Clpgy, Clp, | 2,2, 3 (a) (b)
877 —~299.X 1819 7 Clyp,y
937 | —sl2x—2231] 9, B Clpa, Clpgy -
1063 | —354X 2441 13 | Clp,

1120 | —376X 3021 7 C Clpy I
TISL | —422X-18191 3, 3,8 | G, Clpg, Clow | 8, 3(0)
13103 | —440X~3700 3, 3 D a0y | s a@
FrTEE e R P B | m o -
1567 | —522X—4760 7 ey i
T1319 | ~B76X 45198 3,8 | Clp, Clpy |3, B(a)
1987 | ~B62X 46820 7, oo, oo | Clpgy, Clpegs, Clpf, | 7 (o)
3167 | —092X—72811 2,2, 3 | Clpy, Chply. (Clo)® | 2, 5. 8 (a) (b |
Dl R A A R
7337 | —786X—8737 3, 3,3 |  Clpg. Clog, Clpgr | 3 8(d)

~
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Invariants
m MX)—Xx8 de Géndrateurs de Invariants de
4 2 X
7 21X 4 35“ s Oy, 3* (a)
I e R I Clp, 3 (o)
31 —~93X -84l L _ Clp, 3 (a)
43 —120.X — 559 3 Clp, 3 (a)
73 —210X 1241 3, 8 Clpyy, Clpg, 2, 3 ()
7418 ] ~273X 17290 3, 3 Clp,, Clp; 3, 3 (a)
7-19 f —~300X 43059 3, 3 Clp,, Clp, 3, 3 (a)
187 ~471X 3925 2, 2, 8 (Clpg), (Clpd3, Clp, 2, 2, 3 {a) (b)
211. | —633X+6118] 2, 2, 3 Clprors Clpgyys, Clpg 2, 2, 3 (a) (b)
241 —723X—T471] 2, 2, 3 Clpy,, Clpgg, Clp, 2, 2, 3 (a) (b)

*: Résultat déja connu,

{a): 81 divige Clhardot” oh ¢ dési

du diserimant. (Classes. Ambiges.)

(b): 4 divise Cardot”. (Of. [5],

factours premiors.) .
(e): programme mis aw point par M. N. Gras pour déterminer ls nombre de
clasges. (Article & paraftre.)
{d): & est un 3-groupe. (CL. [3])

gne le nombre de factours premiers distinets

généralisable au cas ou m esi produit de plusieurs

Pordre ot ’on a donné les invariants. Dans la derniére colonne figure la
structure de ", dans les cas ol noug avons pu conclure; les indices ren-
voient aux arguments wbiligés.

Remargque, On peut conclure directement dans le cas deg corps
de discriminant 13 %103 et 7 %837 que X ~ Z[B3ZSHZ/3Z. En -effet
dans chacun. de ces cas, il existe un p avee Clp, et Clpy générateurs de ¥

isomorphe & Z/3Z(Z/3Z, ot une relation Py
Agg- On se sert alors de ,,l'unicité” de la

les classes ambiges (voir [6]).
Les exemples les plas intéressants nous paraissent correspondre i

m =313 nombre de clasges 7,

m = 1063 nombre de classes 13,
m == 1489_ nombre de classes 18.

Py ~Pp, OU p, divise
relation de dépendance entre

La remarque suivante montre que cey exemples fournissent des extensions

de Q de degré 7, 13 ou 19, ot de discriminant ,,petit’.
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Remarque. Soit & un corps cubique de discriminant ¢°, ot ¢ cst
premier, et de nombre de classes égal 4 p, avec p premier (p = Imod3).
Lextension abélienne non ramifiée maximale N de K est cyclique de
degré p sur K, et galoisienne non abélienne sur @ ; soit alors L une extension
intermédiaire de N /@ de degré p. On voit facilement gue I'idéal premier G
au-dessus de ¢ dang K se décompose dans N/K; la considération des
groupes de déecomposition de ses diviseurs premicrs dans N montre que

2{p—1)

e =¢q ° . Ienrésulte que pour ¢ = 313, p = 7, nous avons obtenn
une extension de degré 7 dont le discriminant, égal & 313%, g’intercale
entre les discriminants 43° et 7% des extensions cyclignes de dogré 7,
4y non ramifiée en dehors de 43 ot A, non ramifiée en dehors de 7. Pour
g = 1489, Pextension de degré 19 et do diseriminant 1489™ et de diseri-
minant inféricur & celul de toute extension cyelique de degré 19 puisque
Ie plug petit d'entre eux est 191,
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On the transcendence of certain power series
of algebraic numbers

by

P. L. Cusouw (Amsterdam) and R. TropeMan (Leiden)

1. Introduction. Let o(z) = 3 a,2% be a power series with ‘complex
E=0 :

coefficients a,, convergence rading B > 0 and sufficiently rapidly increasing
integers ¢,. H. Cohn, [2], comstructed certain transcendental numbers
using such gap series. He proved thiat under certain conditions o) is
transcendental for every algebraic argument # with 0 < (8] << R, i the
coefficients a, of o be rationals. Or, ‘equivalently, o(8) iz algebraic with
0 < {8| < R, impHes that # iy transcendental. Baron and Braune, [1],
used the same method with the assumption that the coefficients a;, of o
are algebraic integers of degree s,. They proved that o(6) is transcendental
for every algebraic 0 with 0 < |6 < B under the following conditions:

(i) D™ < Ja,] < D* for some D=1 and all 'k,

ko0 . B i=0
It was noted that these conditions inply B = 1.
In this paper we will improve and generalise the result of Baron
and Braune using a more suitable auxiliary inequality. As a special case
of a more general result we will prove the following property for gap

series o () with algebraic integral coefficients az of degree 8,: o(8) is trans-

cendental for algebraic 6 with 0 < 1] < B under the conditions:
(i) W{lg])% for some D=1 and all k,
(i) lime, S, /e, = 0, where §, is the degree of the field obtained
Jowo

by adjoining a,, a4, ..., a, to the field of the rationals.

2. Formulation of results. We denote the conjugates of an algebraic

number a of degree s by o = o, o, ..., a®. Further, [a] = max |a®].
— R Y

We mention the inequalities e+ 8] < la[+]8] and |ef| < |a|-|B]|, for

arbitrary algebraic numbers « and § .The height of an algebraic number o

is defined as the maximum absolute value of the cocfficients of its minimal



