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Sur les fractions continues limitées
par '

MicaerL MENDES FraNcE* (Talence)

§ 1. Généralités. Soit # nun nombre rationnel. On sait gu’on peut le
développer en fraction econtinue limitée et ceci de fagon unique, sous la
forme

1 ] . 1}
(1) ac=a-.)+~-~——{w~r~~+...—!——_t
Ia’l | @ | %n.

ol les entiers aq, @y, ..., @&, vérifient les conditions

(1} @y, G2y csvy GByqy &, SONG positifs non nuls,

(i) a, = 2.

On ¢'intéresse & la ,profondeur” # (nombre de traits de fraction)
de Ia fraction continue de x. On pose % = p(x). La fonction y est ainsi
définie sur Q/Z ef prend ses valeurs sur N. _

On aurs aussi & considérer la fonetion ¢* définie par ¢ (z) = ()
si p(w) est pair et par ¢ (#) = 1+yp(x) si p(z) est impair. Ainsi, si
n = w(z) est impair, ¢ () représente la profondenr de la fraction continue

de » écrite sous la forme

1)1 1] 1
{2) w.=a0+|-—+-r-J—...+ ' i

1 =
thy I 73 l Ay -

{la condition (ii) étant alors omise). On définit les denx quantités

K(n) = max w(g), E*(n) = max ¢ (g)
tgpsn—1  \ T g psn—1 T
Le but essentiel de cet article est de démontrer le‘résultait guivant:
Pour tout entier n > 0, on a
(na
sup vy 14+ K (n).
w) P(®)

* Ttauteur tient 4 remercier trds vivement le professenr Schinzel pour son aide
¢t ges remarques trés pertinentes.
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Compte-tenn des estimations établies par Mikusifski dans [6], on en déduit

» (H)
14 alogn < su
& re!? y (@)

< 2(1+alogn)
oil:
wm1+ﬁ
4 == —
2 |83
Remargue. Comme " () ext pair, 14 K*(n) est impair. Donnons

quel-ques valeurs do B{n)= sup il
acd (@)

—1
) = 1.039 ...

n | 128 45 6 7 8 9101112 13 14 15 16
Bn) | 1 3 3 8353868 5 65 55 5 756 b

Par ailleurs, si (u,) est la suite de Fibonacei (uy = wy = 1, Uy = ,_, -~ 4,_,),
on montre sans peine que K (u,) = n—1. Ainsi 0(uy,) = (U 4) = 2041
Pour illustrer combien 0(n) croit (en moyenne) lentement, signalons
- DVégalité 6(8T3850) = 29.

'§ 2. Résultats obtenus. A vrai dire, nous démontrons un résultat
légérement plus préeis que celui annoncé au premier paragraphe.
~ Boit e(n)e {0, 1} défini par K (n) = &(n)(mod2), de sorte que K*(n)
= K (n) +&(n).
THEOREME. Pour tout entier 1 >
galité

1 ot tout nombre rationnel x, on @ Viné-

p(na) < (L+ K (1) + e(n))p(w) —s(n).
De plus, pour tout entier s = 0, il existe un nombre rationnel @ pour leguel
plx) =8 et pour leguel Végalité a Tiew.

COROLLAIRE. Pour fout entier n 2z L et toul @ rationnel, on @

w() 1+e(n)-
K (n)+1-+e(n)
Ue corollaire permet par exemple de prouver que si (u,) est la guile
de Fibonacei et i 4, est une suito d’entievs positifs tels que Liog 4, == o(n),
alors w(—jﬁ—l) et w(zﬁ

i

p{nw) 2=

U1 NPT . .
;:* ) tendent vers Dinfini, Plug précisément, si
()

0<ﬁ<L0g 1118

;00 &

Upt1 ). ] 1 oag,,, "
A N ST R
" u, g Logi,' " by oy |7 f Logh,
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On remarquera qu’il existe des suites d’entiers 4, pounr lesquelles Logi,

1 %
rM’"‘J’l) (resp. w(——’ﬂ)) reste borné. Il
Uy ) Zn Uy, ’
= Uy y1)-

§ 3. Démonstrations. On adopte les notations classiques de la théorie.
des fractions continnes. Aingi par exemple, 1’égalité (1) s’écrit sous la forme

= 0(n) et pour lesquelles w(ln
suffit de choisir 4, = u,, (vesp. 4,

@ o= [y Gyy oevey ]

Sim<n = p(z) (resp. »*(z)), on pose
%1‘ = [@gy @y orey O]

de sorte que @ = p,/q,. ‘

La démonstration du théoréme repose essentiellement sur le lemme:
suivant: . .

Ly, Soient © et n deun entiers tels que 1 <4<
Soit

n—~1 8t (¢, n) =1.

1
",;;= [0y @1y ves ag]

i %
le développement en fraction continue de — ot s = ¢* (—) est pair (alors
n 7

a, = 1). Soit g, (<< m} le dénominaienr de la fraction [0, a4, ..., og_y]-
Alors, x étant wne variable réelle (ou compleme), on a Videntité suivante:

1
= 0,a1,...,a,m— .

Gonommm Si (g,m) =062

n niz

ltma.

s
m[O, Oy oery Ogy 8F— 0 MJL]

Ce corollaire découle immédiatement du lemme ear si (i,n) = 4,

i1
—

n nix

U B n
ona—=-"—00j=— et m =—. Déslors:
W mne J 3 8
v, 1 ] 1 G
_?;-{_n?m =~ﬂ—;+m262w [0 Qpy veny gy 82— =2k =L,

0.Q.E.D,
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Démontrons le lemme. Posons = w— . Soit & = [0, ay,..

..y 05, B} Lav théorie classique des fractions continues nous apprend que
Do +Pomr P (=17
G+ G L{@hf+ o)

Maig on a supposé ¢ pair. Par ailleurs, corome (¢, %) =1, on a p, =1 &b
gy = n. Done

Ja-1
w

&=

i 1 i1
=t - e

*[rle- “)+SJ .
C.Q.I.D.

Démonstration du théoréme. Soit » un nombre rationnel tel

que p(#) = k. Soit par ailleurs ». un entier > 2. On peut écrire z sous la
forme

& = [y, My + 1y, BlaTDg,y «ouy By -1 1z]

Ol @y, @, ..., &y sont des entiers positifs on nuls et olt les entiers 4,, iy, ..., 4,
véritient 0 < 4, < n—l et na,+14, = 0pourg =1, 2, ..., k Nous cherchons
une horne supérieure précize de y(ne). Noug verrons ultérienrement que’
pour réaliser cela, nous pouvons nous astreindre & étudier les # tels que
a, =2 pour ¢ =1,2,.,., %k (condition ;).

Pour ¢ = 1,2,..., % on pose

3) . iy = [ty N0y g+ gy oy Bt ],

de sorte gue

(4) o= [y nan] = [@g; Nty + 4, NB] = ...

et que m, = 2.
Dlaprés (4), nous avons

N IS |

N oy

Pogons j, = 4, et supposons que (f,, n) = 1. Dans la suite do lo dmnonsbr
tion, interviendront des entiers fa, sy ...,J,. Dans un premicr tempb,
on supposera que (j, n) =1 pour ¢ =1,2,8,..., % (condition 0,) e

puis on montrera que si cela n’est pas le cas, 1& bomo obtenue pour «p(m)
reste admissible.

Soit;

Jo _ g '
(B) %& = [0, 0, of, ..., agg]', = (modZ)
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le développement en fraction continue de j,/n. D’aprés le lemme, on
obtient ainsi

2
1 1 q
{6) nw =[ﬂ“o: @y, 01, ---7%]7”2"‘?]

oli Pentier g2 vérifie 0 < ¢% < n (g? est le dénominateurde [0, af, ..., a;l_,l]).

) 1
Dang (6), remplacons x, par crfz—i-—?—f- +—2;-. Alors
’ 3

2 —? 1
wz-—%=a2—|— =t Ny
I

Llentier i, —q* vérifie —n <, —g? <n Onpose 6, =081 0Li,—q? < .
et 8, =1 68l —nLl—g2< O On définit anssd j, = 44— g~+fm§2 de sorte
que :

mz‘—' =

“a—aa+ +-

n n2 @y

D’apréé la condition C,, a,— &, > 1 et d’aprés la condition C,, {j), #) = 1.
Le lemme nous permet alors d’éerire

3
— 1 1 2 2 q
(7 ne = [fnau, Oy Opyeevy Oy ty— Opy Gy oovy Ugyy T3 — E-]

Comme précédemment, on remplace z; par a;,-l-—::— o %m Le processus
se développe identiquement. Il se termine an moment m‘Jjz T'on sﬁbstitue
2 @y, le rationnel a4 t—;‘ On obtient ainsi le développement de ng écrit
sous forme symbolique

(8)

» ] . L] .
J I
g = [”’mo, @y, [%“:‘] 3 Oy ‘szr[%:l yeooy @1 Gp_1, [“]:ql"“] s O — Opy [?;]],

expression dans laquelle [£]* signifie qu’il faut écrire le développement
en fraction continue de profondeur paire de & et ol [£] désigne la fraction
continue ordinaire de &, (on omet le 0, premier terme du développement
de &). Cette expression permet done d’écrire explicitement le développe-
ment de nz, De plus elle montre que

(9)

R e NI A e )
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Done
(10) p(ne) < (1+ K (n))k~e(n).

Ceci est bien I'inégalité anndncée dans Ie théordme. De plus, il est clair
que 'on peut choisir j,, j,, ..., j; de fagon & ce que v (J”) K*(n) pour

g=1,2,..., k Il nous reste & montrer en quoi les conditions O, et C,
ne sont pas restrictives.

Oondition O,. Supposons que pour un indice g, on ait ;= 1. La
formule (8) reste valable, un des termes étant a,— 8, ==1—4d,. Si §, = 0,
rien n'est changé au développement (8). 8i 4, =1, alors un des termes
devient 0 et Ia fraction continue (8) ,,perd deux étages” car

1 1

a-+ 1 a-+ 1
b 1 bi-e

1
0+ =
¢

Supposons maintenant que @, = 0. Appelons ¢ la profondenr de nx
éerit formellement selon la formule (8). En d’autres termes,

el )
n ) 'n
8i 8, = 0 (a,— 8, = 0), la fraction continue (8) ,,perd deux étages” comme

précédemment, Supposons alors que J, = +1 (a4, 8, = —1). Ainsi ne
g’éerit sous la forme

(11) = [Ggy avy Gpoyy —Ly Gppgy ooy o]

ot les oy gont des entiers. Mais ceci 8’6crit aussi

% = [agy erey By —2) +1, 002, .05 o)

de gorte que si tous les termes (autre que a,) sont non négatils, on a encore

p{na) < b T’inégalité (10) reste inchangée, Remarquons que o, o o,

sonb tous deux égaux & 1 au moins (car denx éléments qui cneadrent
— 8, ont cette propriété). Supposons alors que @, —2 = —1 ou a,,,—2

= -—1 (ce sont les deux seuls cas qui restent i étudmt) Dang les denx
formules

=l %uz-Fl'—%-\-l*s
T I T T B P

Loy gy +1, -

[oey @y,

1?av+1?' "I"avﬂ-EI"']J

1 —a =, +a,p,..]

icm
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les membres de droites ont -3 étages. (Le symbole [...,a—,b,¢,...]
E 1 +...). Dang les deux cas, les membres de droites
sont de la forme
[y @y b=, 0,d,...].
8i b= —b" <0, on berit:
C Lega—, b d, 0]

de sorte que leg deux formes sont analogues (si b = 0, deux étages & nou-
veau digparaissent).

Notons que 8i & =[0,a,8,...], alors 1—&=1[0,1,a—1,5,...]
sia>letl—¢&=[0,1+8,...]sia =1 Donep(—E < 1+p(&). Appli-
quée & £ =[0,¢,d,...]eb & & =1[0,¥,¢,4d,...], Vinégalité montre que
ping) < 1-+-t—3 < ¢ Ainsi, Pinégalité (10) reste vérifiée méme si Pon
abandonne la condition C,.

Dans ce raisonnement, on o supposé que a,—d, == —1 pour un seul
indjee g. Ainsi dans (11), tous les éléments a;, ..., ¢,_, 2, ;, ..., & Sont po-
sitifs. 8i cela n’était pas le cas, disons a, —&; =... =a, Oy = —1
{g: < g < ... < @,), ON TAisONNErait comme precédemment en commengant

©opar 1’é1ément y — d, pms en remontant la chaine.

Condition C,. Supposons maintenant gque pour un indice g, on aif
{jjym)=da>1, et plus précisément, supposons que {(fj;, ") = (s, )
= ... = {jy,_1, ) = 1. Alors d’aprés notre algorithme et d’aprés le coro-
laire du lemme, on a

(12) '
=t ;o ;T grly
' .?1 JZ Jg iy q ’
NE =Ny, Gy [T 5 Bs— By [ =} 5000y @g— Oy | | , Ty —d .
I: Gy Yl I:‘:”l y My 29 " H g o n H ‘g+1 n
i
Puis on pose @y = by 2 = de sorte que
T Fya
g1 di _qa+1 1
: [ +1
&y, —d = da,
o-+1 n g--1 "m mzwﬂ+2

LOTL M = 'k On voit alors que le processus se continne comme auparavant,

4 la différence prés que n est remplacé par un diviseur m. Comme alors
K {m) < K (n), on voit que I'indealité (10} per&uste Ceci achéve la démons-
tration du théordme.

Démongtration dﬁ coroll&ire. I s’agit de prouver linégalité

p(w)—l+s(n)

(n) QMM—_WK(%) TiF e ()



N4 Michel Mendés France

Soit A la fonetion définie sur les véels positifs par 2 (1) =0, h{z)=-+1si0 < &

<1 et k{z) = —1 si # > 1. Remarquons que y(z) = 1/)( )—]—h( ). D’aprés

le théoréme, on a
o) < (1420 s () o)

pour tout » rationnel positif. Par soite
% @
( )+h < (L+ K (n)+ ¢(n)) (wp (w) —1—h(—-~))-—s(%).
@ n
1
Remplagons z par -

w(w)+h(%)<(1+z(n)+e(n)) (w(nwwh(j—m))—a(n).
On, en déduit
yiw )+h( )+s<n)
T (w) 71+ o)

p(nw) =

)

§ 4. Remarques finales. Un certain nombre de travanx ont trait & la
fonetion ¢ ou A des fonctions analogues. Nous avons dressé la liste de ces
articles (voir ci-dessous). A cela, il faut ajouter un résultat d’Yves Pourchet
(non publié) qui répond & une de mes guestions:

Soient 1 £ 0 et ¢ deux nombres rationnels tels que sup w{ia™) < oc.
nelV

d’on Pinégalité annoncée.

Alors ow bien m est entier, ou bien — est entier.
@

B fait, Pourchet démontre plus précisément que si # n'est ni entier,
ni inverse (’entier, alors ¢(Ax") tend vers linfini.

Additif: Récemment, H. Cohen a résolu le probldme analogue wolatil b la

Jonguour do la période du développement en fraction continue d'wn nombre guadra-
tique véel (C. R. A. 8., Paris, 1973, & paraitre).
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