4 8. M. Kerawala
n| e (1) n | pe(w) pe(n) | Py(m) bi(m)
1 1 1 35 12327 10167 | 6@ 3088740 2681279
2 2 2 36 15272 12042 70 3506804 3108267
3 3 3 37 17078 14885 71 4087960 3584347
4 5 5 | 38 22024 18575 | 72 4713747 | 41150608
5 [ 5 39 26095 217558 73 5392784 4607207
8 11 . 11 40 31730 26901 74 6203068 BA22BE3
7 12 9 4] 37339 31187 76 7001218 8188422
81l 20 19 42 45333 38522 78 8140291 126305
9 25 | 20 43 53176 44585 | 77 028014:5 8118342
10 37 89 44 64100 54528 || 78 10647924 336761
11 43 32 45 75340 03512 79 121321658 10010885
12 70 85 46 90138 76763 80 13880556 12188788
13 78 b8 47 1056569 89138 81 16798937 13852620
14 1i4 95 48 126270 108049 | 82 180418687 | 158588050
15 143 113 49 147285 124771 83 205068256 18004529
16 196 168 50 176137 149845 | 84 | 23386871 | 20587753
17 232 178 B1 204460 173888 85 26643807 | 23338881
18 330 281 52 241983 207554 | 86 | 30220533 | 26632850
19 386 299 53 281590 230045 87 { 342460683 30173383
20 C 530 448 54 332697 288056 88 38951788 343713490
21 641 510 55 386203 330001 | 89 | 44108110 | 38RE7675
22 886 - 691 56 454418 381324 | 90 60076165 | 44243117
23 1003 794 57 527211 451876 91 66034262 1 4990803n0
24 1340 1143 58 817874 632847 92 ; 34202600 | 887868909
25 1581 1264 59 716221 614166 | 93 72580414 | 64121496
" 26 2087 1691 80 8371156 7239065 94 82115787 72712078
29 2461 1955 61 966468 831822 95 92670111 82010781
28 3127 2621 62 | 1127111 975601 96 | 1047845631 02805883
29 3719 3012 63 | 1300819 | 1122546 | 97 | 118114308 | 104651421
30 4748 3998 64 | 1512537 1311830 98 | 133378317 | 118564000
31 5805 4667 85 | 1741713 | 15056321 06 | 150206852 | 135244744
32 7038 5931 66 | 2021752 1756710 | 100 | 169405508 | 150497338
a3 8304 4508 67 | 2323521 | 2012580
34| 10376 8705 68 | 2690068 | 2340756
Refexences

(1] L. M. Chawls, M.0. LeVan and L &, Maxficld, On a restrioted partilion
Funotion and iis tables (to be published).

[2] G.H. Hardy and S. Ramanujan, dsymptotio formulae in combinatory analysis,
Proc. London Math. Soe. 17 {2) (1918), pp. 75-115.

L8] 8. Ramaniijan, Collected papers, Nos. 25, 28, 80.
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Mischungsgeschwindigkeit fiir Ziffernentwicklungen
nach reellen Matrizen

von

Roranp Frsomer (Salzburg)

§ 1. Definitionen. I = (0,1)? sei der Binheitswiirfel des R%,# die
o-Algebra der Borelsehen Teilmengen von I, m dag d-dimensionale Le-
besgue-MaB auf I. .4 sei eine nichtsingulire reelle (d x d)-Matrix, 4 der
Betrag ihrer Determinante.

Wir definieren:

) T: I ~1I, Ty = Aomod 1,

(b) Ist xR, so sei [#] die groBte ganze Zahl <& und fir

[&] = ([@1], +- -y [@a)) <27

Weiter sei M — A-I n2% Bir i =1,2,... erkliren wir Funk-
tionen fy: I - M

@ o= {0y, .., wg)eR? el

by@) = [d0], o) = by (T 0).

(c) Sind @y, a,, ..., 0geM, 80 sei
Tty oeey @) = {wel | Bi(m) = oy, L <4< 8}
gofern die rvechte Menge nicht leer igt. Die Mengen I(ar, ..., a:,) hc?iﬁen
Zylinder s-ter Ordnung und bilden eine Partition von I, die wir mit £,
bezeichnen wollen.
(d) Wir definieren folgende Teilmengen von Jf,:
oA, = {Hefy| T°B = I},
Cy = I\ Ay, :
By = Ty ens @) I 1 L) €€y I{ay, ) eByy ooy L{0yy 00ny ) Gs)s
By = {I{ay, . y) € s I{tyy e “3—1)€@s~1}°
(¢) Be sei '

By = card &,, B,=UH, D,=U2Z.

d, = card Z,,
i Bedy By
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Wir machen folgende Voraussetzung: s gebe Konsﬁame M > ¢ unid
K > 1, sodal}

(1) B A" MK (no=1,2,...)

gelte.
Diese Voraussetzung ist bei den folgenden Beispiclen stebts erfiillt:

AT ={(0,1), 4 =p8>1 (Resttransformation bei f-adischen Zitforn-
entwicklungen, [3].)
B. I =(0,1)% A —( —g g) 4 =1t @ > 4 (V2 +HVB) ([2]). (Rot-

transformation. bei komplexen Ziffernentwicklungen.)

0. I =(0,1)% 4 symmetrisch, alle Bigenwerte von .4 geien grofier
als d-2%+1 ([4]). .

§ 2. Ein Kuzminscher Satz. Wir setzen

@ ela) =1, wlo)=4" 3 gp()

T'yjwesy

G=1,2,..;me),

m - 1“E‘" ym(])_t

0 ’f,ml

s.

3 -—~f
I

@ ol@) = v D gl@) e Ly (1, m).

Jem
Dann ist o{#x) Dichto efines_zu m Adquivalenten beziiglich 7 invarianten
‘WahrscheinlichkeitemaBes yp (giehe [4]). Hine Funktion k(@) Ly (L, m) iat
aber genau dann Dichte eines heziiglich T invarianten Mafes, wenn %{w)
die Kuzmingche Gleichung

(5) hio) = D h(y)d™  Li.
. ‘ Type=te

erfiillt ([2]). Wir wollen nun zeigen: o{z) ist Grenzwort ciner Folge
(hn(w))ml\T von Funkiionen, die man, durch die Kuzmingche Gleichung
motiviert, folgendermafen definiert: :

A,

= 3 bl 47
J""'ymm

TN

(6) ho(m) =1 H n

Sarz 1. Hs gibt Konstante 0y > 0 und o> 1, sodaf gilt:
(@) —~o(@)| € Oy 0™ (m=1,2,...50l).

Zum Beweis von Satz 1 bendtigen wir die folgende quantitative
Version eines Satzes der Erneuernngstheorie (siehe [17, Seito 380). Sie
wurde schon von 'W. Philipp in [83 beniitzt.
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LuvMa. (p,) (neN) sei éine Folge nicht negativer vedller Zahlen mit

Soa=1, p<CGa™ (a>1)
=l -
Pz Zmz sei nicht Potenzrezhe n & fmt t> 1.

(wn) 'neN o) st eine Folge reeller Zahlen mit |a,,| Oy

Wir definieren eine Folge (uy,) (nsNy):
Uy == gy Uy = DUy T o Pyt Oy

Dann gilt: Hs gibt Konstante 0, > 0 und §>1, sodaf

[o-]
un"”’;—;“zak < 0'“3—7'&
k=0
gilt, wobei
~2m—2( RSN
k=l n=0 k=n+tl

ist. O, hamgt von der Holge (p,) sowie von Oy a,b.‘

o0
Beweis. Wir setzen 7, = 3 p; und bilden die folgenden Po-
tenzreihen: : Bl _

U (2) =Zﬂ e, Ag) = E’dkzk, = Zrkz"’.

k=0 k=0 <o
Dann gilb:

A(2)
1-P(a)

R{#) stellt offenbar fir [¢/ < o eine holomorphe ¥ Funktion dar. AuBerdem
hat R(z) keine Nullstelle 2, mit 2] < 1. Denm. ist jz| < 1, 50 igh [P (=) < 1
mnd daher 1—P(zy) 5% 0. ~(, = 1 kann nicht Nullstelle sein, da R(1) = m
= 0 igh., Wire aber z, = ¢, 0 < 9 < 2r, cine Nullstelle von R(e), dann
wire P(2) = 1. Da p; >0 ist, kann dies nur gelten, wenn co%ﬂi’c =1
fitr alle % mit p), 7 0 gilt. Dann wire aber P (2) eine Potenzreibe in 2 mit
b= 2m/d > 1.

Talls B(z) itherhaupt cine Nullstelle hab, dann gibt es eine mit klein-
stem. Betrag 1z, =y > L {y < a). Dio I‘unktlon (R(2))™* ist damn holo-
morph fiir 2| <y, das heilit

(R z) Z, by, Tl < Osy".

U{z) = sowie: 1—P(2) = (L—2) E(2).
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~ist. Weiter gilt:

S (Zbi) 7= 2 e ®,

Wir vermerken, daf Y b, = (B(1))™ =

Bmal)

1—P(e))! = (1—2) " {B(z))~

ey S Jomb
wobei [6,—m™* < Ogp".
Eg izt nun
o0 o0
s Sat) = a7 Sat Saw) miv mi<os,
Jaw=) Jee2) Jorn ()

Durch Koeffizientenvergleich gioht man:

I 1
-1
Uy = M 2 Gy, -+ 2 dka’n-—fc!

fom0 for= )

woraus die Behauptung des Lemmas mit 1 < § < 4 und einer geeigneten,
Eongtanten ¢, folgt.

Beweis von Satz 1. Fir wel ist 4™h,(x) die Anzahl der T"-Utr-
bilder von # und A", (x) die Anzahl der T"-Urbilder von , die in D,
liegen. Die Mengen By, B,, ..., B,, D, bilden eine Partition von I. Jodes
@el hat genau g, 7-Urbilder in By, 8, T2-Urbilder in. By, ..., B, L"*-Urbil-
der in B, sowie A"g,(») T™-Urbilder in D,. Daraus folgt:

Ay (@) = By? A" My (@) Boe AV By (B) o+ o (@) + A 0 ()
und damit
(1) Fp(@) = By A by (@) Bo A hg_y (@) - B 4™ hig () -+, ().
Dabei gilt:

prd7t >0, ZM" 1, oal@) < 8,47"< M-E",

‘i-!l

Z Bed™i< 8,47 < MK,

[ T 3
Wir kénnen das Lemms anwenden und Satz 1 ist bewicsen.
ForcERUNG, Fiir olle He#F gill:
®) | m(T~"B) — u(B)| < O
Dies folgt aus

m () g~",

fn (@)dm = m(T ")
(siehe [2]).

icm

Mischungsgeschwindigkett fir Ziffernentwioklungen ]

§ 3. Mischungsgeschwindigkeit, Die Zylinder aus ./, wollen wir
eigentliche Zylinder s-ter Ordnung nennen. Tiir jedes He# sei H® die
Vereinigung aller eigentlichen Zylinder mit Ordnung < &, die in X enthal-
ten sind. Weiter sei

pp(®) = m(ENED), s-1<a<es
Sarz 2. By alle B, FeF gilt:
(9)  p(E A TE) = p (B u(F) -0 (py (0/2) + 07,
wobei die Konstante in O nur von T abhdngt. Ist B ein Zylinder, dann gilt
(10) pp(w) < MK~ (2> 0).

Wir beweisen zundchst eini_ge Hilfsgatze.
Lanvva L. Bs sel Tyesd,, Fed. Dann gili:

m(L)p(I) < OymiI)ym(F) o=, s<a.

‘Beweis. (11) folgh unmittelbar aus (8) unter Beachtung von

1L - |m(I, 0 T-"F)—

m(Is) L A-—a" m([g 2} _T--MF) - A—sm(l’"’("—s)E),
Lovma 2. Fir olle B, FeF gili
) (B AL = m(BuE)+0 (pp(n/2)+ "),

wobei die O-Konstante nur von T abhdngt.
Beweis. Aus (11) folgt

m(BO A TF) = m(BO) u(F) +0 (g0,
da B® eine disjunkte Vereinigung eigentlicher Zylinder ist. Daraus folgt:
m(BE A T"F) = m(BY N T"F)-+0(pg(s))
= m (B u(F)+0 (p(s) + 0~ ") = m(Byu(F)+0{y(s)+ ¢~

Dies gilt filr alle 8 < n. Wir setzen s = n/2, womit (12) bewiesen ist.
LemyaA 3. Hs sei @, = {IV, ..., I}, Dann gilt

(13) "f’r('i)(‘g) < M-l K8
1
1 {4\
(14«‘) wﬂ'ﬂl g) (s) <M a‘m(m,,s-i»n' (”jf) '-K_B:
wobei

"

Za!,f_)s =1.

tm
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Beweis. Aug (1) folgh
m (D)< M- K5

Damit ist (13) fir ¢ < # bewiesen. Ist 8 > n, dann ist D, £ D, und jeder
Zylinder von 2, ish bis auf cinen Teil durch eigentliche Zylinder aug-
gefiillt. Die Summe der Reste ist gerade m (D)< M- K% Dio al, goben
an, wie gich dieso Reste auf die einzelnen Zylinder von &, verteilen;
damit gilt offenbar

m
Z a‘f(’:.)s = 1.
gl

Nun zur Behauptung (14): Aus (13) folgl

¥yt (s+n)< M- “ﬁ,’s-m'li""'“”.
n

Eine Ausfillung von I{? durch eigentliche Zylinder der Ordimung b1,
n+2,..., n+s ergibt eine Ausfillung von T"I% durch eigentlicho Zylin-
der der Ordnung 1,2,...,s Dag Volumen des Restes wird daboei mit
A" multipliziert; daraus folgt (14).

Lunvnta 4. Ist B ein Zylinder, domn gilt

(15) wg(8) < M- K2

Beweis, Ist Z ¢in eigéntlicher Ziylinder n-ter Ordnung, dann izt
m(E) = A~" und :

yp(8) <mE) =4 < M-I,
vpls) =0,
Ist Eed,, dann folgt (15) aus (18). s bleibt noch folgender Fulls

R
&2 N,
E=1I{ay...,0,)¢%,, I(“’l?ﬂ‘:“’rf)eﬂn (g < n).
- Wir wihlen g maximal. Man sicht leichi ein, daf dann

I(“ﬂ-}-l: (AN ] a‘n) E'@n,mg
gilt. Ang (13) folgt

fﬁr(ag4.1,...,a,,)(8-'ﬂ) & M-’-Km(swﬂ)v
Aus der Definition der Zylinder tolgt
T70X (g oeny ) N I(@yy ony @) = I(ay .., ay)

| und jede Ausfﬁllupg von I(a,s,,...,a,) durch eipentliche Fylindor bis
zur Ordnung s - g liefert eine Augtillung von I{ay, ..., a,) durch cigentlicho
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Zylinder Dis zur Ordnung s. Das Volumen des Restes wird dabei durch
A7 dividiert vnd wir erhalten:
() < Mo A0 = B (da K< 4 ist).

Beweis von Salbz 2. Wir zeigen zunidchat:
, ANt y
(1.0) “PM gt} (‘9) 0 Y (ﬁ) -+ M- agr)ﬁ'l'nl(-—i‘-f) BE (Ig,,,)e'@n).
0
Ty gol F == I"ID, Dann folgt aung (14):

A
Wl TN 0T < is) 4 r(e) < o) ()
Ty ist abor W A F@ < (B A 1®, da B9 und F® digjunkte Vereini-
gungen von Zylindern sind und der Durchschnitt zweler Zylinder entweder
lecr oder einer der beiden Zylinder ist. Damit ist (16) bewiesen.

Nun rechnen wir (B, e#):

o

wll O I70F) ::J xp(T o) o (@) dm ""{2_; 4 J_! xzr(?nm)‘?’i(ﬁ)dm
=347 3 [ anlT0): 25, (@)

im0 Ij)ﬂ.‘?ﬁ:m

-3 A~ 2 m{B I ~ T

Tuall I&”‘-‘”@
= 34" 3 [m(@ T 1 (F)

Feun) Ig)"‘ki
+0 ("I’J.r (n/2)-+-M" a'gin/a]w +{4/K ¥ K4 9—"/2)]

za gy (1) fa(w) dm |- j (5.;A"“‘*0(1/JE(%/2))—|-

H fe )
' o
3 S A S affg OE )+ 1;2 8,4-1.0(")
fual} z&.’”dg’i . |

e () u(F) -+ Oy (m2) + g ) M D] KO (H™)

{0

= u(B) p(I)+0 (yu(n/2)+ o).
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Uber verallgemeinerte Bernoullische Zahlen
und die Klassenzabl reell-quadratischer Zahlkorper

von

Huprngros Lawe (Koln)

Es sei 2 ein reell-quadratischer Zahlkorper mit der Diskriminante
d > 0. Die Zetafunktion ciner abgoluten Idealklasse & von £2 werde
mit £(¢|R) und die Z-Funktion einer engeren Idealklasse &, von 2
mit L{s|®,.) bezeichnet, Fir natiirliche Argumente k> 2 werde &, = &
oder &, = R, gesetzt, je nachdem k gerade oder ungerade ist. Dann sind
die Werte

4(2k)1d* .
rerasrnnmrarsencs £ (16 | R falls & gerade ist,
@y Va (kIR ve

(1) B(k|Ry) = "
4(2) & .
ite—— Tk R}, falls % ungerade ist,

| erP®Va

rationale Zahlen [2], [4], [3], [9], [10], [11]. B zeigh sich nun, daf man
aus der genaneren Kenntnis der arithmetischen Struktur dieser rationalen
Zahlen zn Aussagen fber die Klassenzahl h von {2 gelangen kann.

Ist 2k--1 = p > 3 eine Primzahl, go besteht fiir diese eine Partial-

bruchzerlegung von. B(k&,) =B (WFZ—IR 1 ) Hs gilt ndmlich [6]:
2

Geht die Primzahl p > 3 nicht in der Diskriminante d von £ auf,

—1

o ist B (—-p—z——
ein Primteiler der Diskriminante d von £, so hat man.

) p—1 -~ 221 N (e)uw
@ ep(E iR = - T S

IR _p:_l_) eine fiir p ganze rationale Zahl. Ist dagegen p > 3
H

Xﬂ(ﬁ_ﬂ) 1'110(11.’)
2
(p>3,p14).

Hierbei bedentet ¢ = -&(u—&-fv}/— ) > 1 die Grundeinheit von 2 und X,
einen Geschlechtscharakter, der mit Hilfe des Kmneckersymbols fol-

gendermaBen erklirt ist.



